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Abstract:  A conjunctive normal form (CNF) formula F is minimal unsatisfiable if F is unsatisfiable and the 
resulting formula removing any clause from F is satisfiable. (r,s)-CNF is a subclass of CNF in which each clause of 
formula has exactly r distinct literals and every variable occurs at most s times. The corresponding satisfiable 
problem (r,s)-SAT means that the instances are restricted in (r,s)-CNF. For positive integer r≥3, there exists a 
critical function f(r) such that all formulas in (r,f(r))-CNF are satisfiable, but (r,f(r)+1)-SAT is already NP-Complete. 
It is open whether or not the function f is computable. One can only estimate some bounds of f(r) except for f(3)=3 
and f(4)=4. In this paper, the applications of minimal unsatisfiable formulas are described for transformations 
between CNF formulas. A new algorithm is presented to introduce less new variables in transformation from CNF to 

3-CNF, which for clauses with length l(>3) only 





2
l  new variables are introduced. The principle and method for 

transforming CNF to (r,s)-CNF and constructing unsatisfiable formulas in (r,s)-CNF are presented. 
Key words:  minimal unsatisfiable formula; SAT-problem; polynomially reduction; NP-completeness; construction of 

formula 

摘  要: 合取范式(CNF)公式 F是极小不可满足的,如果 F不可满足,并且从 F中删去任意一个子句后得到的公
式可满足,(r,s)-CNF 是限制 CNF 公式中每个子句恰有 r 个不同的文字,且每个变元出现的次数不超过 s 次的公
式类 ,对应的满足性问题(r,s)-SAT 指实例公式限制于(r,s)-CNF.对于正整数 r≥3,有一个临界函数 f(r),使得
(r,f(r))-CNF中的公式都是可满足的,而(r,f(r)+1)-SAT却是NP-完全的.函数 f是否可计算是一个开问题,除了知道
f(3)=3,f(4)=4外,只能估计 f(r)的界.描述了极小不可满足公式在 CNF公式类之间转换中的作用.为使转换过程中 

引入较少的新变元,给出了CNF公式到 3-CNF公式的一种新的转换方法,对于长度为 l(>3)的子句,仅需引入 





2
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个新变元.并且,给出了 CNF到(r,s)-CNF公式转换以及(r,s)-CNF中不可满足公式构造的原理和方法. 
关键词: 极小不可满足公式;问题;多项式归约;NP-完全;公式构造 
中图法分类号: TP18   文献标识码: A 

一个合取范式(CNF)公式 F=C1∧…∧Cm称为极小不可满足公式(minimal unsatisfiable formula,简称 MU 公
式),如果 F 不可满足,并且从中删去任意一个子句 Ci后得到的公式可满足.用 CNF(n,m)表示含有的 n 个变元、
m个子句的 CNF公式类.通常,我们是用 m−n(称为公式差)对MU进行分类的.已经知道,如果 F为一个MU公式,
则公式差(记为 d(F))为一个正整数[1].因此,只对公式差 d(⋅)>0 进行分类,并记 MU(k)={F∈MU|d(F)=k}.Kleine 
Büning H.等人给出了 MU(1)和 MU(2)中公式的标准型[1,2].特别对 MU(1)中的公式给出了一种归纳构造方法,并
用所谓的基础矩阵予以表示[1].MU(1)公式具有许多良好的性质,如至少有一个变元恰好一正一负出现在一对
子句中,取这两个子句进行消解后的公式仍然在 MU(1)中.这表明存在一种确定性算法,对 MU(1)公式进行消解
证明.在文献[3]中,我们给出了一个同态证明方法:对于每一个不可满足公式 F,存在一个 MU(1)公式 H,使得 H
可以同态映射到 F.从而,我们可以从 H的消解证明诱导出 F的一个消解证明.进一步地,对MU(k)中的公式,我们
可以借助于有关极小不可满足公式的分裂技术[1],将一个 MU(k)公式分解为若干个 MU(1)公式.这对于利用
MU(1)公式的消解证明去研究 MU(k)公式的消解证明提供了一些有用的手段. 
一个子句的长度是指该子句所含文字的个数,一个变元在一个公式中出现的次数是指相应的正、负文字出

现的次数之和.我们用(r,s)-CNF表示这样的 CNF公式类:公式中每个子句的长度恰为 r,每个变元出现的次数不
超过 s.(r,s)-SAT 表示实例取自于(r,s)-CNF 的满足性判定问题.在文献[4]中,C.Tovey 对 3-SAT 问题的实例进行
了限制,证明了(3,4)-SAT是NP-完全的.在文献[4−7]中,作者对形如(r,s)-SAT的简化的NP-完全类作了一些研究.
研究表明 ,(r,s)-SAT 的 NP-完全性与(r,s)-CNF 中是否含有不可满足公式密切相关:对于任意的 r,s≥3,如果
(r,s)-CNF中存在一个不可满足公式,则(r,s)-SAT是 NP-完全的.而(r,r)-CNF中的每个公式都是可满足的[4].从而,
问题(r,s)-SAT对于 r≥3有一种临界现象. 
考虑一个临界函数 f(r),使得(r,f(r))-CNF中的公式都是可满足的,而(r,f(r)+1)-SAT却是 NP-完全的.由 f(r)的

性质,f(r)可以表示为 f(r)=max{s:(r,s)-CNF∩UNSAT=∅}=max{s:(r,s)-CNF∩MU=∅}. 
可见,对于正整数 r≥3,f(r)≥r.直到现在,函数 f是否可计算仍然是一个开问题.仅仅知道 f(3)=3和 f(4)=4.对于

r≥5的情形,相关的研究只能估计 f(r)的界. 
由前所述,如果(r,s)-CNF中含有一个不可满足公式,则(r,s)-SAT是NP-完全的.从而,构造(r,s)-CNF中的不可

满足公式,是改进 f(r)的上界的一种方法.在文献[5−7]中,S. Hoory和 S. Szeider,P.Savicky和 J. Sgall等人分别利
用不同方法对 f(k)的上界作了不同估计,其原理是在(r,s)-CNF 中构造不可满足公式,尽可能使 s 不断降低.在文
献[7]中,S. Hoory 和 S. Szeider 将 f(r)修正为 f1(r)=max{s:(r,s)-CNF∩MU(1)=∅}.可见,f(r)≤f1(r).S. Hoory 和 S. 
Szeider 利用 MU(1)公式可以归纳构造的原理,采用有限(下降的)整数序列的构造方法,对 f1(3)~f1(9)的上界作了
估计,并证明 f1(r)是一个可计算函数.换言之,虽然我们不能精确地计算出 f(r),但可以计算出 f(r)的一个上界 f1(r).
然而,S. Hoory和 S. Szeider的算法并不实用,其主要原因是:(1) 算法是非确定的;(2) 每进行一步构造,引入新变
元的个数几乎翻 1倍.因此,文献[7]中也只能在 r≤9内对 f1(r)的上界作估计. 
在本文中,我们阐述了极小不可满足公式在构造(r,s)-CNF 中不可满足公式的作用.文献[8]中给出了一个将

CNF 公式化归到 3-CNF 公式的经典方法.我们发现:在不改变公式的可满足性的前提下,转换 CNF 公式类或
3-CNF到具有某些限制(如限制子句长度、变元出现次数等)的公式类时,在其构造中借助于某些 MU公式的作
用即可实现.其实,在将一个CNF公式F化归到一个 3-CNF公式的过程中,对于长度大于 3的子句C=(L1∨…∨Lp),
通常是引入 p−3个新变元 y1,…,yp−3,化为子句组:(L1∨L2∨y1),(L3∨¬y1∨y2),…,(Lp−2∨¬yp−4∨yp−3),(Lp−1∨Lp∨¬yp−3)[8].
在此,公式[y1,(¬y1∨y2),…,(¬yp−4∨yp−3),¬yp−3]本身是一个 MU(1)公式.为使引入新变元个数尽可能地少,我们在本

文中给出了一种新的转换方法,只需引入 





2
l
个新变元.同时,给出了一般转换原理(见后文中的引理 3和定理 2). 
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本文给出了 CNF到(r,s)-CNF公式转换以及(r,s)-CNF中不可满足公式构造的原理和方法.以此说明极小不

可满足公式在简化的 NP-完全类研究中的作用. 

1   基本知识 

一个子句 C是若干个文字的析取(C=L1∨L2…∨Ln),子句 C可以视为一个文字的集合(C={L1∨L2…∨Ln}).一个
合取范式(CNF)公式(以下简称公式)F是若干子句的合取(F=C1∧C2∧…∧Cm),合取范式公式 F可以视为一个子句
的集合(F={C1,C2,…,Cm})或一个子句表(F=[C1,C2,…,Cm]).一个公式 F 的子公式是指由 F 的部分子句所构成的
公式.如果一个子句含有一对互补文字,称该子句为重言子句.在一个公式中删去重言子句后,不影响公式的可
满足性.只含一个文字的子句称为单位子句.一个变元 x在一个公式 F中的正(或负)出现,指文字 x(或文字¬x)在
F中出现.我们分别用 pos(x,F)和 neg(x,F)表示 x在 F中的正、负出现次数,并记 occs(x,F)=pos(x,F)+neg(x,F);分
别用#var(F)和#cl(F)表示出现在公式 F 中的变元数以及 F 所包含的子句数.#cl(F)−#var(F)称为公式 F 的子句-
变元差(简称公式差),记为 d(F).对于 CNF公式 F1和 F2,记 F1+F2表示 F1∧F2. 
定义 1. 设 F=[C1,C2,…,Cn]是一个公式.称 F是极小不可满足公式(minimal unsatisfiable formula,简记为MU

公式),如果 F不可满足,并且从中删去任意一个子句 Ci(1≤i≤n)后得到的公式可满足. 
可以证明:极小不可满足公式的子句数与变元数之差(即公式差)是一个正整数[1,2].通常,我们是按公式的公

式差对 MU 公式进行分类的.对于正整数 k≥1,记 MU(k)={F∈MU|F 的公式差为 k}.MU(k)中的公式称为 MU(k) 
公式. 
设公式 F 是一个带有 n 个变元 x1,x2,…,xn、m 个子句 C1,C2,…,Cm的 CNF 公式,我们可以用一个 n×m 矩阵

MF=(ai,j)表示公式 F,其中:如果正文字 xi出现在子句 Ci中时,mi,j=+;如果负文字¬xi出现在子句 Ci中时,mi,j=−;否
则,mi,j为 0(一般用空白表示).设 L为一个文字,F是一个 CNF公式,定义 L∨clF={L∨f|f∈F}.容易证明如下引理. 
引理 1 .  设 F 1 ,F 2 为一对 MU (1)公式 ,var (F 1 )∩var (F 2 )=∅ .假定 x 是一个新引入的变元 ,则公式 

22211211 FFxFFxF clcl ′+′∨¬+′+′∨= 是一个 MU(1).其中: iii FFF =′+′ 21 ; ∅=′∩′ 21 ii FF ;且 ∅≠′1iF (i=1,2). 
证明:假定 及 ,其中:var(F],...,,,...,[

111 111 ntt ffffF +=

)1,]( 21 ≥tt

],...,,,...,[
222 112 ntt ggggF += 1)∩var(F2)=∅, 且

.因此对于新变元 x,F可以表示为如下简化矩阵: 

],...,[
1111 tffF =′

,...,[ 121 2
=′ ggF t

222

111

......
......

......

11

11

ntt

ntt

gggg
xxxx

ffff

+

+

¬¬  

由于 F1,F2∈MU(1),#var(F1)=n1−1 及#var(F2)=n2−1,所以,#var(F)=n1+n2−1,且 cl(F)=n1+n2.即 F 的公式差   
为 1. 
现在验证 F是一个 MU公式. 
首先,F 是不可满足的.如若不然,存在一个真值指派τ满足 F.如果τ(x)=0,则τ满足 F1;如果τ(x)=1,则τ满足 F2.

这与 F1,F2∈MU(1)矛盾.其次,F是极小不可满足的,即对于任意子句 h∈F,F−{h}可满足.我们考虑如下两种情形: 
情形 1. h=x∨fi(1≤i≤t1)或 h=fi(t1+1≤i≤n1). 
由于 F1是一个 MU(1)公式,所以 F1−{fi}可满足.从而存在 var(F1)上的一个真值指派τ1满足 F1−{fi}.由 F2为 

MU(1)公式,F2−{ }可满足.存在 var(F
2

,...,1 tgg 2)上的一个真值指派τ2满足 F2−{ }.我们定义一个 var(F
2

,...,1 tgg 1)∪ 

var(F2)∪{x}上满足 F−{h}的真值指派τ为τ(x)=0,对于 y∈var(F1),τ(y)=τ1(y);对于 z∈var(F2),τ(z)=τ2(z). 
情形 2. h=x∨gi(1≤i≤t2)或 h=gi(t2+1≤i≤n2). 
其证明与情形 1类似. □ 
显然,如果 occs(y,F1)≤s(对于 y∈var(F1)),occs(z,F2)≤s(对于 z∈var(F2)),且 t1+t2≤s,则对于ω∈var(F),有 

occs(ω ,F)≤s .进一步地 ,如果 F 能表示为 {( },),(),...,(,,...,),(),...,
222111 1111 nttntt gggxgxfffxfx ++ ∨¬∨¬∨∨

],...,,,...,[
222 11 ntt gggg +

(其中

t1,t2≥1),使得 和],...,,,...,[
111 111 ntt ffffF += 2F = 皆为MU(1)公式,var(F1)∩var(F2)=∅,且对于固

定的 k>1,如果 F中每个子句 C的长度均为 k,则 F∈(k,s)-CNF∩MU(1).请注意,此时 , 均为长度为 
1

,...,1 tff
2

,...,1 tgg
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k−1的子句. 
引理 1启示 MU(1)公式可以逐步构造.MU(1)公式的结构与如下归纳定义的矩阵有密切关系: 
定义 2(基础矩阵)[2]. 如下归纳定义的带有 n行、(n+1)列的矩阵称为基础矩阵: 
(1) (+ −)是基础矩阵; 
(2) 如果 B1是基础矩阵,则矩阵 









−1

1 0
b
B

 

是基础矩阵,其中,b1是一个向量(取值于{0,+}),且至少有一个“+”出现; 
(3) 如果 B2是基础矩阵,则矩阵 








+

2

2

0 B
b

 

是基础矩阵,其中,b2是一个向量(取值于{0,−}),且至少有一个“−”出现; 
(4) 如果 B1和 B2是基础矩阵,则矩阵 

















2

21

1

0

0

B
bb

B
 

是基础矩阵,其中,b1 是一个向量(取值于{0,+}),且至少有一个“+”出现;b2 是一个向量(取值于{0,−}),且至少有一
个“−”出现. 
定理 1[2]. 公式 F为 MU(1)公式,当且仅当 F的表示矩阵作适当行列调整后是一个基础矩阵. 
如下定义的(1,∗)-消解是单位消解的一般化. 
定义 3. 设 F=[(L∨f),(¬L∨g1),…,(¬L∨gm),Frest]是一个公式,其中:L 是一个文字;f,g1,…,gm是子句;Frest是一个

不含文字 L,¬L出现的公式,我们称公式 F′=[(f∨g1),…,(f∨gm),Frest]为 F关于文字 L的一个(1,∗)-消解. 
如下引理表明,MU(k)关于(1,∗)-消解是封闭的,即一个极小不可满足公式通过一次(1,∗)-消解后仍然是极小

不可满足公式,而且公式差不改变. 
引理 2. 设 F=[(L∨f),(¬L∨g1),…,(¬L∨gm),Frest]是一个公式,其中:L 是一个文字;f,g1,…,gm是子句;Frest是一个

不含文字 L,¬L 出现的公式,F′=[(f∨g1),…,(f∨gm),Frest]为 F 关于文字 L 的(1,∗)-消解,则 F 为 MU(k)公式⇔F′为
MU(k)公式. 
证明:不失一般性,假定 F=[(x∨f),(¬x∨g1),…,(¬x∨gp),Frest],其中 Frest 不含 x,¬x 的出现,从而 F′=[(f∨g1),…, 

(f∨gp),Frest]. 
(⇒) 假定 F∈MU(k)且#var(F)=n,则#cl(F)=n+k,#var(F′)=n−1,且#cl(F′)=n+k−1.于是 ,d(F′)=k.我们将证明

F′∈MU(k). 
(1) F′不可满足.否则,存在一个真值指派 v,使得 v(F′)=1.此蕴含 v(f∨g1)=…=v(f∨gp)=v(Frest)=1.如下是将 v扩

展成为另一个真值指派 v′ ,使得 1)( =′ Fv : 









==
==

∈
=′

0)(  ,1
1)(  ,0

}{\)(),(
)(

fvxy
fvxy

xFvaryyv
yv

且

且 . 

显然, 1 .这与 F的不可满足性矛盾. )( =′ Fv

(2) F′是极小不可满足的.否则,存在一个子句 h∈F′,使得 F′\{h}不可满足.我们分如下两种情形加以讨论: 
情形 1.1. 对某个 i(1≤i≤p),h=(f∨gi). 
不失一般性,假定 h=(f∨g1).因为F为极小不可满足公式,有F1=[(x∨f),(¬x∨g2),…,(¬x∨gp),Frest]可满足,从而存

在一个真值指派 v使得 v(F1)=1.这蕴含 v(x∨f)=v(¬x∨g2)=…=v(¬x∨gp)=v(Frest)=1.如果 v(x)=1,则 v(g2)=…=v(gp)= 
v(Frest)=1;如果 v(x)=0,则 v(f)=v(Frest)=1.因此,恒有 v(F′\{h})=1.矛盾. 
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情形 1.2. h∈Frest. 
由于 F 极小不可满足,所以 F1=[(x∨f),(¬x∨g1),…,(¬x∨gp), restF ′ ]可满足,其中 restF ′ =Frest\{h}.从而存在一个真

值指派 v,使得 v(F1)=1.这蕴含 v(x∨f)=v(¬x∨g1)=…=v(¬x∨gp)=v( restF ′ )=1.如果 v(x)=1,则 v(g1)=…=v(gp)=v( )= 
1.如果 v(x)=0,则 v(f)=v(

restF ′

restF ′ )=1.因此,恒有 v(F′\{h})=1.矛盾. 

(⇐) 假定 F′=[(f∨g1),…,(f∨gp),Frest]∈MU(k),我们将证明 F∈MU(k). 
首先,F是不可满足的.否则,存在一个真值指派 v,使得 v(F)=1.如果 v(x)=1,则 v(g1)=…=v(gp)=v(Frest)=1;如果

v(x)=0,则 v(f)=v(Frest)=1.因此,恒有 v(F′)=1.矛盾. 
其次,F是极小不可满足的.否则,存在一个子句 h∈F,使得 F\{h}不可满足.我们分如下 3种情形讨论: 
情形 2.1. h=(x∨f). 
请注意:Frest是可满足的.从而存在一个真值指派 v,使得 v(Frest)=1.我们可以扩展 v 成为另一个真值指派 v′,

使得 v′(F\{h})=1. 
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情形 2.2. 对某个 i(1≤i≤p),h=(¬x∨gi). 
不失一般性,假定 h=(¬x∨g1).因为 F′为极小不可满足公式,有:F2=[(f∨g2),…,(f∨gp),Frest]是一个可满足公式.

从而存在一个真值指派 v,使得 v(F2)=1.同样地,我们可以扩展 v成为另一个真值指派 v′,使得 v′(F\{h})=1. 
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情形 2.3. h∈Frest. 
由于 F′极小不可满足,所以 F3=[(f∨g1),…,(f∨gp), restF ′ ]可满足,其中 restF ′ =Frest\{h}.因此,存在一个真值指派 v,

使得 v(F3)=1.我们可以取情形 2.2中 v的扩展方式,得到真值指派 v′,并有 v′(F\{h})=1.矛盾. □ 

2   公式归约 

将一个 CNF 公式 F 化归到一个 3-CNF 公式中,一个经典的做法是,通过适当引入新变元,将每一个子句
C=(L1∨…∨Lp)化为一组长度为 3的子句. 

(1) 当 p=1时,C=L1. 
引入新变元 y1,y2,化为子句组 :(L1∨y1∨y2),(L1∨y1∨¬y2),(L1∨¬y1∨y2),(L1∨¬y1∨¬y2).请注意 ,公式 [(y1∨y2), 

(y1∨¬y2),(¬y1∨y2),(¬y1∨¬y2)]是一个 MU(2)公式. 
(2) 当 p=2时,C=L1∨L2. 
引入新变元 y1,化为子句组:[(L1∨L2∨y1),(L1∨L2∨¬y1)].请注意,公式[y1,¬y1]是一个 MU(1)公式. 
(3) 当 p>3时,C=(L1∨…∨Lp). 
引入 p−3 个新变元 y1,…,yp−3,化为子句组:[(L1∨L2∨y1),(L3∨¬y1∨y2),…,(Lp−2∨¬yp−4∨yp−3),(Lp−1∨Lp∨¬yp−3)].请

注意,公式 H=[y1,(¬y1∨y2),…,(¬yp−4∨yp−3),¬yp−3]是一个 MU(1)公式. 
我们将(L1∨…∨Lp)剖分为 p−2 个子句:(L1∨L2),L3,…,Lp−2,(Lp−1∨Lp).由此生成一个 CNF 公式 FC=[(L1∨L2), 

L3,…,Lp−2,(Lp−1∨Lp)].于是,上述(3)中的构造可以视为 FC和 H 中对应子句“拼接”(简称子句对接)后得到的公式.
直观上,我们用下面的矩阵表示: 
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这里,我们引入一个新的变换,使得引入的新变元个数仅为 





2
l . 

设 p=2q,作公式 CF ′ =[L1,…,Lp],引入 q 个新变元 y1,…,yq,取一个 MU(q)公式 H=[(y1∨yq),(¬y1∨y2),…, 

(¬yq−1∨yq),(¬yq∨yq−1),…,(¬y2∨y1),(¬y1∨¬yq)].构造子句组 :(L1∨y1∨yq),(L2∨¬y1∨y2),…,(Lq∨¬yq−1∨yq),(Lq+1∨¬yq∨ 
yq−1),…,(Lp−1∨¬y2∨y1),(Lp∨¬y1∨¬yq).直观上,我们用下面的矩阵表示: 
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若 p=2q+1,引入 q+1 个新变元 y1,…,yq,yq+1,取一个 MU(q)公式 H ′′ =[(y1∨yq),(¬y1∨y2),…,(¬yq−1∨yq), 
(¬yq∨yq−1),…,(¬y2∨y1),(¬y1∨yq+1),(¬yq∨¬yq+1)].构造子句组:(L1∨y1∨yq),(L2∨¬y1∨y2),…,(Lq∨¬yq−1∨yq),(Lq+1∨¬yq∨ 
yq−1),…,(Lp−2∨¬y2∨y1)(Lp−1∨¬y1∨yq+1),(Lp∨¬yq∨¬yq+1). 
上述做法的正确性由下面的引理保证. 
引理 3. 设 C=(L1∨…∨Lp)(p>3)是一个子句,公式 FC=[C1,…,Cm](m≥2)是子句 C(作为文字集合)的一个划分生

成的CNF公式.H=[f1,…,fm]是一个MU公式,且 var(C)∩var(H)=∅,FC和H的子句对接公式为 FC∨clH=[(C1∨f1),…, 
(Cm∨fm)],则对任意一个满足 FC∨clH的真值指派τ,必有τ(C)=1.反之,对任意一个满足C的真值指派τ0,必可扩充为
一个满足 FC∨clH的真值指派τ. 
证明:不失一般性,假定 )...(

111 iLLC ∨∨= , C ,…, C) )...( 11 nim LL
m

∨∨...(
21 12 ii LL ∨∨= + = +−

. 

设τ是一个满足 FC∨clH的真值指派,由于 H是一个MU公式,存在某个 k0(1≤k0≤m)使得 0)(
0
=kfτ .如果τ不满

足 C,则τ(L1)=τ(L2)=…=τ(Ln)=0.此蕴含τ(C1)=…=τ(Cm)=0.因此, 0)(
00
=∨ kk fCτ .从而τ(FC∨clH)=0.矛盾. 

反之,设τ0是一个满足 C 的真值指派,则必有某个 k0(1≤k0≤n)使得 1)(
00 =kLτ .不妨假定τ0(L1)=1,则τ0(C1)=1. 

因为 H 是一个 MU 公式,所以 H−{f1}是一个可满足公式.从而存在一个真值指派τ1 满足τ1(H−{f1}).请注意, 
var(C)∩var(H)=∅.于是,我们可以构造一个真值指派τ,满足 FC∨clH:对于 x∈var(C),定义τ(x)=τ0(x);对于 x∈var(H),
定义τ(x)=τ1(x). □ 
由引理 3,容易证明如下结论: 
定理 2. 设 F=C1∨…∨Cn是一个 CNF 公式,并且,对于每一个 1≤i≤n,Fi是由 Ci的文字划分生成的一个 CNF

公式,并且#cl(Fi)=mi≥2.设 H1,…,Hn是满足如下条件的 MU公式: 
(1) 对每一个 1≤i≤n,#cl(Fi)=mi; 
(2) (∪1≤i≤nvar(Hi))∩var(F)=∅; 
(3) 对任意的 1≤i≠j≤n,var(Hi)∩var(Hj)=∅. 
定义 F*=(F1∨clH1)∧(F2∨clH2)∧…∧(Fn∨clHn),则 F可满足⇔F*可满足. 
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3   简化的 NP-完全类 

我们用(r,s)-CNF表示这样的 CNF公式类:(r,s)-CNF中的任意公式 F对任意的子句 C∈F,子句长度|C|=r;并
且,对任意的变元 x∈var(F),出现次数 occs(x,F)=pos(x,F)+neg(x,F)≤s.(r,s)-SAT是限制实例在(r,s)-CNF中的满足
性判定问题. 
我们考虑 MU(2)公式 Hp=[(x1∨x2∨…∨xp),(¬x1∨x2),(¬x2∨x3),…,(¬xp−1∨xp),(¬xp∨x1),(¬x1∨…∨¬xp)],其中 p≥2. 

Hp的表示矩阵为 
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取 Hp中长度为 2的子句构成公式 =[(¬xc
pH 1∨x2),(¬x2∨x3),…,(¬xp−1∨xp),(¬xp∨x1)].由 Hp的极小不可满足性,

公式 +{(xc
pH 1∨x2∨…∨xp)}和 +{(¬xc

pH 1∨…∨¬xp)}均可满足,并且 +{(xc
pH 1∨x2∨…∨xp)}⊨(x1∧x2∧…∧xp), + c

pH

{(¬x1∨…∨¬xp)}⊨(¬x1∧¬x2∧…∧¬xp).因此,对于任何满足 的真值指派τ,有τ(xc
pH 1)=…=τ(xp). 

设 F=[(x1∨f1),…,(x∨fq),(¬x∨fq+1),…,(¬x∨fp),Frest]为一个公式,其中,occs(x,F)=p≥4且变元 x不出现在 Frest中.
我们引入 p个新变元 x1,x2,…,xp,并定义公式 F{x}如下: 

F{x}=[(x1∨f1),…,(xq∨fq),(¬xq+1∨fq+1),…,(¬xp∨fp),Frest]+ . c
pH

显然,对每个 1≤i≤p,occs(xi,F{x})=3,且 中的每个子句均具有形式(x∨¬y)(恰好含有一正一负两个文字). c
pH

上述做法的目的是降低变元出现的次数.在原始公式中,变元 x出现 p次,用一组新变元 x1,…,xp取代 x,每个
新变元 xi在新的公式中恰好出现 3次,自然要求上述转换不改变公式的可满足性. 
引理 4. 对于上述的公式 F和 F{x},F可满足⇔F{x}可满足. 
证明:假定τ是满足 F的一个真值指派.定义一个真值指派τ′满足 F{x}如下: 
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反之,假定 v是满足 F{x}的一个真值指派.定义一个真值指派 v′满足 F如下: 

 . □ 
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因为每一个 CNF公式均可转换为一个 3-CNF公式而不改变可满足性,重复应用引理 4,如下定理是一个自
然结果. 
定理 3[4]. 限制实例取自于(2,3)-CNF∪(3,3)-CNF的满足性判定问题(2,3)-SAT∪(3,3)-SAT是 NP-完全的. 
定理 4. 对于任意的 s≥3,如果(3,s)-CNF中含有一个不可满足公式 H,则(3,s)-CNF是 NP-完全的. 
证明 :假定(3,s)-CNF 中含有一个不可满足公式 H=[C1,…,Cm],则 H 含有一个极小不可满足子公式 

],...,[
1 mii CCH

′
=′ ,其中 miii m ≤<<≤≤ ′...211 .显然,H′是(3,s)-CNF 中的一个公式.因此,我们可以假设 H 本身就是 

一个极小不可满足公式. 
设 var(H)={x1,…,xn}, ],...,),[( 211 mCCCxH ′∨= ,G=[C2,…,Cm],则 G可满足,且 x1在 G中至多出现 s−1次,并且

对于满足 G 的任意一个真值指派τ,有τ(x1)=0.对于 3-SAT 的任何实例 F,重复引理 4 中的方法,依次分别对其出
现次数超过 3 次的每个变元进行处理,我们可以在多项式时间内将 F 转换为(2,3)-SAT∪(3,3)-SAT 的一个实例
F*.由F*的构造,F*具有形式:[(y1∨¬z1),…,(yk∨¬zk),g1,…,gl],其中每个子句 gj(1≤j≤l)恰好含有 3个文字(注意:由引
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理 4中 F{x}的结构,这里的 y1,z1,…,yk,zk可能有重复出现,但每个子句(yi∨¬zi)中的两个文字必不相同). 

我们现在处理 F*中长度为 2 的子句.对每个 1≤i≤k,引入 n 个新变元 分别用 代替 x,,...,1
i
n

i xx ,,...,1
i
n

i xx 1,…,xn, 

构造 G的一个拷贝 Gi.我们现在从 F*构造一个公式 F**: 
k

l
k

kk GGggxzyxzyF +++∨¬∨∨¬∨= ...],...,),(),...,[(** 1
11

1
111 . 

请注意,Gi的可满足力迫使 取“假”,从而 F可满足⇔F*可满足⇔F**可满足. ix1

显然,F**是(3,s)-SAT的一个实例.因此,只要(3,s)-SAT有一个不可满足实例,则(3,s)-SAT是 NP-完全的. □ 
推论 1. (3,4)-SAT是 NP-完全的. 
证明:由定理 4,我们只需在(3,4)-CNF中构造一个不可满足公式.如下公式是一个 MU公式: 
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即 G=∧1≤j≤3((y∨xj∨yj)∧(xj∨¬yj∨zj)∧(¬xj∨yj∨zj)∧(¬xj∨¬yj∨zj))∧(¬z1∨¬z2∨¬z3)∧(¬y). 
请注意,在 G中,每个变元恰好出现 4次,除单位子句¬y外,其余子句的长度恰好为 3. 
容易证明,如果 和],...,[

111 mCCF = ],...,[
212 mCCF ′′= 是MU公式,且 var(F1)∩var(F2)=∅,则从两个公式中分别任

意选出一个子句作析取,其余子句保留,得到的公式仍然为一个 MU 公式.比如, 是

一个 MU公式. 

],...,,,...,,[
21 2211 mm CCCCCC ′′′∨

我们现在将 G作 3个拷贝(保证不同备份变元集互不相同),以构造(3,4)-CNF中的一个(极小)不可满足公式
如下: 
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因此,由定理 4,(3,4)-SAT是 NP-完全的.  □ 
对于(r,s)-SAT(s≥r≥3)的任意实例 F,利用第 2 节中的方法,我们可以在多项式时间内将 F 转换为(3,s)-SAT

的一个实例 F′,并使其逻辑等价.于是,我们有一个一般性结论: 
定理 5. 对于任意的 r≥3及 s≥r,如果存在(r,s)-CNF中的一个不可满足公式 H,则(r,s)-SAT是 NP-完全的. 

4   结论和进一步工作 

利用极小不可满足公式的构造,给出了从CNF公式到 3-CNF公式的一个新的转换方法.在此方法中,对于长 

度大于 3 的子句 C=(L1∨…∨Lp),只需引入 





2
l

 个新变元.同时,给出了极小不可满足公式在研究简化的 NP-完全 

问题(r,s)-SAT 中的原理和方法.进一步的工作是,利用 MU(1)公式的消解性质,研究不可满足公式消解方法及其
消解的复杂性,并研究 S.Hoory 和 S.Szeider 引入的可计算函数 f1(r)=max{s:(r,s)-CNF∩MU(1)=∅}的确定性 
算法. 
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