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高维数据流形的低维嵌入及嵌入维数研究
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Abstract: Finding meaningful low-dimensional embedded in a high-dimensional space is a classical problem. 
Isomap is a nonlinear dimensionality reduction method proposed and based on the theory of manifold. It not only 
can reveal the meaningful low-dimensional structure hidden in the high-dimensional observation data, but can 
recover the underlying parameter of data lying on a low-dimensional submanifold. Based on the hypothesis that 
there is an isometric mapping between the data space and the parameter space, Isomap works, but this hypothesis 
has not been proved. In this paper, the existence of isometric mapping between the manifold in the high-dimensional 
data space and the parameter space is proved. By distinguishing the intrinsic dimensionality of high-dimensional 
data space from the manifold dimensionality, and it is proved that the intrinsic dimensionality is the upper bound of 
the manifold dimensionality in the high-dimensional space in which there is a toroidal manifold. Finally an 
algorithm is proposed to find the underlying toroidal manifold and judge whether there exists one. The results of 
experiments on the multi-pose three-dimensional object show that the method is effective. 
Key words: Isomap; toroidal manifold; isometric mapping; embedding dimensionality 

摘  要: 发现高维数据空间流形中有意义的低维嵌入是一个经典难题.Isomap是提出的一种有效的基于流形理论
的非线性降维方法,它不仅能够揭示高维观察数据的内在结构,还能够发现潜在的低维参数空间.Isomap的理论基础
是假设在高维数据空间和低维参数空间存在等距映射,但并没有进行证明.首先给出了高维数据的连续流形和低维
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参数空间之间的等距映射存在性证明,然后区分了嵌入空间维数、高维数据空间的固有维数和流形维数,并证明存
在环状流形高维数据空间的参数空间维数小于嵌入空间维数.最后提出一种环状流形的发现算法,判断高维数据
空间是否存在环状流形,进而估计其固有维数及潜在空间维数.在多姿态三维对象的实验中证明了算法的有效
性,并得到正确的低维参数空间. 
关键词: Isomap;环状流形;等距映射;嵌入维数 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

在不同距离、不同方向,或在不同姿态和光照强度下,同一个对象能够形成多种不同的图像.一个对象所有
图像的集合可以看作是以位置、尺度、姿态、光照等为参数的一个高维空间流形.人类能够感知由同一个对象
产生的变化着的信号,并能够正确地识别.为了更精确地刻画图像和其他感知刺激的变化,采取数学方法是非常
必要的.如果每一个像素都对应于空间中的一维,那么一幅图像就可以看作高维图像抽象空间中的一个点,一个
对象在不同方向上所有图像的集合就是图像空间中的一个连续流形.文献[1]认为,流形是感知的基础,经过自然
界长期进化的人脑能够用流形的方法表示对外界对象的感知.大量神经元对信息的编码方法成为我们对人脑
表示方法研究的基础,如果一个神经元的触发率对应于一维,那么图像信息就能够由与像素个数相等的神经元
来表示.神经生理学家已经发现,群体中神经元的点火率都能够表示为几个变量的连续函数,比如人眼转动的角
度和头旋转的方向,这说明群体活动被限定在低维空间光滑流形上,所以在理解人脑如何从神经动力学中产生
感知时,流形的低维嵌入起到非常重要的作用. 
很多科学家都在寻求发现嵌入在高维数据中有意义低维结构的方法,对流形学习算法的研究引起了广泛

的兴趣.对于由一个对象在不同参数(如不同光照和姿态)下的数字图像组成的流形 M ,其参数的个数未知,相应
的参数值也未知.但是对于图像理解和图像编码这样的问题,学习图像流形的结构和发现潜在的参数又是非常
有用的,比如人脸识别中不同表情的人脸和目标检测中目标的姿态等.利用分散样本进行流形学习一直是一个
令人关注的难题,现在也已经有了一些高维数据低维表示方法,比如主成分分析(PCA)、独立分量分析(ICA)、
Fisher 判别分析(FDA)、多维尺度分析(MDS)等.这些大都是线性的方法,所以对于那些非线性结构的数据就无
能为力,而非线性降维技术则能产生较好的结果.LLE[2]和 Isomap[3]是两种有代表性的非线性降维方法.Roweis
和 Saul提出的 LLE算法能够实现高维输入数据点映射到一个全局低维坐标系,同时保留了邻接点之间的关系,
这样,固有的几何结构就能够得到保留.此算法不仅能够有效地发现数据的非线性结构,同时还具有平移、旋转
等不变特性.Tenenbaum 等人提出的 Isomap 算法首先使用最近邻图中的最短路径得到近似的测地线距离,代替
不能表示内在流形结构的 Euclidean 距离,然后输入到多维尺度分析(MDS)中处理,进而发现嵌入在高维空间的
低维坐标.在人脸和手势的实验中,Isomap发现了存在于高维空间中的潜在低维参数空间.Donoho等人[4]用人工

合成(实验者可以事先知道其潜在的参数,比如平移、旋转等)的数据用 Isomap 算法进行测试实验,实验结果表
明,Isomap 能够准确地发现图像流形潜在的参数空间,并在自然图像(人脸图像)中不同姿态和亮度等潜在的未
知参数下也可得到较好的结果.Donoho等人还拓展了 LLE算法,提出HLLE算法[5],能够发现流形上局部的潜在
等距映射参数.张长水等人[6]在 LLE 的基础上提出一种从低维嵌入空间向高维空间映射的方法,并在多姿态人
脸图像的重构实验中得到有效的验证,进一步完善了非线性降维方法.虽然这些算法都要求知道嵌入空间的维
数,但很少有文献对它进行分析和估计.文献[6]使用的是文献[3]中的方法,而在文献[3]中只是通过剩余方差与
维数的关系来估计 d值的范围.Marzia Polito和 Pietro Perona[7]提出了应该首先知道嵌入空间维数,但没有给出
一个有效的方法. 
本文首先介绍了 Isomap算法,并通过两个典型流形的实验结果,提出嵌入空间的维数问题.第 2节给出了连

续流形与其低维参数空间等距映射的存在性证明,完善了 Isomap的理论基础,并指出在圆筒形曲面实验中之所
以没有能够发现潜在的结构,是因为没有能够正确估计嵌入空间的维数.然后区分了嵌入空间维数、高维数据
的固有维数与流形维数,并且证明如果数据空间存在环状流形,则流形维数要小于数据的固有维数,从而说明了
并非任何情况下二维流形都能够嵌入在二维空间.第 3 节给出一种环状流形发现算法.根据此算法,能够判断数
据空间是否存在环状流形.第 4 节在多姿态三维对象的实验中证明了算法的有效性,并得到正确的低维参数空
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间.最后总结全文. 

1   Isomap——非线性降维算法 

1.1   Isomap的主要思想及算法步骤 

Tenenbaum等人提出的 Isomap算法[3]的主要思想就是首先计算流形上的测地线距离,然后应用MDS算法,
发现嵌入在高维空间的低维坐标,这样 Isomap 就通过数据间的测地线距离,保留了数据固有的几何分布结构.
下面给出标准 Isomap算法,共 3步: 

Step 1. 构建输入空间 X中流形 M上所有数据点 xi,i=1,2,…,N,Xi∈RD的邻接图,距离定义为 Euclidean距离
,邻接关系定义为),( jid x ε 球或 K 最近邻. 

Step 2. 通过计算图 G 上两点间的最短路径 估计流形),( jidG M 上测地线距离 ,得到的矩阵
为图 G上任意两点间的最短路径距离. 

),( jidM

)},({ jidD GG =

Step 3. 应用 MDS算法,构建 维 Euclidean空间 上的嵌入.详见文献[3]. d Y
Isomap的有效性在人工合成数据和自然图像的实验中已经得到验证. 

1.2   使用Isomap降维实验 

在文献[3]中,使用 Swiss roll数据集说明 Isomap近似计算测地线距离以及降维的过程,并得到较好的结果.
这里使用 Cylinder数据集进行实验,如图 1所示,随机选择 1000个数据点,使用 Isomap算法降维,其中每一数据
点的最近邻连接数 ,投影到二维空间.图 2 为得到的维数和剩余方差的关系,可以看出,在维数大于 2 时,随
着维数的增加,剩余方差并没有减少. 

7=k

 
 
 
 
 
 
 
 
 Fig.1  The Cylinder manifolds         Fig.2  The relationship between dimensionality and 
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 图 1  Cylinder流形        图 2  对 Cylinder 数据集应用 Isomap得到维数和剩余方差的关系 
图 3给出 Isomap对二维投影结果,可以看出 Cylinder的投影图上只保留了圆面上的距离,高度上的距离丢

失,而不同于 Swiss roll的投影图很好地保留了邻接图中的最短路径距离,这表明 Isomap很难对 Cylinder进行降
维.这就产生一个问题:是 Isomap降维不适用于所有的光滑流形,如像 Cylinder之类的流形,还是另有其他原因? 
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Fig.3  Two-Dimensional projections from the cylinder by Isomap 
图 3  应用 Isomap得到 Cylinder数据集的二维映射图 
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2   光滑流形与低维参数空间等距映射存在性 

Isomap 算法基础就是假设光滑流形 M 和参数空间(Rd 的子集)之间存在等距映射,使我们能够找到内在的
映射参数.如果有满足一定条件的等距映射存在,Isomap 就适用.文献[4]给出了存在等距映射的条件(定理 1),并
证明了一些特定条件下等距映射存在,但是对于一般光滑流形与低维参数空间之间等距映射的存在性没有给
予证明. 
定理 1. 假设参数图像族 f(θ):R2→R,f(θ)属于 L2,且在 L2 上可微,其中θ∈Θ,Θ为参数空间.如果总存在一个
,使得0>c )( 0θf 和 )( 1θf 间的测地线距离可以由下式表示: 

20110 ),(
L

cG θθθθ −= , 

则(Θ,G)和(Θ,||⋅||)之间存在等距映射,且 Isomap成立,并能发现潜在的参数空间. 
这里, )(θf 可以看作是光滑流形 M 上的点,所以此定理对于一般光滑流形情况同样适用.这样,只要能够证

明一般光滑流形与其低维参数空间存在等距映射,就可以得到 Isomap对一般光滑流形适用的结论. 
光滑流形M 上两点 , 之间的测地线距离为连接两点最短的曲线长度,表示为 0y 1y

 })1(,)0(:)(inf{);,( 1010 yylMyyd === γγγ  (1) 

命题. 对于任意光滑流形 M⊆Rd,Θ⊆Rm为其低维参数空间,则(Θ,G)和(Θ,||⋅||)之间存在等距映射. 
在证明之前,我们首先给出共形映射以及等距映射的定义. 
定义 1. M→Θϕ : 称为共形映射,如果ϕ是双可微映射,如果对于任意的 Θθ ∈ ,具有保角性和伸缩不变性,

即对于Θ上任意的切向量 和 ,都有 v w

wvwdvd TT )()()( θϕϕϕ θθ ′= , 

其中, 0))( >′ θϕ 称为伸缩率.如果对所有的θ∈Θ,都有 1)( =′ θϕ ,则ϕ称为等距映射. 

证明:对高维流形M ,令Θ⊆RdR⊆ m为其参数空间,则存在映射 M→Θϕ : ,即 )(Θϕ=M . 
流形 M上测地线距离可以表示为 

ttl
L

d)()(
1 

0 2∫ ′= γγ , 

其中, M→]1,0[:γ .令 ΘΓ →]1,0[: 是 mR 上光滑曲线,则任意光滑曲线 M→]1,0[:γ 能够表示为 ))(()( tt Γϕγ = ,那
么,曲线的长度 

 ∫∫ ′=′=
1 

0 

1 

0 
d)())((d))(()( tttJttl ΓΓΓϕγ ϕ  (2) 

考虑非线性共形映射ϕ,由共形映射的定义可知,在曲面上的切线向量之间的夹角和参数空间中相应的向
量之间的夹角相等,所以无论空间Θ经映射ϕ在M上如何变形,M上的测地线距离和Θ上的 Euclidean距离都保持
一定的关系. 
又因为 M→Θϕ : 为两个流形上的共形映射,Γ为Θ上的曲线,则对任意的点 Θ∈x ,切向量为 ,切映射为v

xdϕ ,那么在 M 上点 )(xϕ 的切向量为 vd xϕ .如果 v 是Θ上Γ的方向 , vd xϕ 就是 M 上曲线 )(xϕ 的方向 .因为
M→Θϕ : 为共形映射,所以有 

m
T IJJ )()()( θϕθθ ϕϕ ′= , 

这里, 是一个 m阶单位矩阵.代入式(2),曲线长度可以表示为 mI

 ∫ ′′=
1 

0 
d)())(()( tttl ΓΓϕγ  (3) 

因为在 mR 中任意两点之间的最短路径等于连接它们的直线长度 ,若Θ为开的凸集 ,则在光滑曲线上有
))( 00 ( 1 θθθΓ += tt − ,其中 0θ 为起点, 1θ 为终点, ]1,0[∈t .代入式(3)有 

1 
 01

1 

0 0 01 d ))((d))(()( θθΓϕθθΓϕγ −′=−′= ∫∫ ttttl  (4) 

′如果对于任意的 Θθ ∈ ,都有 ct =))((Γϕ 为常数,那么点 ,0y My ∈1 之间的测地线距离为 

0110 );,( θθ −= cMyyd . 

由定理 1可知, ),( GΘ 和(Θ,||⋅||)之间存在等距映射.所以对于任意光滑流形 M 可以通过计算 M 上点之间的
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测地线距离,计算Θ上点之间的 Euclidean距离. □ 
从上面的讨论可以看出,测地线距离对于研究高维空间中的流形是非常重要的.(Θ,G)和(Θ,||⋅||)之间如果存

在一个等距映射,那么就可以从 M 中获得其潜在的参数空间Θ和参数值 θ ,并重新描述参数空间.然而,计算测
地线要经由ϕ及其 Jacobian矩阵,但一般情况下ϕ很难求出,这里我们只是证明了其存在性. 

在证明中,需要假设Θ是一个开的凸集,原因在于,如果流形上有一个洞,测地线曲线需要绕这个洞,即使有 
Jϕ(θ)TJϕ(θ)=c(θ)Im, 

0110 );,( θθ −= cMyyd  

也不一定成立.虽然在非凸的情况下,等距依然成立,但是成比例的性质不再成立.当 为任意函数时,就可以进
行任意的拓扑映射.只是恒等于 1时,

c
ϕ为等距映射,要求更为严格.这也说明了为什么虽然 Cylinder数据集在拓

扑上和二维是同胚的,但二者不存在等距映射,所以不能利用等距映射投影到二维空间. 
测地线距离是流形的全局性质 ,而等距映射则是每个点附近的局部性质 .测地线距离和参数空间中的

Euclidean 距离成比例是等距的结果,所以 Isomap 使用等距映射,得到高维流形的低维嵌入空间,一个前提条件
就是要能够覆盖其全局性质,即要知道低维嵌入空间的维数. 
在很多算法中都要求预设低维嵌入空间维数作为参数,对其参数分析和估计却很少涉及.能够决定嵌入空

间维数的一个基本概念是高维数据集的固有维数,反映的是流形的固有性质,对固有维数的研究也有很多算法
[8−11].如果一个数据集能够完全嵌入在一个 维子空间中,而不损失信息,则认为其嵌入维数等于 d .流形维数大
多是指在损失较少信息的情况下其子流形的维数.准确地讲,固有维数是流形维数的上界,是嵌入空间维数的下
界. 

d

由此可见,Isomap能够发现光滑流形上的潜在参数空间,但在 Cylinder数据集的实验中,失败的原因在于混
淆了流形维数和嵌入空间维数,使用了未能覆盖其全局性质的流形维数.如何利用拓扑方法研究固有维数,然后
确定嵌入空间维数呢? 

3   一种环状流形发现算法 

拓扑方法是估计数据流形维数的常用的重要方法之一.一般情况下, mR 中的正则曲线γ:(a,b)→Rm是一维嵌

入子流形,同样, mR 中的正则曲面是 mR 的二维嵌入子流形.而 Whitney 定理同时表明,任意高维 Euclidean 空间
的嵌入子流形囊括了所有可能的 维光滑流形,所以嵌入子流形的状态是十分复杂的. m

定义 2. 维球面 Sn n={x:x∈Rn+1,|x|=1}为 维光滑流形,一维单位球面 就称为一维光滑流形,n 1S r维环面 rT
定义为 r个 的积流形 T . 1S 11 ... SSr ××=

拓扑学已经证明了 不可能与mS mR 同胚,比如圆不可能与直线同胚,球面也不可能与平面区域同胚,存在环
面的低维流形其固有维数大于拓扑流形维数的.Robert Pless 和 Ian Simon[12]对环状流形进行了研究,并针对球
形、柱形、环形等流形,利用测地线距离,分别给出了拓展的 MDS 算法,嵌入到低维空间中,但其要求首先要知
道流形的形状,但是否存在环状流形以及如何判断流形形状却没有提及.本节在流形定向理论的基础上提出一
种环状流形发现算法,根据此算法能够判断高维数据空间中是否存在潜在的环状流形,并且可以根据流形上存
在的环状,通过拓扑维数进一步估计其固有维数. 
定义 3. 设 M 是 维的光滑流形,如果存在m M 的一个允许的坐标卡集 )},{(0 αα ϕUA = ,使得 { 构成}αU M

的开覆盖,并且当 Uα∩Uβ≠∅(不为空)时,坐标变换 的 Jacobi行列式 )βα UU I()(:1
ββαα ϕϕϕ UU I →−

βϕ o

 0
)(

det
1

>










∂

∂ −

j

i

xα
αβ ϕϕ o

 (2) 

则称 M是可定向的 m维光滑流形. 
若 M 是一个可定向的连通光滑流形,在任意一点 Mp∈ 的切空间 TpM上指定一个定向,则通过该定向沿着

从点 出发的任意一条路径的传播在每一点 的切空间 Tp Mq∈ qM 上唯一地确定了一个定向.对于 M 中任意一
条闭路径 M→]1,0[:γ ,即 )1()0( γγ = ,使得在 Tγ(0)M 中的一个定向 λ沿着 γ 的传播在 Tγ(1)M=Tγ(0)M 上都能够获
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得相同的方向,这样就能够发现流形上的环状.对于空间曲线(面),取得标架场 { ,使得 为曲线(面)的切向
量.很明显,这个标架场给出了切空间的定向沿着曲线 EF 的连续延拓.如果点 沿着该曲线从 E 到 F,再回到 E
时, 和原来的方向是一致的,则存在环状流形. 

};ep
p

e

e
下面给出一种环状流形发现算法的步骤: 

设输入空间 中流形X M 上所有数据点为  D
ii RXNix ∈= ,,...,2,1, ,

Step 1. 构建邻接图.方法同 Isomap算法 Step 1.对于所有数据点构成的图 G,找到每个点的邻接点. 
Step 2. 选择 为起始点. iXp =

Step 3. 选取 Xik个近邻中的一个 Xj,计算空间标架场{ ,计算为流形方向 e=X};ep j−Xi,并令 q=Xj. 
Step 4. 发现 Xj的 个近邻中与切空间方向相同的方向 ,并令k kX kXq = ;如果不存在,则执行 Step 3,选择下

一个近邻. 
Step 5. 如果 能够沿着一定的路径回到起始的样本点 ,则存在从 开始的环状流形. q iX iX
Step 6. 选择下一个 lXp = 为起始点,重复 Step 2~Step 5,直到选遍所有 n个数据点为止. 

用 表示样本点的个数, 表示每个节点的近邻数.以其中一点为起始点进行一趟循环在最坏情况下的
O(kn)时间来完成,所以算法选遍 个样本点最坏情况下的时间复杂度为 O(kn

n k
n 2).另外,本文提出的环状流形发现

算法能够发现高维数据空间中的低维环状流形,其理论基础是取得定向流形上某处的标架场 { ,而标架场

的取得并不受维数的限制.但是对于高维流形上的复杂数据来说,无论是从数值算法还是从实际应用来讲都有
一定的困难,一是因为算法使用图的最短路径逼近测地线距离,需要大样本;二是因为随着维数的增加,对样本
量的需求也呈指数增加.本文提出的算法主要适用于高维观察数据嵌入的低维子流形情况. 

};ep

4   仿真实验 

我们进行对象实验的对象数据集为 COIL-20 (Columbia object image library)数据库.数据库中共有 20个对
象,对每一个对象从 0°~360°进行水平方向的旋转,每隔 5°采样一幅图像,这样每一对象共有 72幅图像.整个数据
库共有 1440幅图像,图像大小为 64×64,向量化图像以后,观察数据的维数 D=4096.在这样一个高维空间中,使用
稀疏样本很难描述数据分布.在对象识别过程中,这种多姿态的对象识别还是非常困难的,特别是姿态估计.对
象旋转时,图像的变化是光滑的,我们可以把它看作是连续的;又因为它是由一个自由度变化产生的,所以又是
一维的.所以说这个流形可以看作是嵌入在高维图像空间中的一维光滑流形.图 4 给出一个对象的图像部分样
本(每 30°取一个样本). 

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯  

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯  

Fig.4  Example of multi-pose object images 
图 4  多姿态对象图像示例 

实验 1. 选定一个对象从 0°~180°共 36幅图像样本,首先使用环状流形发现算法,结果没有能够发现环状流
形,这时映射维数等于拓扑维数,所以能够投影到一维空间.使用 Isomap在一维和二维空间的投影结果如图 5所
示.实验中我们发现,投影在一维空间和二维空间剩余方差的变化并不大,所以剩余方差和维数的关系不能作为
估计嵌入空间维数的标准.又因为可以投影在一维空间,所以可以认为图像流形的变化由一个参数引起——旋
转的角度,从图中也可以看出,从左到右,随着旋转角度的变大,在横轴的投影也越来越大. 
实验 2.选定一个对象从 0°~360°全部的 72 幅图像样本,首先使用环状流形发现算法,结果发现存在一条环

状路径,所以不能投影到一维空间.这时考虑投影到更高维的空间——二维.使用 Isomap 算法,投影结果如图 6
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所示.图中发现旋转一周的图像流形投影在二维空间形成一个近似于圆的流形. 
 

Two-Dimensional Isomap embedding  
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Fig.5  Output data points in one-dimensional (left) and two-dimensional (right) embedded space and 
the corresponding images respectively 

图 5  投影到一维(左)和二维(右)空间数据点和相应的对象图像 
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Fig.6  Output data points in two-dimensional embedded space and the corresponding images 
图 6  投影到二维空间数据点和相应的对象图像 

综合实验 1 的结果我们可以认为,图像流形变化是由一个参数变化引起的,而且完全可以通过流形学习的
方法发现潜在的参数空间.但是即使同样是一维流形,同样的一维参数空间,却不能同样地投影到一维空间. 

5   结  论 

流形方法现已成为研究人类感知的一种重要方法,发现高维观察数据中有意义的低维嵌入空间是研究高
维流形空间的有效途径.Isomap 是一种有效的非线性降维方法,在一些实验中也发现了潜在的低维参数空间.但

是,其算法的前提是假设光滑流形 M 及其参数空间 dR 的子集之间存在等距映射.本文从理论上对这种等距映
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射的存在性进行了探讨;然后区分了高维数据空间的固有维数和嵌入在其中的低维参数空间维数这一对容易
混淆的概念.三者在一些情况下是一致的;如果高维数据空间存在环状流形,流形维数则要小于嵌入空间维数.
本文提出一种环状流形发现算法,能够有效地判别高维数据空间是否存在环状流形.实验结果证明了算法的有
效性.尽管流形学习的算法和应用在过去的几年中已经取得了丰硕的成果,但是由于其数学理论基础较为复杂,
以及多个学科之间交叉、融合,所以对高维数据中有意义的低维结构的研究依然有很多值得进一步探讨的问
题,比如对于高维数据固有维数的估计虽然已经提出很多算法,但大都要求较大的样本集. 
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