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Abstract: The existing automatic mesh simplification algorithms at present always ignore some important shape 
features of the original model, such as the corners and high-curvature regions, in the low-level model, and this will 
lead to the degeneration in the sense of sight. On the base of Garland’s simplification algorithm, a method of 
changing the order of edge collapses in the simplification is presented by introducing the concept of sharp degree 
into the error metrics. The results can not only preserve the important features of the model but also distribute 
meshes reasonably. Finally a better simplified model is obtained which has dense meshes in the high-curvature 
regions and sparse meshes in the flat regions. 
Key words: surface simplification; sharp degree; edge collapse; quadric error metrics 

摘  要: 目前存在的自动曲面简化算法在低分辨率的状态下往往忽略模型的重要几何特征,如尖角或者曲率

大的区域,从而导致视觉上的退化.在 Garland 简化算法的基础上,引入尖特征度的概念,并将其加入到误差测度

中,从而改变了边折叠顺序.简化模型不仅保留了模型的重要几何特征,而且合理分配三角网格,在曲率大的区域

稠密,在平坦区域稀疏,简化效果更好. 
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在计算机图形学和几何造型中,物体表面常用多边形网格,尤其是三角网格模型来描述.但当描述复杂外形

的物体时,往往需要成千上万、乃至上百万的三角面才能刻画出物体的细节特征,从而导致庞大物体模型的出

现.这给计算机分析、显示与存储带来了很大的不便,因此有必要对此类模型进行简化. 
三角网格简化的实质是减少三角面及其顶点的数目,同时尽量保持原来模型的形状.迄今已经有很多网格

的简化算法.如:顶点删除的简化算法[1]、重新划分网格的简化算法[2,3]、区域合并的简化算法[4]、小波分解的简

化算法[5]、顶点聚类的简化算法[6]、包络网格的简化算法[7,8]、边折叠的简化算法[9−12]等等.其中,边折叠已经成

为非常重要的一类简化算法,并且,最近两年对网格简化算法的研究也多是基于边折叠展开的. 
边折叠算法是 Hoppe 在 1993 年[9]首先提出来的,它是一种适用于任意二维流形的三角网格模型的优化方

法.由于 Hoppe 是对一个全局能量函数进行优化,并且几何优化是非线性的,因此,计算量很大,运行速度很慢.为
此,Garland 在 1997 年[10]用局部二次误差测度来衡量边折叠的代价,以新顶点到被折叠边的两个顶点相关联平

面的距离平方和作为误差测度,计算简单并且运行速度快;李现民在 2002 年[11]基于 Garland 的算法,引进蝶形子

分模式来计算新顶点的位置,进一步减小了简化网格和原始模型之间的误差;但是这两种算法所产生的简化网

格都是均匀的,在低分辨率的状态下仍然不能有效地表示模型的一些重要几何特征,未能满足更广泛的应用需

求.为了解决此类问题,Youngihn Kho 在 2003 年[12]提出一种交互的简化算法,方便用户可以在最终的简化网格

中有选择地保留模型的重要几何特征;相比较于 Youngihn Kho 的交互设计,本文在 Garland 简化算法的基础上,
通过对曲率变化较大区域的点加上一个惩罚项,增大它的误差测度值,从而改变边折叠的次序,使得原始模型的

尖锐特征在最终简化结果中得以保留.实验结果亦表明,本文的算法作为一种自动的网格简化算法,不仅继承了

Garland 简化算法计算速度快、简化质量好的优点,而且克服了网格分布过于均匀、不能突出模型重要特征的

缺点. 

1   边折叠操作 

对边 进行折叠操作可简记为),( ji vv vvv ji →),( ,如图 1 所示.首先,将顶点 , 移到新位置iv jv v .然后,用 代

替所有与 v 相关的三角网格表示.最后,将 及其相关的退化三角面删除. 
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j jv

 

 

 

 

 

 

Fig.1  Edge collapse 

v

vi

vj

After Before 

Edge collapse 

图 1  边折叠操作 

2   误差测度的确定 

一条边能否被折叠是由其代价的大小来决定的 ,而代价值则是由边的周边信息通过误差测度得到

的,Garland[10]用二次误差测度(QEM)来衡量边折叠的代价,具体做法如下: 
对于顶点 与其相对应的三角形平面的集合 ,Garland 定义顶点 v 的二次误差测度为 v 到这些三

角面的距离平方和: 
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其中, ; 表示三维空间中的一个平面Τ
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令 为顶点 v 的二次误差测度矩阵,这是一个 4×4 的对称矩阵,用来衡量边折叠的代价.边

折叠到新点

∑
∈
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),( ji vv v 的代价为 vQQvv ji
Τ )()( ′+′=∆′ ,并用 ji QQ ′+′ 来表示新顶点 v 的二次误差测度矩阵.显然,点

v 越远离边 ( 所关联的三角面,其代价越大. ), ji vv

QEM 算法取得了很好的简化效果,但是为了能够在简化后的网格中依旧保持重要的细节特征,在此,我们

提出顶点的尖特征度(sharp degree)这一概念. 
尖特征边.给定阈值θ,对于某一边,如果与该边相连的两个面的二面角(定义二面角为两个面的外法线夹角)

大于θ,记该边为尖特征边.并规定在有边界的模型中,边界边为尖特征边. 
顶点的尖特征度.与顶点相邻的所有尖特征边的个数称为顶点的尖特征度.尖特征度是一个整数,最小值为

0,最大值为该顶点的度. 
因此网格中顶点的数据结构为: 
structure Vertex 
{  float pos[3]; 

int sharp;  }; 
其中,pos[3]表示顶点的位置坐标;sharp 表示顶点的尖特征度.在此,我们将尖特征度加入到二次误差测度内,在
式(1)的基础上加入一个惩罚项 sharpcsharp ⋅ : 
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其中, 为一个惩罚系数,它的值根据经验设定(大概取 Garland 误差均值的十分之一).这样,模型中尖特征度

不为 0 的顶点误差测度值变大,并且尖特征度越大,误差测度值变得也越大.由于边折叠是按误差测度值由小到

大的顺序来进行的,因此尖特征度大的点进行边折叠的次序就越靠后.此外,我们加入该惩罚项的另一个优点

是,保持计算新顶点依旧是一个线性问题,这样便可以将我们所作的改进和 QEM 算法统一起来. 

sharpc
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因此定义 sharp
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)( 为顶点 v 新的误差测度矩阵,它仍然是一个 4×4 的对称矩阵,作为衡量边折

叠代价的标准. 
随着网格简化的进行, )(v∆′ 也在不断地变大,因此,为了达到尖特征度惩罚的目的,也需要不断增大惩罚系

数 .但是,如果每次折叠后都改变 和 的值,不但计算过于繁琐,而且要求额外的存储空间.因

此,在实现时,将边折叠中两顶点的惩罚项(
sharpc sharpc

c

sharpcsharp ⋅

sharpsharp ⋅ )之和作为新顶点的惩罚项,达到了很好的实验效果,并且

与 Garland 的 计 算 新 顶 点 误 差 测 度 的 方 法 统 一 了 起 来 . 对 于 边 折 叠 到 新 点),( ji vv v 的 代 价 为

vQQ ji
Τ )( +∆ vv )( =′ ,依然用 jQiQ + 表示新顶点 v 的二次误差测度 ,这样不但省去了计算 v 的相关平面集

)(vplanes 和 的值,而且也节省了一定的存储开销. sharpcsharp ⋅
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3   新顶点的计算 

在边折叠 vvv ji →),( 中,要计算新顶点 v 的位置.这里,通过解决一个线性优化问题,即令 的偏导数为

0,

)(v∆

0/// =∂∆∂=∂∆∂=∂∆ zyx∂ ,找到最优的 v .由于上一节所加入的惩罚是一个常数项,故其偏导数为 0,因此, v

的确定可以统一于 Garland 的方法[10]:
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4   算法总结 

图 2 为算法流程示意图. 
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Fig.2  Flow chart of the algorithm 
图 2  算法的流程示意 

5   相关问题 

5.1   一致性检验 

在进行边折叠操作时,不可避免地会出现网格不一致的情况.比如在边折叠时,可能导致与该边相关联的三

角面相互重叠或者三角面方向翻转的现象.解决该问题仿照文献[13]中的方法:当考虑一个边折叠时,比较与此

边相关联三角面的法向在折叠前后的变化情况,如果变化过大,则不对该边进行折叠. 

5.2   边界的处理 

很多三维几何模型都具有边界,模型简化时应该保持它们的边界.对一个边界边,前面已经规定其为尖特征

边,从而使得其两端点的尖特征度增加 1,加大了惩罚.这里,再定义两个通过此边并相互垂直的平面,将这两个面

计入到两个端点的相关矩阵 中.由于计算结果与这两个垂直平面的选取无关,因此取边界边所在三角片的平Q
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面为第 1 个平面,过边界边垂直于第 1 个平面的平面为第 2 个平面.这样做就将点到边界边的距离加入到了误

差测度之中,从而,保证新顶点的位置不会偏离边界,保持了模型的边界. 

6   结果与讨论 

为了验证算法的效果,我们用 Visual C++6.0 实现了该算法,并将本文算法与 Garland 以及 Hoppe 的算法进

行了比较.如图 3 所示. 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) Original model (5804 faces) 
(a) 牛的初始模型(5804 个三角面)

(c) Our simplified model (1000 faces) 
(c) 本文算法得到的简化模型 (1000个三角面)

(b) Garland simplified model (1000 faces)
(b) Garland 算法简化模型(1000 个三角面)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(j) Our simplified model (10000 faces) 
 

(j) 本文算法得到的简化模型(10000 个三角面) 

(i) Garland simplified model  
(10000 faces) 

(i) 利用 Garland 算法得到的简化模型 
(10000 个三角面) 

(h)  Original model (69451 faces)
 

(h) 初始模型(69451 个三角面)

(d) Original model  
(11212 faces) 
(d) 初始模型 

(11212 个三角面) 

(e) Garland simplified model 
(2130 faces) 

(e) 利用 Garland 算法得到的

简化模型(2130 个三角面) 

(g) Our simplified model 
(2130 faces) 

(g) 本文算法得到的简化模型

(2130 个三角面) 

(f) Hoppe simplified model 
(2130 faces) 

(f) Hoppe 算法得到的简化模型

(2130 个三角面) 

 
 
 
 
 
 (k) Garland simplified model (2000 faces) 

(k) 利用 Garland 算法得到的简化模型(2000 个三角面)
(l) Our simplified model (2000 faces) 

(l) 本文算法得到的简化模型(2000 个三角面) 

Fig.3  Comparison of the simplified models 
图 3  简化的模型比较 
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很显然,应用 Garland 算法得到的简化模型网格十分均匀,这样往往使得较为平坦的区域占用过密的网格,
从而造成网格浪费.本文的方法在一定程度上能够恢复模型的尖锐特征,能够按模型表面的曲率变化合理地分

配网格,使得平坦区域网格稀疏,而曲率变化大的区域网格稠密,如图 3(c)中所展示的牛眼和牛角的部分.这样,
本文算法的应用保证了简化后的模型在较低分辨率的情况下依旧能够保持一些比较重要的几何特征,如图 4(c)
所示,比图 4(b)更加尖锐的牛角和炯炯有神的双眼,进一步减少了简化后的模型在视觉上的退化,也更加符合网

格简化的实质,即在减少顶点和三角面片的时候尽量保持原模型的特征. 

 

 

 

 (a) Original model 
(b) 初始模型 

(b) Garland simplified model 
(b) 利用 Garland 算法得到的简化模型

Fig.4  Comparison of the cow’s shading models 

(c) Our simplified model 
(c) 本文算法得到的简化模型 

图 4  牛模型的阴影图比较 

图 3(d)~图 3(g)分别是一个石膏头像的初始模型(11 212个三角面),利用Garland算法得到的简化模型(2 130
个三角面)、Hoppe 算法得到的简化模型(2 130 个三角面)和本文算法得到的简化模型(2 130 个三角面).从这 4
幅图的比较中可以清楚地看到,利用本文的算法得到的简化模型在人鼻、眼、嘴等表面梯度变化大的区域网格

较为稠密 ,能够更好地反映初始模型的大部分几何特征 ,这在图像的识别和电影动画行业将有广泛的应用 
前景. 

表 1 给出了实验中各个模型所用的阈值θ和惩罚参数 . sharpc

Table 1  The threshold θ and penalty coefficient  of the models sharpc

表 1  模型的阈值θ和惩罚参数  sharpc

Model θ (radian) sharpc  

Cow 0.5 2e-4 
Head statue 0.4 6e-4 

Bunny 0.4 1e-5 

Garland 算法得到的简化模型整体误差非常小,但是会导致模型一些重要几何特征的退化.而本文追求的

是合理分配网格,突出模型的重要几何特征,但对大部分模型来说,表面梯度变化大的区域往往只占整个模型的

很小一部分,模型的大部分区域都比较平坦,因此应用本文的算法,简化模型的整体误差会有所增大,但从视觉

效果上来看,这种增大的误差并不妨碍我们对物体的辨别,甚至还优于应用 Garland 算法得到的简化模型.如图

3(h)~图 3(l)所展示的兔子的简化模型,我们采用 Cignoni 在 1998 年提出的方法[14]对其进行误差估计,令两个模

型的最大误差(max error)为 ;平均误差(mean error)为),(max),( 221
1

SpeSSE
Sp∈

= =),( 21 SSEm ∫
1 2

1

d),(1
S

sSpe
S

.其中

为点 p 到网格模型 S 的距离, )),( Spe ,( ppmin),( dSpe
Sp

′=
∈′

, ),( ppd ′ 为空间两点的欧式距离.误差对比的结果见 

表 2. 
Table 2  Comparison of the error of the results 

表 2  模型的误差结果对照 
Bunny (10000 faces) Bunny (2000 faces) Head statue (2130 faces)       Models 

Algorithm Max error Mean error Max error Mean error Max error Mean error 
Garland 0.672e-3 0.55e-4 1.751e-3 0.28e-4 0.961e-2 0.70e-3 

This paper 0.942e-3 0.71e-4 2.172e-3 0.34e-4 1.10e-2 0.91e-3 
Garland的 QEM算法的初始化过程及其简化过程的时间复杂度均为 ,但通常呈现线性的时间复

杂度,即使在处理大型网格模型时,仍然表现为很好的线性时间复杂度特性.本文算法较 QEM 算法仅在初始化

)log( 2 nnO
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过程中加入了计算顶点的尖特征度的步骤,该步骤的时间复杂度是线性的,即 ;故对整体算法的时间复杂

度没有影响,仍为 O . 
)(nO

)log( 2 nn

sharpc

7   结  论 

本文基于 Garland 二次误差测度简化算法,在提出尖特征度概念的基础上,通过为顶点加入尖特征惩罚项

,改变边折叠顺序,克服了 Garland 算法简化模型中网格过于均匀的不足,并且保持了模型的尖锐特

征,使得最终的简化网格中三角面的分布随曲率的变化而不同,进一步减少了简化模型在视觉上的退化,同时实

验结果也验证了算法的有效性.但是,考虑到模型的多样性,算法仍需要进一步的改进和完善,如自适应地选取

阈值θ和惩罚系数 等. 

sharpcsharp ⋅
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