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Abstract: A homomorphism ϕ of CNF formulas from H to F is a function mapping the set of literals in H to the 
set of literals in F and it preserves complements and clauses. If the formula H is homomorphic to the formula F, 
then the unsatisfiability of H implies the unsatisfiability of F. A CNF formula F is minimally unsatisfiable if F is 
unsatisfiable and the resulting formula deleting any one clause from F is satisfiable. MU(1) is a class of minimally 
unsatisfiable formulas with the deficiency of the number of clauses and variables to be one. A triple (H,ϕ,F) is 
called a homomorphism proof from H of F if ϕ is a homomorphism from H to F. In this paper, a method from the 
basic matrix of MU(1) formula is used to prove that a tree resolution proof for an unsatisfiable formula F can be 
transformed into a homomorphism proof from a MU(1) formula for F. Whence, the homomorphism proof system 
from formulas in MU(1) is complete, and this proof system and the tree resolution proof system can be transformed 
mutually in polynomial time on the size of proof. 
Key words: unsatisfiable formulas; homomorphism; proof system; basic matrix; completeness 

摘  要: 合取范式(CNF)公式 H 到 F 的同态ϕ是一个从 H 的文字集合到 F 的文字集合的映射,并保持补运算和子

句映到子句.同态映射保持一个公式的不可满足性.一个公式是极小不可满足的是指该公式本身不可满足,而且从中

删去任意一个子句后得到的公式可满足.MU(1)是子句数与变元数的差等于 1 的极小不可满足公式类.一个三元组

(H,ϕ,F)称为 F 的一个来自H的同态证明,如果ϕ是一个从H到F的同态.利用基础矩阵的方法证明了:一个不可满足

公式 F 的树消解证明,可以在多项式时间内转换成一个来自 MU(1)中公式的同态证明.从而,由 MU(1)中的公式构成

的同态证明系统是完备的,并且由 MU(1)中的公式构成的同态证明系统与树消解证明系统之间是多项式等价的. 
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命题变元或其否定统称为文字 , 文字的析取称为子句 , 子句的合取称为合取范式 (CNF). 假定

)为一个合取范式,有时我们将 F 表为一个子句集合( nccF ∧∧= ...1 { }ncc ,...,1 或一个字句表 [ ,将一个子句

表示为一个文字集合.出现在 F 中的变元集合和文字集合分别记为 var(F),lit(F).#var(F)表示出现在 F 中变元的

个数.#cl(F)表示 F 所含的子句个数.#cl(F)−#var(F)称为公式 F 的差,记为 d(F).Szeider

]nc...c ,,1

[1]引入公式间的同态概念,
以研究公式的不可满足性.合取范式公式 H 到 F 的同态ϕ是一个从 H 的文字集合到 F 的文字集合的映射,并保

持补运算和子句映到子句.如果ϕ(H)=F,称 F 可以被 H 同态表示.同态保持一个公式的不可满足性,同时可以压

缩公式的变元个数.因此,在利用同态方法研究公式的不可满足性时,可以降低证明的计算复杂性.从而研究不

可满足公式间的同态关系具有一定的意义. 
一个从 H 到 F 的同态ϕ称为一个限制,如果存在一个从 F 到 H 的同态ψ使得 FId=ϕψ o ,其中 IdF 为恒等映

射.如果存在一个从 H 到 F 的限制,我们称 F 是 H 的一个限制.公式 F 称为公式 H 的核,如果 H 的每个限制都同

构于 F.Szeider[1]证明了:(1) 一个公式的核是相互同构的;(2) 识别一个公式的核的判定问题是 co-NP-完全的. 
一个公式 F 称为极小不可满足,如果 F 本身不可满足,而且从中删去任意一个子句后所得到的公式是可满

足的.Papadimitriou 和 Wolfe[2]证明了:对每一个公式 F,都可以在多项式时间内转换为一个公式 f(F),使得 
• F 可满足当且仅当 f(F)可满足; 
• F 不可满足当且仅当 f(F)极小不可满足. 
可见,一个不可满足公式可以在多项式时间内转换为一个极小不可满足公式.因此,借助于极小不可满足公

式研究不可满足公式具有十分重要的意义. 
所有极小可满足公式类记为 MU(minimal unsatisfiable formulas).我们可以用公式的差 d(.)对 MU 进行分类.

在文献[3,4]中,已经证明了一个结果:如果 ( ) 0≤Fd ,则F不可能是极小不可满足公式.于是,我们只对 进行

分类.对于 k>0,定义 MU(k)={F∈MU|d(F)=k}.MU(k)中公式的成员判定问题是多项式时间内可解的

( ) 1. ≥d
[5],而 MU 中

公式的成员判定问题却是 DP-完全的[2]. 
对于 MU(1)中的公式,Kleine Büning 在文献[4]中给出了一个很精致的完备构造方法:基础矩阵方法.MU(1)

中的公式可以用矩阵形式表示,这样的表示矩阵通过适当调整行(列)顺序后是一个基础矩阵,而基础矩阵可以

递归构造.这表明:MU(1)中的公式具有良好的递归特征,这给研究 MU(1)中公式的结构和构造 MU(1)中的公式

带来了方便.同时,也为利用 MU(1)中的公式去研究其他公式类的一些性质提供了帮助.Kleine Büning 和赵希顺

在文献[6]中证明:对于给定的 k,t≥1 和任意公式 F∈MU(t),存在一个公式 H∈MU(k)和一个从 H 到 F 的同态φ使得

φ(H)=F.有关公式间是否存在同态的判定问题,在文献[7]中,Kleine Büning 和许道云证明:判定问题“固定 k,t≥1,
对于给定的公式 F∈MU(t)和 H∈MU(k),是否存在一个从 H 到 F 的同态φ使得φ(H)=F?”是 NP-完全的,即使这两

个公式都是 Horn 公式. 
对于一个不可满足公式 F,一个三元组(H,ϕ,F)称为 F 的一个来自 H 的同态证明,如果ϕ是一个从 H 到 F 的

同态.我们知道:每一个不可满足公式 F,都可以通过树消解验证其不可满足性.形式上给出了一个树消解证明.
我们记 表示树消解证明系统,tree∏ ( )1MU∏ 表示来自 MU(1)中公式的同态证明系统.给定一个不可满足 F,总有一

个 F 的树消解证明.换言之,树消解证明系统是完备的. 
假定 P 是 F 的一个树消解证明,文献[8]中,Szeider 给出了不可满足公式的一种同态证明系统,将 P 转换为 F

的一个同态证明.本文利用基础矩阵的方法,在多项式时间内,从 P 构造了一个 MU(1)中的公式 H 和一个同态ϕ,
使得(H,ϕ,F)是 F 的一个来自于 H 的同态证明.结论表明:同态证明系统 是完备的. ( )1MU∏

给定两个证明系统 1∏ , 2∏ 以及一个不可满足公式 F.如果 11 ∏∈P

1

是 F 的一个证明,而且在多项式时间内可

以将 转换为 ,使 是 F 的一个证明,我们称系统1P 22 ∏∈P 2P ∏ 可以被 2∏ 多项式模拟 ,记为 .如果

而且

21 ∏≤∏ sim

21 ∏≤∏ sim 12 ∏≤∏ sim ,则称系统 和 多项式等价 ,记为1∏ 2∏ 21 ∏≡∏ sim .本文的一个自然结论是 : 
.即,树消解证明系统与来自 MU(1)中的公式所构成的同态证明系统之间是可以在多项式时间

内相互模拟的. 
( ) ≡1 treesimMU∏ ∏

1   基本知识 

本节介绍一些必要的基本定义、记号和结果. 
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一个子句 C 可以视为一个文字的集合,一个合取范式公式 F 视为一个子句的集合或一个子句表.本文中提

及的公式均指合取范式公式 .变元 x 在公式 F 中正、负出现的次数分别记为 pox(x,F),neg(x,F),并记

occ(x,F)=( pox(x,F),neg(x,F)). 
定义 1. 设 是带有 n 个变元 ,m 个子句的公式.如下定义的 n×m 矩阵[ mCCF ,...,1= ] nxx ,...,1 ( )jiF aM ,= 称为 F

的表示矩阵,其中 

jii
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ji

ji

Cxx
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Cx
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∉¬
∈¬

∈






−
+
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,,0
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,

, (有时用空白表示 ). 0

定义 2. 设 H和 F是公式,映射 ( ) (FlitHlit →: )ϕ 称为从 H到 F的一个同态,若对每个变元 x, ( ) ( )xx ϕϕ ¬=¬ ,
而且对每个子句 ,Hh∈ ( )hϕ 是 F 中的一个子句. 

一个公式 H 同态于另一个公式 F,如果存在一个从 H 到 F 同态.一个序对(H,ϕ)称为 F 的一个同态表示,如
果ϕ是一个从 H 到 F 的同态,而且ϕ(H)=F. 

我们注意到: 
(1) 如果公式 H 不可满足,而且ϕ是一个从 H 到 F 的同态,则ϕ(H)不可满足,从而 F 不可满足. 
(2) 如果公式 H 可满足,而且ϕ是一个从 H 到 F 的同态,此时ϕ(H)可能不可满足.例如:取 和

,考虑映射

( )[ ]xyxH ¬∨= ,
[ xxF ¬= , ] ( ) ( ) xyx == ϕϕ . 

定义 3. 一个公式 F 称为极小不可满足,如果 F 不可满足,而且对于 F 中任一个子句 f,F\{f}可满足. 
用 CNF 公式的子句数与变元数的差或比对 CNF 公式进行分类,是对 CNF 公式进行分类的两种重要手段.

这两个重要参数对于某些判定问题的复杂性有着本质的影响.对于极小不可满足公式类(MU),通常采用子句数

与变元数的差(即公式差)对 MU 进行分类,记 })(|{)( kFdMUFkMU =∈= ,其中 .k 是极小不可满足公式类

的一个重要参数.对于 MU 的成员判定问题是 D

1≥k
P-完全的[2].然而,对于固定的 k,MU(k)的成员判定问题却是多项

式时间内可判定的. 
MU(1)是一类基本而且重要的极小不可满足公式类.我们将会看到,MU(1)中的公式具有良好的递归结构.

极小不可满足的 Horn 公式必为 MU(1)中公式[4].如下的分裂定理可以将 MU(k)(k>1)中任意一个公式化归到一

个 MU(1)中的公式集. 
定理 1(分裂定理)[9]. 假定 ( )( )1>∈ kkMUF

) ( )xx gxBC ∨

,而且对每个变元 x,满足条件 pox(x,F)≥2 且 neg(x,F)≥2,则 F 可以

表示为 ( ) ( ([ ]ts gxBfxfxF ∨¬ )¬∨∨= ,...,,,...,1 ¬ ,,, 1 ,其中, ,C, 不含 x 和xB xB¬ x¬ ,并且使得  
,

,...,[ 1fFx =

]C ( )xkMU∈,, Bf xs [ ] ( )xx kgF ¬¬ xt MUCBg ¬ ∈= ,,,...,1 ≤,其中1 . kkk x , x <¬

在分裂定理中,公式对 ( )xx FF ¬, 称为 F 关于变元 x 的分裂对.分裂定理表明:MU(k)中的公式可以进行适当的

分裂,降至 MU(1)中的公式.这对于利用 MU(1)中公式的一些良好性质去研究 MU(k)中的公式提供了帮助. 
在文献[4]中,Davydov 和 Kleine Büning 引入了 MU(1)公式的一种完备化表示方法:基础矩阵.下面有关基础

矩阵的定义表明,基础矩阵可以递归构造. 
定义 4. 如下归纳定义的具有 n 行、(n+1)列的矩阵称为基础矩阵: 
(1)  (+−)是基础矩阵(对应最简单的极小不可满足公式 [ ], xx ¬ ); 
(2) 如果 是基础矩阵,则如下定义的矩阵是基础矩阵: 1B









−1

1 0
b
B

, 

其中,向量 中的分量1b ( ) { }+∈ ,01 jb ,而且至少有一个正号出现; 

(3) 如果 是基础矩阵,则如下定义的矩阵是基础矩阵: 2B








+

2

2

0 B
b

, 

其中,向量 中的分量2b ( ) { }−∈ ,02 jb ,而且至少有一个负号出现; 

(4) 如果 和 是基础矩阵,则如下定义的矩阵是基础矩阵: 1B 2B
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其中,向量 中的分量1b ( ) { }+∈ ,01 jb ,而且至少有一个正号出现;向量 中的分量2b ( ) { }−∈ ,02 jb ,而且至少有一个负

号出现. 
我们知道:调整一个公式的表示矩阵的行(列)顺序,相当于调整公式中的变元(子句)顺序,本质上并不改变

公式的可满足性. 
如下定理表明:MU(1)中任意一个公式均可用基础矩阵的方法递归构造出来. 
定理 2[4].公式 F∈MU(1)当且仅当忽略矩阵的行(列)顺序的情况下,其表示矩阵是一个基础矩阵. 
关于极小不可满足公式类之间的相互同态表示,在文献[6]中,Kleine Büning 和赵希顺利用分裂定理证明了

如下结论: 
定理 3[6]. 对于任意固定的 ,给定MU(t)中的任意一个公式F,可以在多项式时间内构造一个MU(k)中的

公式 H 和一个同态ϕ,使得(H,ϕ)是 F 的一个同态表示. 
1≥k

特别地,对于任意固定的 k ,给定 MU(1)中的任意一个公式 F,可以在多项式时间内构造一个 MU(k)中的

公式 H 和一个同态ϕ,使得(H,ϕ)是 F 的一个同态表示.反之,给定 MU(k)中的任意一个公式 F,可以在多项式时间

内构造一个 MU(1)中的公式 H 和一个同态ϕ,使得(H,ϕ)是 F 的一个同态表示. 

1≥

定义 5. 假定 ( )11 CxC ′∨= , C ( 22 Cx )′∨¬= 为两个子句,子句 21 CC ′∨′ 称为 和 关于变元 x 的消解子句. 1C 2C

我们知道:每个不可满足公式 F,均可以通过有限次消解产生一个空子句.请注意:消解产生空子句的过程

中,可能只用到 F 中的部分子句. 
有关图论的术语和记号请参见文献[10].一棵规则二叉树 ( )EV ,=T 是指树中每个枝结点恰好有两个孩子

结点.由于每次消解只取两个子句,所以消解产生空子句的过程可以联系到一棵规则二叉树.在此二叉树上,叶
结点用 F 中的子句标记,每个枝结点用其两个孩子结点所标记的子句的消解子句进行标记.对应的两条边上用

相应的消解变元所对应的一对互补文字分别标记.最后,根结点用空子句标记.由此产生的标记树称为公式 F 的

一棵消解树.请注意:一个不可满足公式的消解树不一定唯一.由消解树形成公式的一个形式化证明称为树消解

证明. 
设 ,其中(F 的其余部分) 中不含变元 x 的出现,称公式 ]),(),...,(),[( 1 restm FgxgxfxF ∨¬∨¬∨= restF

]),(),...,[( 1 restm FgfgfF ∨∨=′  
为 F 关于 x 的(1,*)-消解.特别地,当 m=1 时,称公式 ]),[( 1 restFgfF ∨=′ 为 F 关于 x 的(1,1)-消解. 

容易证明:MU(k)关于(1,*)-消解是封闭的.在文献[4]中,已经证明:如果 F 是 MU(1)中的一个公式,则存在一

个变元 x 使得 occ(x,F)=(1,1).即,至少有一个变元恰好一正一负地出现在公式的两个子句中.由(1,1)-消解的封闭

性,MU(1)中的公式可以用(1,1)-消解得到空子句.这表明:对于 MU(1)中的公式 F,如果将每次(1,1)消解的所用到

的变元对应到消解树 T 上相应的枝结点,则 T 上的不同枝结点对应于不同的变元. 
定义 6. 假定 F 是一个不可满足公式,T 是一棵规则二叉树,结点标记函数 将每个结点 v 映射到一

个子句,边标记函数 将每条边 e
clλ ( )TV∈

litλ ( )TE∈ 映射到一个文字.我们称四元组 ( )Flit ,,T cl, λλ=Γ 为公式 F 的树消解证

明,其中: 
(1) ( ) =0vclλ □(空子句)( 是 T 的根结点); 0v
(2) ( ) Fvcl ∈λ (v 是 T 的叶结点); 
(3) 对于 T 的枝结点 v 及其左孩子 和右孩子 ,lv rv ( )vclλ 是 ( )lcl vλ 和 ( )rcl vλ 关于某个变元 x 的消解子句.而

且,如果 ( )lcl vx λ∈ ,则 ( ) xvv llit =,λ 且 ( ) xrlit ¬=λ vv, ;如果 ( )lcl vx∈¬ λ ,则 ( ) x¬λ vv llit =, 且 . ( ) xvv rlit =,λ
对于一个不可满足公式 F 的树消解证明 ( ,我们可以进一步要求:在消解树的从根结点到每个

叶结点的路径上,消解所用到的变元互不相同

)FT litcl ,,, λλ
[11].因此,在以下的讨论中,我们总是假设:在消解树的从根结点到

每个叶结点的路径上,消解所用到的变元互不相同.引用此假定的目的是后面叙述方便. 
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2   MU(1)公式的树表示 

为了研究 MU(1)中公式的结构与树消解证明之间的关系,本节给出 MU(1)中公式的一种树型结构表示. 
由基础矩阵的定义可知:我们可以将一个基础矩阵与一棵带有标记函数的规则二叉树相关联.为此,对应于

定义 4 中的 3 种归纳情形,我们用如下方法构造一棵带标记函数的规则二叉树,使之与一个基础矩阵相对应.我
们需要如下成分: 

(1) 一棵规则二叉树: ( )EV ,T = ; 
(2) 结点标记函数 clψ :将 T 上的一个结点映射到一个子句; 
(3) 边标记函数 litψ :将 T 上的一条边映射到一个文字. 
定义 4′. 如下归纳定义的具有 n 枝结点、(n+1)叶结点的标记二叉树 ( )litclT ψψ ,, 称为基础标记二叉树: 
(1) ( litclT )ψψ ,, 是基础标记二叉树,其中, 
(1.1) ,( )EVT ,= { }21,, uuv=V , ( ) ( ){ 21 ,,, uvuvE = } ,v 是 T 的根结点; 
(1.2) 引入一个新变元 x 标记结点 v,定义 ( ) { }xucl =1ψ , ( ) }{2 xucl ¬=ψ , ( ) =vclψ □(空子句); 
(1.3) 定义 ( ) xuvlit =1,ψ , ( ) xuvlit ¬=2,ψ . 

如图 1 所示. 
  v □

{ }x

u2u1 

{ }x¬

x¬x

 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1 
图 1 

(2) 如果 是基础标记二叉树,则如下定义的标记二叉树( litclT ψψ ′′ ,,1 ) ( )litclT ψψ ,, 是基础标记二叉树. 
(2.1) ,( )EVT ,= ( ) { }001 ,uvTVV U= , ( ) ( ) ( ){ }0001 ,,, uvvvTEE U= ,v 是 的根结点, , 为新结点,并且

是 T 的根结点; 
1T 0v 0u 0v

(2.2) 引入一个新变元 x 标记结点 ,定义0v ( ) xvvlit =,0ψ , ( ) xuvlit ¬=00 ,ψ ; 
(2.3) 定义 ( ) { }xvcl =ψ , ( ) { }xucl ¬=0ψ , ( ) =0vclψ □; 
(2.4) 在 T 中至少取一个叶结点 u:定义1 ( ) ( ) { }xuu clcl Uψψ ′= ,而且对于从 v 到 u 的路径上每一个枝结点 w,

定义 }{)()( xwwcl Uclψψ ′= ; 
(2.5) 上述定义之外的每个结点 w:定义 )()( ww clcl ψψ ′= . 
(3) 如果 ( litclT )ψψ ′′ ,,2 是基础标记二叉树,则如下定义的标记二叉树 ( )litclT ψψ ,, 是基础标记二叉树. 
(3.1) ,( )EVT ,= ( ) { }002 ,uvTV U=V , ( ) ( ) ( ){ }0002 ,,, uvvvTEE U= ,v 是 T 的根结点, , u 为新结点,并且 是

T 的根结点; 
2 0v 0 0v

(3.2) 引入一个新变元 x 标记结点 ,定义0v ( ) xuvlit =00 ,ψ , ( ) xvvlit ¬=,0ψ ; 
(3.3) 定义 ( ) { }xucl =0ψ , ( ) { }xvcl ¬=ψ , ( ) =0vclψ □; 
(3.4) 在 中至少取一个叶结点 u:定义2T ( ) ( ) { }xuu clcl ¬′= Uψψ ,而且对于从 v 到 u 的路径上每一个枝结点 w, 

定义 ( ) ( ) { }xwwcl ¬= Ucl′ψψ ; 
(3.5) 上述定义之外的每个结点 w:定义 ( ) ( )ww clcl ψψ ′= . 
(4) 如果 ,( )litclT ψψ ′′ ,,1 ( )litclT ψψ ′′ ,,2 是基础标记二叉树,而且 ( ) ( ) ∅=21 TVT IV .即,两棵标记树上引入的变元

集合不相交,则如下定义的标记二叉树 ( )litclT ψψ ,, 是基础标记二叉树. 
(4.1) ,( )EVT ,= ( ) ( ) { }021 vTVTVV UU= , ( ) ( ) ( ) ( ){ }vvvvTETEE ′′′= ,,, 0021 UU ,v′是 T 的根结点,v″是 的根结

点, 为新结点,并且 是 T 的根结点; 
1 2T

0v 0v
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(4.2) 引入一个新变元 x 标记结点 ,定义0v ( ) xvvlit =′,0ψ , ( ) xvvlit ¬=′′,0ψ ; 
} ( )(4.3) 定义 ( ) { }xvcl =′ψ , ( ) { xvcl ¬=′′ψ , □; =0vclψ

(4.4) 在 T 中至少取一个叶结点 u′:定义1 ( ) ( ) { }xuu clcl U′′=′ ψψ ,而且对于从 v′到 u′的路径上每一个枝结点 w′, 
定义 ( ) ( ) { }xww clcl U′′′ =ψψ ; 

(4.5) 在 T 中至少取一个叶结点 u″:定义2 ( ) ( ) { }xuu clcl ¬′′′=′′ Uψψ ,而且对于从 v″到 u″的路径上每一个枝结点

w″,定义 ( ) ( ) { }xwclcl ¬′′′ Uψψ w =′′ ; 
(4.6) 上述定义之外的每个结点 w:如果 w 是 T1 中的结点,定义 ( ) ( )ww clcl ψψ ′= ;如果 w 是 T2 中的结点,定义

)()( ww clcl ψψ ′′= . 
比较定义 4 和定义 4′,可以看出:基础标记二叉树是基础矩阵的一个树型版本.由定义 4′可知,在基础标记二

叉树上 ,每一个枝结点对应不同的变元 .我们可以通过标记函数 记录下相应的变元 .由定理 2,给定一个

MU(1)中的公式 ,对应有一棵带有 n 个枝结点、n+1 个叶结点的基础标记二叉树 .
通过标记函数 在叶结点集合上的限制,叶结点集合与子句集合

litψ
[ 121 ,...,, += nCCCH

clψ
] ( )litclT ψψ ,,

{ }12 ,..., +nCC1,C 一一对应.定义 4′中标记函数

在枝结点集合上的限制,刻画了枝结点的两个孩子结点上所标记的子句的消解子句,并通过标记函数 记

录了相应的消解变元. 
clψ litψ

我们可以通过如下例子观察公式、基础矩阵、基础标记二叉树之间的关系. 
例 1:考虑 MU(1)中的公式 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]55435432121 ,,,,, xxxxxxxxxxxH ¬∨¬∨¬∨∨¬¬∨= . 

(1) H 的基础矩阵为 

5

4

3

2

1

0000
0

x
x
x
x
x

M























−++
−+
−+

−+
−+

= . 

(2) H 的基础标记二叉树如图 2 所示(图中数字 i 代表变元 ,ix i− 代表文字 ix¬ ). 

 

−5

□

①

+1 

+5

⑤

{ }5−

{+2} {−3,+5}

{−2,+3}

{−3}{+3}

−3 

−1 
+4 −4

−2+2

+3

③

② 

④

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

{ }5,4 ++{ }1−{+1,+2} { }54,3 +−− 

Fig.2 
图 2 

为方便阅读,图 2 中枝结点标号用每次引入的新变元的下标数字进行标识,它恰好对应于对子句进行消解

时的消解变元.一个 MU(1)中的公式 H 对应的基础标记二叉树具有如下重要特征: 
(1) 枝结点上所标识的变元互不相同. 
(2) 基础标记二叉树就是公式 H 的一棵消解树,并且消解变元互不相同. 

 
反之,由于基础标记二叉树与基础矩阵相对应,由定理 2,一棵基础标记二叉树对应 MU(1)中的一个公式.对

于一个不可满足公式 { }mCCCF ,...,, 21= ,我们总可以用树消解证明方法得到一个空子句.即,从 F 的一个子句子

集可以消解出空子句.不妨设该子句子集为 ,并且可以保证其消解树中从根结点到每一个叶{ 121 ,...,, +=′ nCCCF }
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结点的路径上消解变元互不相同.但是,不同子树上可能出现相同的消解变元. 
我们的想法是:在 { }121 ,...,, +=′ nCCCF

121 ,...,, +nCCC
的消解树上,恰好有 n 个枝结点(分别用消解变元(可能相同)标识),有

n+1 个叶结点(分别用 标记).我们重新引入 n 个新变元,分别替代 n 个枝结点上的消解变元,目的是

使不同枝结点对应不同消解变元.替代后,消解树变成一棵基础标记二叉树,自然产生一个 MU(1)中的公式 H,由
变元的替代关系自然生成一个从 H 到 F′的同态映射ϕ.显然,ϕ是一个从 H 到 F 的同态映射. 

我们用如下例子来理解上述思想. 
例 2:考虑公式 )](),(),(),[( yxyxyxyxF ¬∨¬¬∨∨¬∨= . 

(1) F 的表示矩阵为 

M= 







 −−++
−+−+

y
x

. 

(2) F 的消解树如图 3 所示. 
 

 
¬y

① 

② ③ {¬y}{y} 

¬x ¬x xx

y  
 
 
 
 
 
 

{¬x,y} {x,y} {¬x,¬y}{x,¬y} 
 

Fig.3 
图 3 

请注意:枝结点 2 和枝结点 3 对应的消解变元都是 x. 
(3) 为了使不同枝结点对应的消解变元不相同,我们引入一个新变元 z 取代枝结点 3 对应的消解变元 x.得

到如图 4 所示的基础标记二叉树. 
 

z 

③{¬y}{y} 

¬zx 

¬yy 

②

① 

¬x 

 
 

  
 
 
 
 

{¬x,y} {x,y} {z,¬y} {¬z,¬y} 
 

Fig.4 
图 4 

(4) 该基础标记二叉树对应的基础矩阵为 

M′= . 
















−+
−−++

−+

z
y
x

对应 MU(1)中的公式 )](),(),(),[( zyzyyxyxH ¬∨¬∨¬∨¬∨= . 

(5) 我们定义从 H 到 F 的同态ϕ如下: 
yyxzxyyxzx ¬=¬¬=¬=¬=== )(,)()(,)(,)()( ϕϕϕϕϕϕ . 

3   同态证明系统 

对于 F 的一个树消解证明 ),,,( FT litcl λλ=Γ ,我们定义该证明的大小为 )(|)(|)( TETVsize +=Γ .由前一节中
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对 MU(1)中公式的基础标记二叉树的表示方法,我们有: 
定理 4. 对于给定的不可满足公式 F 和 F 的一个树消解证明 ),,,( FT litcl λλ=Γ ,在多项式时间内可以将

),,,( FT litcl λλ=Γ 转换成 F 的一个同态证明(H,ϕ,F),其中,H 是 MU(1)中的公式. 
证明:假定 是一个不可满足公式,],...,[ 1 mCCF = ),,,( FT litcl λλ=Γ 是 F 的一个树消解证明,对应的消解树为

),,( litclT λλ ,则 T=(V,E)是一棵规则二叉树.不妨设 T 有 n 个枝结点,从而 T 有 n+1 个叶结点,2n 条边.可以进一步

假定:消解树的从根结点到每一个叶结点的路径上所标记的文字对应的变元互不相同. 
由树消解证明的结构,存在 F 中的 n+1 子句(不妨设为 ],...,[ 11 +=′ nCCF

l

, )作为 中的叶结

点标记子句.对于 T=(V,E)中每一个枝结点 v,恰好有两个孩子结点 v (左孩子)和 (右孩子),并且对应有一个变

元 (消解变元),使得如下关系成立: 

mn ≤+1

rv
),,( litclT λλ

vx
(1) )()(),()(),()( 2121 ccvcxvcxv clvrclvlcl ∨=∨¬=∨= λλλ ; 
(2) vrlitvllit xvvxvv ¬== ),(,),( λλ . 

或 
(1′) )()(),()(),()( 2121 ccvcxvcxv clvrclvlcl ∨=∨=∨¬= λλλ ; 
(2′) vrlitvllit xvvxvv =¬= ),(,),( λλ . 
我们现在引进一个识别函数 f: 将 T=(V,E)中的枝结点映射到一个消解变元 .即 , .请注意 :在vxvf =)(

),,( litclT λλ 中,一个叶结点 u、从根结点 到 u 的路径 以及0v uP ],...,[ 11 +=′ nCCF 中的一个子句 )(uclλ ,这三者之间

是一一对应的 .设 ,uvvvvP pu ...210= },...,{ 1 qLL)(cl u =λ ,则 ){ 1vL ,({},..., 01 vL litq λ⊆ , )2v,( 1vlitλ ,…, ),( 1 pplit vv −λ , 

)},( uv plitλ ,而且 }lit ,...,{),( 1 qp LLuv ∈λ . 

相应地,我们得到一个变元序列: ) ,并且对于任意的()...()( 10 pvfvfvf pji ≤≠≤0 , )()( ji vfvf ≠ . 

我们现在引入 n 个新变元 ,构造一个 MU(1)中的公式 和一个从 H 到 T 的 F′同态如下: nyy ,...,1 ]...[ *
1

*
1 += nCCH

(1) 定义子句 C . )11(* +≤≤ nii

对 中的每一个子句 ,设 C 对应 T 中一个叶结点 u,u 对应于 T 中一条根结点

到 u 的路径 ,以及一个变元序列 . 

],...,[ 11 +=′ nCCF

vvvPu 10=
jC },...,{ 1 qj LL=

)...()( 10 vfvf0v uvp...2 )( pvf

让引入的 n 个新变元 与 T 中的 n 个枝结点nyy ,...,1 nvv ′′,...,1 相对应 .即 ,定义一个一对一函数 g,使
. ),...,2,1()( niyvg ii ==′

不妨假设:文字序列 ),( 10 vvlitλ , ),( 11 vvlitλ ,…, ),( 1 pplit vv −λ , ),( uv plitλ 与文字序列 的顺序相一致,则存

在一个子序列:
qLL ,...,1

)1+,(
11 ttlit vvλ , )12+tv,(

2tlit vλ ,…, ), 111 +−− qq tt vv(litλ , ),( uv plitλ 与 相同. 均为枝结点,

我们记

qLL ,...,1 pt vv
q

,
1−tv ,...,

1

qq sps vvv
qt

vst vv ′=′=
−

,...,
1

′=
11 −

,
1

,则有 ,
1sy=

2
)( tvg

1
)t(vg

2sy= ,…,
11

)(
− −

=
qsqt

yvg , .对于 1 , 

如果 是正文字,则定义文字 ,否则定义 . 
qsypvg =)( qj ≤≤

jL
jsyjL =*

jsj yL ¬=*

最后,定义子句 . },...,{ 1
* ∗∗= qi LLC

(2) 用上面(1)中的方法,逐一定义每一个子句,最终构成公式 .由于消解树上每一个枝点对应

不同的变元,由基础标记二叉树的定义,H 是 MU(1)中的公式. 
]...[ *

1
*
1 += nCCH

(3) 由函数 f 和 g,我们可以定义一个从 H 到 F′的同态映射ϕ : ) ,其中 为 g 的逆函数. ) 1−g(()( 1
ii ygfy −=ϕ

扩充ϕ到负文字的定义: )1)(()( njyy jj ≤≤¬=¬ ϕϕ .我们有:ϕ是从 H 到 F′的一个同态.显然,ϕ是一个从 H 到

F 的同态映射(因为 F′是由 F 的部分子句构成的). 
由于树 T 只有 n 个枝结点、n+1 个叶结点、2n 条边,从而 F′中每个子句的长度(所含文字的个数)至多为 n

个.因此,上述 H 和ϕ可以在 O(n2)时间内构造出来. □ 
推论 1. 由MU(1)中的公式构成的同态证明系统是完备的.即,对于任意一个不可满足公式,均存在一个来自

MU(1)中公式的同态证明. 
推论 2. 由 MU(1)中的公式构成的同态证明系统与树消解证明系统之间是多项式等价的.即,对于给定的不

可满足公式,两种不同的形式化证明均可以在多项式时间内相互转换. 
为了将定理 4 中的证明方法加以应用,我们给出如下例子: 
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例 3:考虑不可满足公式 },,,,,{ 324231433221 xxxxxxxxxxxxF ¬∨¬¬∨¬¬∨¬∨∨∨= .F 的一个树消解证明 

如图 5 所示(为方便阅读,消解树中枝结点用消解变元直接标记): 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

□

32 xx ¬∨¬

32 xx ¬∨¬

2x¬

32 xx ∨¬

43 xx ¬∨42 xx ∨¬

32 xx ∨

2x

21 xx ∨ 31 xx ¬∨¬

32 xx ¬∨ 4x

3x

3x3x

2x

2x

1x

43 xx ∨

Fig.5 
图 5 

图 5 中,由枝结点到左、右孩子结点的边分别用消解变元的正

故在图中未标出).可见,消解树 T 中有 7 个枝结点(每一次消解对

应),T 中有 8 个叶结点(分别用原始子句标记叶结点,有子句被重复

点). 
定理 4 中的证明方法是:不同的枝结点必须对应不同的消解变

变元以示区别.为方便起见,重新引入一组新变元,新变元个数与消

新变元替换该消解变元及其与之关联的标记子句中的出现.由此形

消解变元之间的关系构造同态映射. 
为了观察变元替换过程,我们引入 7个新变元 ,分别替换

关联的子句,替换后的结果如图 6 所示. 
71,..., yy

                         

2y

6y

5y21 yy ¬∨

1y

1y

4y 31 yy ∨

51 yy ∨¬

24 yy ¬∨¬14 yy ∨

21 yy ∨

  

56 yy ∨  
61 yy ¬∨¬ 7y

 ¬

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.6 
图 6 

由图 6,我们可以得到一个 MU(1)公式: 
,,,,,{ 13165734121 yyyyyyyyyyyH ∨¬¬∨¬∨∨∨∨=

 

32 xx ∨ 42 xx ¬∨¬

、负文字标记(由于具有左正右负的规律性,
应 的一个枝结点,枝结点与消解变元相对

使用,用每次消解得到的中间子句标记枝结

T

元.为此,重复出现的消解变元需要引入新的

解树的枝结点个数相等,在消解树上依次用

成一个 MU(1)公式,并由新变元与所替换的

上述消解树中的枝结点中的消解变元和相

7y

1y¬3y

31 yy ¬∨¬

53 yy ¬∨

3y∨ 57 yy ¬∨¬

},, 75426 yyyyy ¬∨¬¬∨¬¬ . 
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比较图 5 和图 6 中相同位置上消解变元的对应关系,我们可以得到从 H 到 F 的同态映射ϕ: 
,,,},,{,},{ 45143632271 xyxyxyyyxyy aaaa 45143632271 ,,},,{,},{ xyxyxyyyxyy ¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬ aaaa . 

4   结论与进一步工作 

本文将基础矩阵转换为基础标记二叉树,将 MU(1)中的公式及其消解证明与基础标记二叉树相联系.利用

基础标记二叉树的方法,证明了:一个不可满足公式 的树消解证明,可以在平方次时间内转换成一个来自

MU(1)中公式的同态证明.从而,由 MU(1)中的公式构成的同态证明系统是完备的,并且由 MU(1)中的公式构成

的同态证明系统与树消解证明系统之间是多项式等价的.进一步的工作是:对于给定的不可满足公式,如何利用

MU(1)中公式的特殊结构以及同态转换,寻找较优的树消解证明.其主要思想是:限制每个变元出现的次数研究

树消解证明.对于给定的一个 CNF 公式,我们总可以在多项式时间内将其转换为一个 3-CNF 公式.进一步地,对
于一个 3-CNF 公式,通过适当引进新变元,可以将其转换为另一个 3-CNF 公式,使其每个变元出现的次数不超过

4 次.因此,我们可以在变元次数受限的情况下使用本文中的方法研究树消解证明的优化问题. 

F
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