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Abstract: Schedulability test is an essential issue in real-time scheduling theory. Rate monotonic(RM) algorithm 
is one of the scheduling algorithms in real-time systems However, a general review on this field can hardly be seen. 
This paper presents a review of the various schedulability tests under RM algorithm, starting from the simplest ideal 
RM scheduling model and then going into the more complicated ones. Three subjects are covered: (1) schedulable 
tasks’ CPU utilization least bound and the sufficient and necessary conditions; (2) condition of schedulable tasks 
taking the scheduling time cost into account; (3) condition of schedulable tasks taking priority inversion into 
account. Some appropriate examples are provided to illustrate and compare the relative merits among the discussed 
algorithms. 
Key words: real-time system; real-time operating system; real-time scheduling; RM algorithm; schedulability test 

摘  要: 任务可调度性判定是实时系统调度理论研究的核心问题.单调速率(RM)算法是实时调度的重要算法,
自其提出以来已被广泛研究.然而到目前为止,尚缺乏专题性的文章来系统而深入地探讨 RM 及其扩展算法的

可调度性判定,以及各种现实条件和实现方式(包括任务调度的时间开销和任务同步问题等)对可调度性的影响.
围绕 RM 算法下的可调度性判定问题,由浅入深,系统性地讨论各种不同假设和实现方式对可调度性的影响,具
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体分为下述 3 大类问题:(1) 理想的 RM 算法下的可调度性判定的 CPU 利用率最小上界及可调度的充分必要条

件;(2) 考虑调度时间开销情况下的可调度性判定条件;(3) 优先级反转协议及其对可调度性的影响.给出了具体

实例来阐述上述问题,并从算法复杂度和可检测率两方面来比较各种算法的优劣. 
关键词: 实时系统;实时操作系统;实时调度;RM 算法;可调度性判定 
中图法分类号: TP316   文献标识码: A 

与非实时系统相比,实时系统的一个显著特点是,它们试图同时实现计算在逻辑和时间上的正确性.在实时

系统中,计算的正确性不仅取决于计算的逻辑结果,也取决于结果产生的时间[1].实时调度算法是保障实时系统

两个必备特性——时限性和高可靠性的重要手段之一.实时调度是指在有限的系统资源(如 CPU 等)下,为一系

列任务决定何时以及在哪个处理器上运行,并分配任务运行所需要的资源,以保证其时间约束(即截止期限)、时

序约束和资源约束得到满足. 
实时调度一直都是实时系统研究中的热点问题,在国内外学术界倍受关注[2~8].在实时系统调度理论研究

中,可调度性判定是核心问题[1,2,9~15].这是因为,实时任务具有时限要求,在一个或多个处理器之间调度实时任

务,需要判断是否每个任务的执行都能够在其截止期限内完成.如果每个任务的执行都能够在其截止期限内完

成,则称该调度是可行的.可调度性判定(或称调度可行性判定)就是判定给定的 n个实时任务在应用某种调度算

法的前提下能否产生一个可行的调度.调度算法的设计要尽可能满足任务可调度性的要求. 
由于实时系统的侧重点不同,实时调度亦有多种分类方式.常见的分类有,根据任务实时性要求的重要程

度,分为硬实时调度和软实时调度——在硬实时调度中任务必须在其截止期限(deadline)内执行完毕,否则将产

生严重后果.而对于软实时任务,当系统负载过重的时候,允许发生错过截止期限的情况;根据任务是在一个或

多个处理器上运行,分为单处理器实时调度和多处理器实时调度,多处理器实时调度又可分为集中式调度和分

布式调度;根据调度算法和可调度性判定是在任务运行之前还是运行期间进行的,分为静态调度、动态调度和

混合调度;根据被调度的任务是否可以互相抢占,分为抢占式调度和非抢占式调度;根据任务请求到达的情况不

同,分为周期性任务调度和非周期性任务调度.不同调度方式具有各自的优缺点,适用于不同类型的实时系统. 
1973 年,Liu 和 Layland 提出了一种适用于可抢占的硬实时周期性任务调度的静态优先级调度算法——速

率单调(rate monotonic,简称 RM)调度算法,并对其可调度性判定问题进行了研究[2].RM 算法自从提出以来得到

了广泛的研究和应用,目前已有大量关于 RM 算法及其各种扩展情况下的调度算法以及实时任务在这些算法

下的可调度性判定研究的文献[9,11,12,14,16~21].理论研究的问题集中在如何找到更快、更好的可调度性判定方法,
以及如何扩展 RM 算法,使之更好地满足现实实现的需求.尽管已有少量关于实时系统方面的专著[22~24],但是至

今尚缺乏这方面的专题性文章来系统而深入地探讨 RM 及其扩展算法的可调度性判定,研究各种现实条件和

实现方式对可调度性的影响.这不利于实时操作系统的开发,因为引入时间开销及死锁防止机制下的可调度性

判定是实时操作系统实现的重要理论基础. 
本文围绕 RM 算法下的可调度性判定问题,由浅入深,系统性地讨论各种不同假设及实现方式对可调度性

的影响,具体分为下述 3 大类问题:(1) RM 算法在理想情况下的可调度性判定;(2) 引入时间开销情况下的可调

度性判定条件;(3) 优先级反转问题及其对可调度性的影响.本文给出具体实例来说明上述问题,同时从算法复

杂度和可检测率两方面来比较各种算法的优劣.文章最后给出了结论及未来的工作. 

1   RM 算法及其可调度性判定 

1.1   理想的RM调度模型 

定义 S={t1,t2,…,tn}为一个含有 n 个周期性任务的集合,集合中的任务用 ti=(Ti,Ci,Di,Pi,Ui)(i=1,…,n)来表示,
其中,Ti 表示 ti 的周期,Ci 表示 ti 的最坏执行时间,Di 表示 ti 的截止期限,即 ti 的运行必须在时间 Di 内完成,Pi 表示

ti 在该任务集中的优先级(优先级值越小优先级越高),Ui 表示 ti 的 CPU 利用率,即 Ui=Ci/Ti.整个任务集的 CPU
利用率定义为 
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所谓的 RM 调度[2],就是为每一个周期任务指定一个固定的优先级,该优先级按照任务周期的长短顺序排

列,任务周期越短,其优先级越高,调度总是试图最先运行周期最短的任务.也就是说,若 Ti<Tj,1≤i≤n,1≤j≤n,则
Pi≤Pj.为方便计,我们假定:若 i<j,1≤i≤n,1≤j≤n,则 ti 的优先级高于 tj,也就是说,t1,t2,…,tn 按照优先级由高到低的顺

序排列. 
Liu 和 Layland 在文献[2]中证明了 RM 算法是最优的,即对于在任何其他静态优先级算法下可调度的任务

集合,在 RM 算法下也是可调度的*,证明思想如下.假设一个任务集 S 采用其他静态优先级算法可以调度,设 ti

和 tj 是其中两个优先级相邻的任务,Ti>Tj,而 Pi≤Pj.将 ti 和 tj 的优先级互换,可以证明这时 S 仍然可以调度.按照这

样的方法,其他任何静态优先级调度最终都可以转换成 RM 调度.这样便证明了 RM 算法在所有静态优先级算

法中是最优的.RM算法的最优性保证了其能够广泛地应用于各种静态优先级调度的情况,这是RM算法受到重

视的重要原因. 
需要特别指出的是,理想的 RM 调度模型是基于一系列假设的基础上的,这些假设在理想的 RM 模型中缺

一不可.所谓的 RM 扩展模型则意味着对这些基本假设进行修改.RM 模型的基本假设如下[2]: 
(A1) 所有的任务请求都是周期性的,具有硬时限要求,即必须在限定的时限内完成; 
(A2) 任务的时限要求仅限于任务必须在该任务的下一个请求发生之前完成,即 Di=Ti,i=1,…,n; 
(A3) 任务之间都是独立的,每个任务的请求不依赖于其他任务请求的开始或完成; 
(A4) 每个任务的运行时间是不变的,这里任务的运行时间是指处理器在无中断情况下用于处理该任务的

时间; 
(A5) 调度和任务切换的时间忽略不计;  
(A6) 任务之间是可抢占的; 
(A7) 所有任务的分配都在单处理器上进行. 
Liu 和 Layland 在以上基本假设的基础上对 RM 算法的可调度性判定进行了研究,提出了一个 RM 算法下

的可调度性判定条件.在后人对 RM 算法的研究中,既有保持以上假设提出的更为精确的判定条件,又有放松上

述的某些基本假设,在 RM 模型中引入新的影响因素,在扩展了的 RM 模型的基础上研究任务可调度性判定条

件.在本节中我们主要讨论理想的 RM 调度模型及其可调度性判定的研究,RM 扩展模型将在下一节中讨论. 

1.2   Liu和Layland的RM算法可调度性判定条件 

首先解释一下任务的临界时刻(critical instant)这一重要概念,它是Liu和Layland提出来的[2].一个任务的临

界时刻是指这个任务在这一时刻提出请求将会有最长的响应时间.如果一个任务在其临界时刻能够被调度,那
么它在任何时刻都能够被调度.本文所讨论的 RM 算法可调度性判定条件都是在任务的临界时刻进行考察的. 

直观地看,当一个任务被触发时,如果有比其优先级更高的任务同时被触发,则该任务将会因被抢占而延长

其响应时间,因而一个任务的临界状态应该出现在所有比其优先级高的任务被同时触发的时候.Liu 和 Layland
证明了这一点,即定理 1[2]. 

定理 1. 任何任务在与比其优先级高的所有任务同时被触发时达到其临界时刻. 
根据定理 1,对于 n 个固定优先级的任务,对这些任务进行调度的最坏情况是这 n 个任务同时就绪.此时,所

有的任务都在其临界时刻,亦即所有的任务响应时间均为最长,如果在这种情况下这 n 个任务能够被调度,则在

任何时刻这些任务都能被调度.在定理 1 的基础上,Liu 和 Layland 给出了一个 RM 算法的可调度性判定条件,
该条件是通过 CPU 的利用率给出的.见定理 2[2]. 

定理 2. 给定任务集 S={t1,t2,…,tn},如果这 n 个任务的 CPU 利用率满足下面的条件: 
 U<n(21/n−1)=L(n) (2) 
则该任务集 S 用 RM 算法是可调度的.这里,L(n)表示 n 个任务的 CPU 利用率的最小上界.由式(2)可知,L(n)与

                                                             

* 文献[4]中最优化证明的结论是正确的,但用其中公式(1)的证明是不对的,正确的应该是用文献[9]中的充分必要条件. 
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Ci,Ti 无关,它随 n 的变化关系如图 1 所示. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Fig.1  Relation of L(n) and n 

图 1  L(n)随 n 单调变化关系趋势 
由图 1 可见,L(n)随 n 单调递减.当 n=1 时,L(1)=1.当 n→∞时,L(n)=ln2≈0.693. 
下面我们举 3 个例子来说明定理 2 的应用及其优缺点,并在后面用来与其他判定条件进行比较. 
例 1:假设一个周期性任务集 S1={t1,t2,t3},其中 t1:C1=20,T1=100,U1=0.200;t2:C2=40,T2=150,U2=0.267; 

t3:C3=100,T3=350,U3=0.286. 
根 据 式 (1) 计 算 得 到 该 任 务 集 的 CPU 利 用 率

U=0.753<L(3)≈0.780,根据定理 2 可以判定该任务集是可调

度的.S1 的调度如图 2 所示. 

t3 

t2 

t1 

Fig.2  Scheduling of S1 
图 2  S1 的调度示意图 

0     50    100   150   200   250   300   350

例 2:假设一个周期性任务集 S2={t1,t2 ,t3},其中 t1:C1=8, 
T1=32,U1=0.250;t2:C2=15,T2=40,U2=0.375;t3:C3=20,T3=80, 
U3=0.200. 

计算得到该任务集的 CPU 利用率 U=0.825>L(3).对该

任务集,用定理 2 无法判定其可调度性. 
例 3: 假设一个周期性任务集 S3={t1,t2,t3}, 其中 t1:C1=40,T1=100,U1=0.400;t2:C2=50,T2=250,U2=0.200; 

t3:C3=100,T3=400,U3=0.250. 
计算得到该任务集的 CPU 利用率 U=0.825>L(3).对该任务集,定理 2 无法判定其可调度性. 
从上面的例子我们可以看出,对于一些任务集,用定理 2 可以很容易地判定其可调度性,简便、快速是定理

2 的优点.而对于另一些任务集,用定理 2 则无法判定其是否可调度(在后面的章节中,我们将用其他方法判定例

2 和例 3 都是可调度的).对于一个含有 n 个任务的任务集来说,如果 CPU 利用率大于 L(n),则用定理 2 无法判断

该任务集合是否可调度.这是因为定理 2 给出的判定条件是在最坏情况下考察其可调度性而得出的,它只是一

个充分但不必要的条件.定理 2 因此被称为“悲观的”,这是其不足之处. 

1.3   更高的CPU利用率最小上界 

正如我们在第 1.2 节中所看到的,定理 2 并不能适用于所有的 RM 可调度性判定.后来,Burchard 等人给出

了另一个可调度性判定的 CPU 利用率最小上界[1].这个最小上界比定理 2 中的最小上界要高,从而扩大了 RM
可调度性判定的范围. 

定理 3. 给定任务集 S={t1,t2,…,tn},定义 Hi,β如下: 
 Hi=log2Ti−log2Ti,1≤i≤n (3) 
注:x表示不大于实数 x 的整数,下文中x表示不小于实数 x 的整数. 
 β=max1≤i≤nHi−min1≤i≤nHi (4) 

(1) 若β<1−1/n,且 CPU 利用率满足: 
 U≤(n−1)(2β/(n−1)−1)+21−β−1=B(n) (5) 
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(2) 若β≥1−1/n,且 CPU 利用率满足: 
 U≤n(21/n−1)=L(n) (6) 
则该任务集 S 在 RM 算法下是可调度的. 

定理 3中的条件(2)与文献[2]中的结果相同,Burchard等人的改进在于式(5),提出了一个更高的 CPU利用率

的最小上界 B(n).下面我们证明:当β<1−1/n 且 n≥2 时,总有 B(n)>L(n). 
证明:设函数 f(x)=x(21/x−1),当 x>0 时,有 f ′(x)=21/xln22/x3>0,可知函数 f(x)是一个凸函数.根据凸函数性质,对

∀x>0,∀y>0,∀λ∈(0,1),如下不等式总成立: 
f(λx+(1−λ)y)≤λf(x)+(1−λ)f(y). 

现假设λ=β,x=(n−1)/β,y=1/(1−β)代入上式,则有, 
左式 f(λx+(1−λ)y)=f(n)=n(21/n−1), 
右式 βf((n−1)/β)+(1−β)f(1/(1−β))=(n−1)(2β/(n−1)−1)+21−β−1. 
可见,当β∈(0,1)时,总有 

(n−1)(2β/(n−1)−1)+21−β−1≥n(21−n−1); 
当β=0,1,上述结论亦成立.又根据已知条件有β∈[0,1],综上得证. □ 

下面我们仍用前面所举的例子来说明定理 3的应用

及其优缺点.首先以例 2 为例,根据式(3)和式(4)计算得

到 :H1=0,H2=0.322,H3=0.322,β=0.322−0<1−1/3≈0.667.对
该任务集 S2 应依据定理 3 中的条件 (1)来判断 .因为

U=0.825≤(3−1)(2β/(3−1)−1)+21−β−1=0.836=B(3), 即在这种

情况下不等式(5)成立,由此可以断定,该任务集 S2 是可调

度的.S2 的调度如图 3 所示. 
0     10    20    30    40   50    60   70    80 

t3

t2

t1

Fig.3  Scheduling of S2 
图 3  S2 的调度示意图 下面我们再来看例 3 .根据式 (3 )和式 ( 4 )计算得

到:H1=0.644,H2=0.966,H3=0.644,β=0.966−0.644=0.322< 
1−1/3≈0.667.对该任务集 S3 应依据定理 3 中的条件(1)来判断,因为 U=0.850>(3−1)(2β/(3−1)−1)+21−β−1=0.836= 
B(3),即在这种情况下不等式(5)不成立.因此,用定理 3 无法判定该任务集 S3 是否可调度. 

从上面的例子我们可以看出,尽管定理 3 比定理 2 的判定范围要广,但定理 3 仍不能从根本上解决所有的

RM 可调度性判定问题,它存在着与定理 2 相同的问题.定理 3 中的判定条件也是一个充分但不必要条件,对某

些任务集仍然无法判定其可调度性.对于一个给定的任务集 S={t1,t2,…,tn},如果β≥1−1/n 而 U>B(n),或者β<1−1/n
而 U>L(n),在这两种情况下用定理 3 无法判定该任务集 S 的可调度性.从这个角度来看,定理 3 也是“悲观的”. 

1.4   RM算法可调度性的充要条件 

正如我们在第 1.3 节中所看到的,定理 3 并不能适用于所有的 RM 可调度性判定.即使后来提出的更高的

CPU 利用率最小上界,例如 Bini 的双曲线的 CPU 利用率最小上界[16,17],也存在同样的问题.大量的事实证明,应
用 RM 算法时,CPU 的利用率在 0.90 左右的可调度任务集并非少见.这说明 RM 算法的平均情况比最坏情况要

好得多.一个任务集合的可调度性完全取决于该集合中任务的周期和运行时间. 
在 Liu 和 Layland 的研究基础上,Lehoczky 等人对固定优先级算法的特征进行了更为精确的研究,并提出了

RM 算法可调度性判定的充要条件[9]. 
对于任务集 S={t1,t2,…,tn},用 

 Wi(t)=  (7)  i
i
j j TtC /

1∑ = 
表示在时间段[0,t]之间该任务的前 i 个任务对 CPU 的累计需求量,其中时刻 0 是临界时刻(假定在时刻前 i 个任

务同时就绪).接下来定义: 
 Li(t)=Wi(t)/t (8) 
 Li= L}0{min

iTt≤< i(t) (9) 
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 L=max{1≤i≤n}Li (10) 
由上面的定义,Lehoczky 等人给出了 RM 算法可调度性的充要条件: 
定理 4. 给定任务集 S={t1,t2,…,tn}, 
(1) 第 i(1≤i≤n)个任务 ti 在 RM 算法下能够被调度,当且仅当 Li≤1; 
(2) 该任务集 S 在 RM 算法下是可调度的,当且仅当 L≤1. 
从表面上看,用定理 4 进行可调度性判定的时候,要对每一个任务 ti 求 Li,需要在[0,Ti]这一连续区间内的无

穷多个点上求 Li(t)的最小值.而实际上,只需要在有限的一些点上对 Li(t)进行求值,然后比较这些值,其中的最小

值就是 Li.由式(7)和式(8)可以看出,在[0,Ti]的任一子区间[a,b]中(a,b是{kTj|j=1,…,i;k=1,…,Ti/Tj}中两个值相邻

的数),Wi(t)首先是不变的,然后在该区间的右端点跳跃到一个更高的值,而 t 在整个区间中单调递增,因此,Li(t)在
该区间首先是单调递减的,最后在该区间的右端点跳跃到一个更高的值.也就是说,当 t是Tj(1≤j≤i)的倍数时,Li(t)
具有局部最小值.因此,要求 Li(t)的最小值 Li 只需比较这些离散点上对应的局部最小值. 

令 
 Ei={kTj|j=1,…,i;k=1,…,Ti/Tj} (11) 
则 
 { }min ( )

ii t E iL L t∈=  (12) 

定理 4 等价于定理 5. 
定理 5. 给定任务集 S={t1,t2,…,tn}, 
(1) 第 i(1≤i≤n)个任务 ti 在 RM 算法下能够被调度,当且仅当 

 { }min ( ) 1
ii t E iL L∈= t ≤  (13) 

(2) 该任务集在 RM 算法下是可调度的,当且仅当 
 L=max{1≤i≤n}Li≤1 (14) 

由以上的分析 ,我们得到 RM 算法可调度性判定的充要条件的直观意义 :对于每一个任务 ti,1≤i≤n,在
(0,Ti)(时刻 0 是临界时刻)中,存在至少一个这样的时刻,使得优先级不低于 ti 的所有任务请求都能够完成. 

下面,我们仍用前面给出的例 3 来说明定理 5 的应用及其优缺点.根据定理 2 可以判定 t1 和 t2 是能够被调

度的 ,因此只需判断 t3 能否被调度 .根据定义(11)计算出 E3={T1,2T1,T2,3T1,T3}={100,200,250,300,400}.如果

L3= L}{min
iEt∈ i(t)≤1成立,即只要下面 5个不等式之一成

立,就可以判定该任务集 S3 可调度,否则 S3 不可调度: 

0         100         200         300         400 

t3 

t2 

t1 
(a) C1+C2+C3≤T1; 
(b) 2C1+C2+C3≤2T1; 
(c) 2C1+2C2+C3≤T2; 

Fig.4  Scheduling of S3 
图 4  S3 的调度示意图 

(d) 3C1+2C2+C3≤3T1; 
(e) 4C1+2C2+C3≤T3. 

计算得出,不等式(a),(b),(c),(d)皆不成立,但不等式(e)成立:4C1+2C2+C3=160+100+100=360<T3=400.因此,该
任务集 S3 是可调度的.S3 的调度如图 4 所示. 

1.5   多项式时间的判定算法 

RM 算法的可调度性判定充要条件的提出是一个重大的突破,它提供了适用于任何情况的 RM 算法可调度

性判定.但是,定理 5 是一个伪多项式时间的算法,复杂度较高.后来,Han 和 Tyan 提出了一种比较简单的多项式

时间判定算法[11,14]. 
1.5.1   Han 和 Tyan 的构造性判定方法 

依据第 1.4 节的充分必要条件,Han 和 Tyan 证明了如下定理[14]: 
定理 6.对于给定的任务集 S={t1,t2,…,tn},如果存在另一个任务集 S′={t1′,t2′,…,tn′},满足 :Ti′≤Ti,Ci′=Ci, 

i=1,2,…,n,并且任务集 S′在 RM 下是可调度的,则该任务集 S 在 RM 下是可调度的. 
下面的定理是定理 6 的一个特例[14]. 
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定理 7. 对于给定的任务集 S={t1,t2,…,tn},如果存在另一个任务集 S′={t1′,t2′,…,tn′}满足下列条件: 
 Ti′≤Ti,i=1,2,…,n,且 Ti′|T ′i+1(Ti′|T ′i+1 表示 Ti′整除 T ′i+1),i=1,2,…,n−1 (15) 

 U(S′)=  (16) 1/
1

≤′∑ = i
n

i i TC

则该任务集 S 在 RM 下是可调度的. 
1.5.2   两种多项式算法:Sr 和 DCT 

定理 7 为 RM 下的算法可调度性判定提供了一种新的构造性方法.对于一个给定的任务集 S={t1,t2,…,tn},
如果能够找到另一个任务集 S′={t1′,t2′,…,tn′}满足定理 7 中的条件,则可以判定该任务集 S 是可调度的.因此,剩
下的一个重要问题就是如何找出一个任务集 S′满足定理 7 中的条件.Han 和 Tyan 提出了两种算法:Sr 和

DCT[11,14]. 
(1) Sr 算法 
Sr 算法的构造思想是:找出一个特定的 r,使得 S′中的每一个任务 ti′满足下列条件: 

 ,i=1,…,n (17) i
m

i
m

i TrTrT ii ′=⋅<≤⋅=′ + 222 1

其中 r 是实数,mi 是整数.从式(17)可以推出: T .该不等式两边同时除以 r 然后取对数可得: 
log

ii
m

i TTr i 222 1 <′=⋅< +

2(Ti/r)−1<mi<log2(Ti/r).因为 mi 是整数 ,所以 mi 只能取log2(Ti/r).从而得出结论 :当 r 确定时 ,对于每个

i,1≤i≤n,mi 也就确定了,于是 T ′i 也就随之确定了: 
 mi=log2(Ti/r) (18) 
  (19)  )/(log22 rT

i
irT ⋅=′ 



另外,由式(17)可以推出 U(S′)= .根据定理 7 我们知道,如果 U(S′)≤1,则可以判

定 S 是可调度的.因此,S
∑∑ ==

=≥′ n
i iii

n
i i TCSUTC 11 /)(/

r 的问题便进一步转化为如何找到一个最好的 r,使得 U(S′)达到最小的问题. 
从式(19)可以看出,对于每一个任务 ti′,在任一区间[Ti/2m+1,Ti/2m](m 是整数且 m≥0)中,Ti′先随着 r 的增大而

增大,然后在区间的右端点跳跃到一个更高的值.也就是说,当 r=Ti/2m(m 为整数且 m≥0)时,Ti′具有局部最大值,
因此,S′的 CPU 利用率 U(S′)在所有这些 r 的离散点上具有局部最小值.因此,要求 U(S′)的最小值只需比较这些

局部最小值.这里所用的方法和第 1.4 节中求 Li(t)的最小值 Li 有异曲同工之妙. 
剩下来的问题是求 U(S′)在上面提到的离散点上的局部最小值.用 US(r)表示由任务集 S 和 r 确定的任务集

S′的 CPU 利用率 U(S′),r*表示使 US(r)取得最小值的 r 值.首先作如下定义: 

 li=Ti/  (20)  )/(2log 12 TTi

接 着 将 {l1,l2,…,ln} 按 照 非 递 减 的 方 式 排 序 , 并 除 去 重 复 的 值 , 令 (k1,k2,…,ku) 为 所 得 到 的 序 列 , 则
ku=l1=T1.{k1,k2,…,ku}就是所要进行求值的离散点 r 的集合.对该集合中的每一个数 kv,1≤v≤u,利用等式(19)的构

造方法构造一个任务集 S′,然后计算其 CPU 利用率 US(kv),并比较所得到的值,其中的最小值就是 US(r*),此时的

kv 即为 r*.若 US(r*)≤1,则可以判定任务集 S 是可调度的. 
Sr 算法的伪码如下: 

/*输入:任务集 S={t1,t2,…,tn},其中 t1,t2,…,tn 的周期从高到低排列. 
/*输出:由任务集 S 构造出的满足定理 7 中条件(1)的任务集 S′={t1′,t2′,…,tn′}及 US(r*). 

1. US(r*)=0;r*=1; 
2. for i=1 to n do li=Ti/ .  )/(log 122 TTi

3. 将{l1,l2,…,l n}按照非递减的方式排序,并除去重复的值,令(k1,k2,…,ku)为所得到的序列. 
4.  for v=1 to u do{ 
   US(kv)=0; 

for i=1 to n do{ 
 )/(log22 vi kT

vi kT ⋅=′ ; 
   Us(kv)=Us(kv)+Ci/Ti′; 
  } 
  if i=1 then US(r*)=US(kv); 
  else if US(kv)<US(r*) then 

r*=kv; 
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US(r*)=US(kv); 
} 

5. 输出 US(r*)及 Ti′=  )/(log* *
22 rTir ⋅ ,i=1,…,n. 

(2) DCT 算法 
DCT 算法采用的是另一种构造方法.它是这样构造任务集的:对每一个 f,1≤f≤n,首先令 

 Tf′=Tf (21) 
然后令 
  11 / −− ′⋅′=′ iiii TTTT ,i=f+1, f+2,…,n (22) 
  iiii TTTT // 11 ++ ′′ =′ ,i=f−1, f−2,…,1 (23) 

这样,对于每一个 f 就构造出了一个满足定理 7 条件的任务集 S′.计算每一个任务集 S′的 CPU 利用率,其中

CPU 利用率最小的任务集就是最终所要找的任务集 S′.这一构造方法比 Sr 算法简洁、易懂. 
DCT 算法的伪码如下: 

/*输入:任务集 S={t1,t2,…,tn},其中 t1,t2,…,tn 的周期从高到低排列. 
/*输出:由任务集 S 构造出的满足定理 7 中条件(1)的任务集 S′={t1′,t2′,…,tn′}. 

min_f=1;min_utilization=∞; 
for f=1 to n do { 
 Zf =Tf ; 
 for i=f+1 to n do Zi=Zi−1⋅Ti/Zi−1; 
 for i=f−1 to 1 do Zi=Zi+1⋅Zi+1/Ti; 

  utilization=  ∑ =

n
i ii ZC1 / ;

 if utilization<min_utilization then 
  min_utilization=utilization; 
  min_f=f; 
  for i=1 to n do Ti′=Zi; 
 endif 
} 

从上面的算法描述容易证明,Sr 算法的时间复杂度是 O(n⋅logn),DCT 算法的时间复杂度是 O(n2).DCT 算法

的思想比 Sr 算法简单,但 DCT 算法复杂度比 Sr 算法复杂度要高. 
Sr 和 DCT 算法的优点有两个:一个是它们比第 1.4 节中讨论的充分必要判定算法快速;另一个优点是它们

的使用范围比第 1.3 节中的定理 3 更广——因而也就比第 1.2 节中的定理 2 更广.可以证明,如果一个任务集用

定理 3 判定是可调度的,则用 Sr 和 DCT 算法判定也一定是可调度的;如果一个任务集用定理 3 无法判定其可调

度性,则用 Sr 算法和 DCT 算法却有可能判定出其可调度性. 
但是,Sr 算法和 DCT 算法比定理 3 的判定算法复杂度要高.另外,由于 Sr 算法和 DCT 算法的根本依据都是

定理 7,而定理 7 给出的是一个充分但不必要的条件,因此 Sr 算法和 DCT 算法并不能取代定理 5 的充要判定条

件.也就是说,对于一个给定的任务集,即使找不到另一个任务集满足定理 7 中的条件,也不能判定该任务集是不

可调度的.下面,我们来看一个例子. 
例 4 :假设一个周期性任务集 S 4 = { t 1 , t 2 , t 3 } ,其

中,t1:C1=1,T1=2,U1=0.500;t2:C2=1,T2=3,U2=0.333;t3:C3=1, 

0      1      2      3       4      5      6

t3 

t2 

t1 

T3=6,U3=0.167. 
根据定理 5 可以很容易地判定该任务集 S4 是可调度

的.S4 的调度如图 5 所示. 
Fig.5  Scheduling of S4 
图 5  S4 的调度示意图 

对于 S4,用 Sr 算法和 DCT 算法只能找到两个满足式

(15)的任务集 S′,其任务的周期分别为 2,2,2 或 2,2,4,运行时
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间与 S4中的任务运行时间相等.但显然这两个任务集都不满足式(16).因此,对于 S4,用构造性方法 Sr算法和 DCT
算法无法找到满足定理 7 中的条件的一个任务集 S′. 

Han 和 Tyan 利用随机产生的周期性任务集对 Sr 和 DCT 两种算法进行仿真比较,任务个数 n 从 2~1000,所
有的任务集经定理 5 判定均是可调度的,且其 CPU 利用率大于相应的 L(n)和 B(n).这些任务集用定理 3 是无法

判定其可调度性的.仿真结果见文献[14].仿真结果表明,通过判定的任务集的百分率随着 n 的增大而减少.当
n=2 时,所有的可调度任务集都通过判定;当 n 超过 100 时,通过判定的任务集的百分率集中在 83%左右.这证明

了 Sr 算法和 DCT 算法的适用范围比定理 3 要广,但不能取代定理 5.另外,从仿真结果也可以看出,当 n 比较小

时,DCT 算法的判定结果比 Sr 算法要好,而当 n 增大到一定的数时,两者的判定结果不相上下. 

1.6   理想的RM调度模型及其可调度性判定条件小结 

RM 算法是一种静态优先级调度算法.它在运行前确定任务的执行顺序,运行时调度开销很小,并且平均

CPU 利用率较高,易于保持瞬间负载过重情况下的系统稳定性,即当系统不能保证所有任务的时间要求时,调度

算法能使其中一部分关键任务始终满足时限要求.并且,RM 算法的最优性保证了其能够广泛地应用于各种静

态优先级调度的情况.同时,RM 算法是一种最优的调度算法,最优性保证了其能够广泛地应用于各种静态优先

级调度的情况.由于上述特点,RM 算法得到了最广泛的研究和应用[25]. 
Liu 和 Layland 的工作是奠基性的工作,极大地推进了实时调度的研究.但是,Liu 和 Layland 考虑的是任务

在临界时刻即最坏情况下的可调度性,他们所提出的 RM 算法可调度性判定条件是一个很“松”的条件,在很多

情况下并不适用.虽然后来Burchard等人给出了一个更高的CPU利用率最小上界,也不能解决问题,因为两者都

是充分但不必要条件. 
Lehoczky 等人给出的 RM 算法的可调度性判定充要条件是一个重大的突破,它提供了一种可用于任何情

况下的 RM 算法可调度性判定的方法.但这一算法的时间复杂性是伪多项式时间,复杂度较高.后来 Han 和 Tyan
提出了多项式时间的判定算法,但他们的判定也只是充分判定,而不是充要判定. 

另外,上面提到的 RM 算法可调度性判定条件都对调度环境作了一系列理想的假设,忽略了一些重要的影

响因素,例如任务调度的时间开销和任务相关性,这就使理想的调度模型比现实情况要简单得多,从而影响了其

适用范围.在实际的实现中,这些影响因素都是应当考虑的.引入时间开销及死锁防止机制下的可调度性判定是

实时操作系统实现的重要理论基础. 
下面,我们将对理想的 RM 模型进行扩展,引入新的影响因素——任务调度的时间开销和任务相关性,即分

别去掉两个基本假设,不再假设中断处理、调度、任务切换等时间开销可以忽略不计,并且不再假设任务之间

都是不相关的,然后考察 RM 扩展模型的可调度性判定条件. 

2   考虑时间开销的 RM 可调度性判定条件 

任务调度时处理中断、调度、任务切换等所需要的时间开销在实时调度的实现时是应当考虑的.在可调度

性判定时引入这些因素,任务集的可调度性将发生很大的变化.在本节中我们把任务调度的时间开销引入理想

的 RM 模型,考察在这种情况下的任务可调度性判定条件. 
首先,需要明确任务调度的时间开销都有哪些.这需要对操作系统及其硬件平台的实现方式有一个深入的

理解.一般地,任务调度涉及到的时间开销主要有: 
Cint:中断处理时间; 
Csched:确定下一个将被执行的任务所需要的调度时间; 
Cresume:返回之前被挂起的活动任务所需要的时间; 
Cstore:将活动任务的状态保存到任务控制块所需要的时间; 
Cload:从运行队列加载一个新的活动任务所需要的时间; 
Ctrap:处理一个任务正常结束所产生的陷入所需要的时间. 
不同的操作系统和硬件实现方式造成任务调度所需要的时间开销不同.因此,操作系统的实现方式对任务
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可调度性影响很大.根据驱动任务调度发生的方式,实时系统调度可分为中断事件驱动调度和时钟驱动调度[12]. 
中断事件驱动的实现方式是依赖一个外部的硬件设备,通过产生中断的方式来为任务周期提供信号.这种

调度方式又可细分为两种:集成中断事件驱动调度和非集成中断事件驱动调度.在集成中断事件驱动的调度系

统中,每一个任务周期都会有一个中断被发布给处理器,中断的优先级与任务的优先级相对应,并且该中断只有

在其优先级高于正在执行的任务时才会被处理器响应.所谓集成的含义就是,中断的优先级是取决于其对应任

务的优先级的.在非集成中断事件驱动的调度系统中,任务都是通过外部中断启动的.每一个新任务到来时,当
前任务都会被中断,即中断的优先级与相关的到达任务的优先级是没有关系的.如果到达的新任务优先级高于

正在执行的任务,那么新任务抢占正在执行的任务,否则不发生抢占,但是即使没有发生抢占,中断仍然会发生,
并且调度器也会运行. 

时钟驱动的实现方式是利用一个可编程的时钟发出的周期性时钟中断来控制调度器的运行,并且调度器

维护一个内部的时间值来计算任务周期和决定何时调用这些任务,这种实现方式可以继续被细分为时钟驱动

调度和有计数器的时钟驱动调度.时钟驱动调度使用一个周期时钟发出的中断来中断系统运行并调用调度器

来更新系统时间,并在需要时重新调度.有计数器的时钟驱动调度维护一个计数器用来限制调度点的数量.在每

一个调度点,计数器的值被初始化为到达下一个任务截止期限的时钟周期数.当每一次时钟中断发生时,计数器

的值都会递减;当计数器的值减为 0 时,调度器被触发. 
下面我们针对这 4 种不同的系统实现,考察引入时间开销的 RM 算法可调度性判定条件.更多的细节可参

见文献[12]. 

2.1   集成中断事件驱动调度的可调度性判定条件 

仔细分析集成中断事件驱动调度的过程可以知道,在这种情况下,与调度有关的时间开销有: 
Cpreempt=Cint+Csched+Cstore+Cload, Cexit=Ctrap+Cload. 

可以证明: 
引理 1. 在集成中断事件驱动调度下,每一个固定优先级周期任务用于调度的最坏时间开销是 

 Cpreempt+Cexit (24) 
将这些时间开销引入定理 4,得到定理 8. 

定理 8. 给定任务集 S={t1,t2,…,tn}在集成中断事件驱动调度条件下使用 RM 算法是可调度的,若: 
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2.2   非集成中断事件驱动调度的可调度性判定条件 

在非集成中断事件驱动调度下,与调度有关的时间开销有 
Cpreempt=Cint+Csched+Cstore+Cload, Cnonpreempt=Cint+Csched+Cresume,Cexit=Ctrap+Cload. 

可以证明: 
引理 2. 在非集成中断事件驱动调度下,相对于 n 个到达的优先级相等或较低的任务,一个固定优先级周期

任务 ti 在时间间隔 t 中最坏情况下的阻塞时间为 
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同样地,将这些时间开销引入定理 4,得到定理 9. 
定理 9. 任务集 S={t1,t2,…,tn}在集成中断事件驱动调度条件下使用 RM 算法是可调度的,如果: 
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定理 9 中的判定公式可进一步简化为 
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2.3   时钟驱动调度的可调度性判定条件 

在时钟驱动调度下,与调度有关的时间开销有 
Ctimer=Cint+Csched+Cresume, Cpreempt=Cstore+Cload,Cexit=Ctrap+Cload. 

在时钟驱动调度下,一个任务被阻塞的时间与时钟中断周期有关,因为调度只有在时钟中断到来时才能发

生.假设时钟中断每隔 Ttic(Ttic称为时钟的解析率)发生 1 次,调度也就每隔 Ttic时间才能发生 1 次.因此,可以证明: 
引理 3. 在时钟驱动调度机制下,一个固定优先级周期任务在最坏情况下的阻塞时间为 Ttic. 
将这些时间开销引入定理 4,得到定理 10. 
定理 10. 任务集 S={t1,t2,…,tn}在集成中断事件驱动调度条件下使用 RM 算法是可调度的,如果: 
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注意,定理 10 中的判定公式多计了一次 Ctimer,因为有一个 Ctimer 与 Ttic 是重叠的. 
由定理 10 可以得到,在 RM 算法下,时钟解析率 Ttic 允许的最大值是由优先级最高的任务 t1 决定的: 

 Ttic≤T1−(C1+CtimerT1/Ttic+Cpreempt+Ctrap) (30) 
Ttic 的最大值可以用迭代的方法求出.首先令 Ttic=Tl,带入不等式的右边求出一个值,再将所求得的值带入不等式

右边,如此循环迭代,直到求出的值不再减小为止,则该值为 Ttic 的最大值.下面举个例子说明计算过程: 
例 5:假设一任务集 S={t1,t2,…,tn},Tl=40,Cl=25,Ctimer=1,且 Cpreempt+Ctrap=2.首先令 Ttic=40,则 

Ttic<40−(25+140/40+2)=12,Ttic<40−(25+140/12+2)=9, 
Ttic<40−(25+140/9+2)=8,Ttic<40−(25+140/8+2)=8, 

所以,Ttic 的最大值为 8. 

2.4   有计数器的时钟驱动调度的可调度性判定条件 

在计数器的时钟驱动调度下,与调度有关的时间开销有: 
Ctimer=Cint+Cresume, Cpreempt=Csched+Cstore+Cload, Cnonpreempt=Csched, Cexit=Ctrap+Cload. 

可以证明: 
引理 4. 在一个固定优先级的有计数器的时钟驱动调度实现中,在有 n 个任务的任务集合中某个任务 ti,其

在时间间隔 t 以及时钟解析度 Ttic 条件下的最坏阻塞时间为 
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同样地,将这些时间开销引入定理 4,得到定理 11. 
定理 11. 在一个固定优先级的有计数器的时钟驱动调度实现中,同时在每一个调度点计数器的值都被初

始化为到达下一个任务死线的时钟周期数,任务集 S={t1,t2,…,tn}在集成中断事件驱动调度条件下使用 RM 算法

是可调度的,如果 
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定理 11 的判定公式可进一步简化为 
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同样可以得到,在 RM 算法下,时钟解析率 Ttic 的最大值由优先级最高的任务 t1 决定: 
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2.5   引入时间开销的可调度性判定条件的仿真和分析 

Katcher 等人利用随机产生的 50 个周期性任务集对上述 4 种情况进行仿真比较,任务集的任务个数 n 在

5~80之间,任务周期之比从 1~100不等.仿真结果见文献[12].从仿真结果可以看出,同理想情况相比,考虑时间开

销的可调度任务集的 CPU 利用率大大降低,特别是当任务个数比较大的时候.即使在任务个数比较小(5 或 10)
时,可调度任务集的 CPU 利用率也比理想情况低 20％左右.在非集成中断事件调度下,当任务个数 n 达到 80 以

上时,任务集已无法调度,这是因为低优先级任务造成连续性的阻塞. 

3   考虑优先级反转的 RM 可调度性判定条件 

理想的 RM 算法可调度性条件的一个重要的基本假设(A3)是任务的独立性,即假设任务之间都是不相关

的,每个任务的请求不依赖于其他任务请求的开始或完成.但实际上,任务之间往往存在着种种联系,由于共享

资源而引起的同步问题是其中十分重要的一种.在多个共享某一个互斥资源的任务当中,如果有一个任务已经

进入该资源的临界区,其他任务就必须等待该任务退出临界区,即使它们的优先级比该任务的优先级高,这样实

际上就改变了原来由RM算法确定的优先级配置(这种情况称为优先级反转,下面我们还会详细讨论).优先级驱

动的实时调度都存在这样的问题. 
可见,任务的相关性会对实时调度产生极大的影响,进而也影响了任务的可调度性判定,因此必须在可调度

性判定中考虑任务相关性.本节中我们将讨论优先级反转对实时调度造成的重要影响及其解决办法,并研究考

虑优先级反转的 RM 可调度性判定条件. 

3.1   优先级反转 

所谓优先级反转是指共享资源的任务在到达其临界区时,因为共享资源的竞争而造成高优先级任务被低

优先级任务阻塞的情况.举例来说: 
例 6:假设有 3 个任务进程 A,B,C,优先级由高到低排

列.A 和 B 同时等待一个事件发生,C 在执行.在某一时刻,C
收到信号量,使得C可以访问共享资源R.C在该共享资源上

进行某些操作,中途被 A 抢占.A 需要访问共享资源 R,但访

问该共享资源所需的信号量被 C 拥有,所以 A 被挂起,重新

调度后,C 继续执行,中途又被优先级高的 B 抢占,因为 B 等

待的事件发生.B 处理该事件直到结束.这时,C 接着运行到

结束,释放信号量,A 终于可以访问该共享资源,并继续运行.
这样优先级最高的进程 A 由于等待 C 占有的资源,事实上

变得比 C 的优先级还要低.更糟糕的状况是在 B 抢占 C 后,
更加推迟了A的执行.图 6表示了一个更复杂的优先级反转

示例. 

Execute in non-critical section 
Execute in critical section 
Priority reversion 

τlow 

τmedium 

τhigh 

τhighest 

Fig.6  An example of priority reversion 
图 6  优先级反转示例 

在基于优先级的多任务操作系统中,这种情况若不加以处理,就会影响优先级高的任务截止期限的满足.特
别是,在 RM 算法中如果出现这种情况,那么优先级从高到低的单调排列的次序就会被打乱,从而使得上面的可

调度性判定规则失效. 

3.2   优先级反转的几种解决方案 

为了解决优先级反转,研究人员提出了几种解决方案,主要有以下几种[26~28]. 
(1) 不允许任何任务在临界区中执行时被抢占 
这种方法简单,但它会影响与临界区无关的其他高优先级的任务的执行. 
(2) 优先级继承协议(priority inherence protocol)[26,27] 
优先级继承协议的基本思想是:当一个任务进程 J阻塞一个或多个优先级更高的任务进程时,将 J的优先级
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暂时提高到被它阻塞的所有进程中具有的最高优先级,从而使 J 能够抢占它所阻塞的所有进程而进入临界区,
并且不影响与它所进入的临界区无关的其他高优先级的任务的执行.当 J 退出临界区时就恢复原来的优先级.
优先级的继承是可以传递的(transitive).例如,假设 J1,J2,J3 是 3 个优先级从高到低排列的任务,如果 J3 阻塞 J2,J2

阻塞 J1,则 J3 将通过 J2 而继承 J1 的优先级. 
例如,对于例 6,优先级继承协议的解决办法是暂时地提高 C 的优先级至 A,使它比其他竞争该资源的进程

有更高的优先级,比如进程 B,使得 C 不会被 B 抢占,让 C 执行到释放该信号量,这时再将 C 的优先级降低到原

有的级别,A 就可以在 B 之前被调度运行,从而减小了 A 的执行时间. 
在优先级继承协议下,一个高优先级的任务只可能在两种情况下被低优先级的任务阻塞.一种情况是直接

阻塞(direct blocking),发生在高优先级的任务试图对已经被加锁的信号量加锁的时候.直接阻塞保证了共享数

据的一致性.另一种情况是越级阻塞(push-through blocking),如一个优先级居中的进程 J1 可以被低优先级的进

程 J2 阻塞,如果 J2 继承了优先级比 J1 高的进程 J0 的优先级.越级阻塞则避免了高优先级的任务 J0 因为优先级

较低的任务 J1 的执行而被间接地抢占. 
优先级继承协议在一定程度上解决了优先级反转的问题,实现起来也比较简单.优先级的继承和恢复都应

该是不可分割的原子操作,以保证实时系统内部数据结构的一致性.这一过程可以在用户程序中实现,也可以由

内核的调度程序来自动实行.但是,该方法存在两个重要的缺陷.首先是会造成死锁.例如,假设在 t1 时刻,J2 对信

号量 S2 上锁并进入其临界区.在 t2 时刻,J2 试图在 S2 的临界区内对信号量 S1 上锁,当此刻优先级更高的 J1 已经

就绪,J1 抢占了 J2,对 S1 上锁.若接下来 J1 试图再对 S2 上锁,则将发生死锁.另外,由于允许任务在临界区内嵌套地

锁定其他信号量,因此可能引起连续的阻塞链. 
(3) 优先级上限协议(priority ceiling protocol)[26,27] 
在基本的优先级继承协议的基础上,Sha 等人提出了一个改进的方案——优先级上限协议.与优先级继承

协议不同的是,优先级上限协议定义了信号量的优先级上限(priority ceiling)——一个信号量的优先级上限与可

能锁定该信号量的所有任务中优先级最高的任务相等;调度的时候不仅比较任务之间的优先级,还要比较信号

的优先级上限.当一个进程 J要进入一个临界区的时候,如果 J的优先级不比已经被其他进程锁定的所有信号量

的优先级上限高,则 J 被阻塞. 
下面我们举例来说明优先级上限协议的应用. 
例 7: 假设 J0,J1,J2 是优先级由高到低排列的 3 个任务进程.J0 中包含两个临界区的代码:{…,P(S0),…, 

V(S0)…,P(S1),…,V(S1),…};J1 中只包含一个临界区的代码 :{…,P(S2),…,V(S2),…};J2 中包含两个临界区的代

码:{…,P(S2),…,P(S1),…,V(S1),…,V(S2),…}.根据优先级上限协议的定义,信号量 S0 和 S1 的优先级都等于 J0 的优

先级 P0,S2 的优先级都等于 J1 的优先级 P1.假设: 
1) 在 t0 时刻,J2 开始执行,对 S2 上锁; 
2) 在 t1 时刻,J1 就绪,抢占 J2 开始执行; 
3) 在 t2 时刻,J1 试图对 S2 上锁,由于 S2 已被 J2 锁定,J1 被阻塞,J2 继承 J1 的优先级,以优先级 P1 进入 S2 的临

界区; 
4) 在 t3 时刻,J2 对 S1 上锁,进入嵌套的临界区——此时 S1 未被其他进程锁定; 
5) 在 t4 时刻,J2 仍在其嵌套的临界区内执行,而此时 J0 就绪,抢占 J2——由于此时 J0 的优先级 P0 高于 J2 的

继承优先级 P1; 
6) 在 t5 时刻,J0 试图进入其临界区,这时虽然 S0 没有被其他进程锁定,但是,由于 J0 的优先级并不比被 J2 锁

定的 S1 的优先级要高(都是 P0),因而 J0 被 J2 阻塞,J2 继承 J0 的优先级,以优先级 P0 恢复执行; 
7) 在 t6 时刻,J2 退出临界区,释放 S1,优先级恢复为 P1.这时,J0 抢占 J2,对 S0 上锁,进入其临界区,之后退出临

界区,释放 S0;接着进入 S1 的临界区,然后退出; 
8) 在 t7 时刻,J0 执行完毕,J2 恢复执行,优先级为 P1; 
9) 在 t8 时刻,J2 退出临界区,释放 S2,并恢复原先的优先级 P2,J1 被唤醒;这时 J1 抢占 J2,对 S2 上锁,进入其临

界区,而后退出,进入其非临界区; 
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10) 在 t9 时刻,J1 执行完毕,J2 恢复执行,直至结束. 
整个调度过程请见文献[27]. 
为了避免死锁和阻塞链,优先级上限协议在直接阻塞和越级阻塞之外引入了一种新的阻塞:上限阻塞.例 7

中的 t5 时刻,J0 被 J2 阻塞就是一种上限阻塞.避免死锁和阻塞链是优先级上限协议的一个重要的优点,但这也意

味着引进了不必要的阻塞,因此优先级上限协议是次优化(suboptimal)的协议.另外,优先级上限协议的实现,除
了要支持对信号量的锁定和释放之外,还要维护一个按优先级排序的进程队列和一个按优先级排序的当前被

锁定的信号量队列. 

3.3   在优先级反转情况下的可调度性判定条件 

由于优先级反转的解决方案暂时地改变了 RM 算法原来的优先级配置,因而其可调度性条件也发生了变

化.在本节中,我们以优先级上限协议为例来考察在优先级反转情况下的可调度性条件. 
Sha 等人在理想的 RM 模型研究的基础上,提出了在优先级反转情况下的可调度性判定条件[27].首先假定:

任意两个临界区 zi,j 与 zi,k 之间,都有 zi,j⊂ zi,k,或 zi,j⊃ zi,k,或 zi,j∩ zi,k＝∅.令 Bi 为能够对任务 ti 造成阻塞的所有

临界区的集合(嵌套的临界区只计最外一层),t(x)为执行临界区 x 所花费的时间,bi=maxx∈Bit(x).对于优先级最低

的任务 tn,bn=0.Sha 等人证明了引理 5. 
引理 5. 在优先级上限协议下,任务 ti 的最大阻塞时间为 bi. 
在定理 2 的基础上,Sha 等人证明了定理 12. 
定理 12. 一个由 n 个周期任务 t1,t2,…,tn 组成的任务集合能够用 RM 算法调度,如果: 
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在定理 5 的基础上,Sha 等人证明了定理 13. 
定理 13. 一个由 n 个周期任务 t1,t2,…,tn 组成的任务集合能够用 RM 算法调度,如果: 
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, Ei={(k,l)|1≤k≤i; l=1,…,Ti/Tk} (36) 

需要注意的是,定理 5 的判定条件是充分必要条件,而不等式(36)只是一个充分条件,因为 bi 表示的是最坏

情况. 
下面举例说明定理 13 的应用. 
例 8:假设一个周期性任务集 S={t1,t2,t3},其中 t1:C1=40,T1=100,b1=20,U1=0.400;t2:C2=40,T2=150,b2=30, 

U2=0.267;t3:C3=100,T3=350,b3=0,U1=0.286. 
我们用定理 13 可以判定该任务集在 RM 下是可调度的,步骤与用定理 5 对例 2 进行判定的方法类似. 

4   结论及未来工作 

本文深入系统地讨论了实时系统中最重要的一类静态优先级调度算法——RM 及其扩展算法的可调度性

判定问题. 
本文的研究表明,在理想的 RM 算法调度判定方法中,算法复杂度和可检测率总是互相矛盾的.算法的复杂

度越低,算法的可检测率也就越低.Liu和Layland提出的判定条件最为简单,其可检测率也就最低;Burchard等人

给出更高的 CPU 利用率最小上界,可检测率有所提高,但其算法也复杂了一些;Han 和 Tyan 提出的多项式时间

判定算法,其可检测率比前两者都高,但其算法复杂度也比前两者高得多;Lehoczky 等人给出的 RM 算法的可调

度性判定充要条件是一个重大的突破,可用于任何情况下的 RM 算法可调度性判定,可检测率最高,在理想的

RM调度模型中达到 100%,但这一算法的时间复杂性也最高.因此,在实际的应用当中,这 4种判定算法是互相补

充的.对一个任务集进行可调度性判定的时候,可以首先选择复杂度比较低的算法,如果无法判定才选择其他复

杂度更高的判定方法.其次,当考虑任务调度的时间开销这一影响因素时,可调度任务集的 CPU 利用率大大降

低,特别是当任务个数比较大的时候.即使任务个数比较小,可调度任务集的 CPU 利用率也比理想情况低 20％
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左右.在非集成中断事件调度下,当任务个数 n 达到 80 以上时,任务集已无法调度,这是因为低优先级任务造成

连续性的阻塞.因此,在实际的实现中,任务调度的时间开销是不容忽略的一个重要因素.引入任务调度时间开

销的可调度性判定条件,为固定优先级调度算法在操作系统中的实现提供了有力的可调度性判定工具,具有重

大的理论和实践意义.另外,本文还研究了优先级反转情况下 RM 算法可调度性判定的充分条件.优先级上限协

议解决了优先级驱动的可抢占性调度下的优先级反转问题,任务优先级反转情况下 RM 算法可调度判定条件

的提出,具有重要的意义.引入任务相关性这一条件之后,RM 算法及其可调度性判定的复杂程度将增加. 
未来的工作主要有以下几个方面: (1) 多处理器分布状态下基于 RM 算法的可调度性判定问题.(2) 考虑任

务相关性和不确定因素的算法及其可调度性判定问题.(3) 开发实用的实时任务可调度性判定的计算机辅助软

件,进一步验证算法与实际实现之间的关系.(4) 把优化设计思想(如文献[29])引入到实时系统理论中来.目前的

判定方法都是基于C,T等给定条件,从实时系统设计角度来讲,一个更有效的方法是如何快速找到C,T同时满足

可调度和使得某种优化指标最小.这将是一个较为复杂的优化问题,这方面的工作仍很少见.(5) 综合研究可调

度性判定与时间开销的度量问题.当考虑时间开销对可调度性的影响时,一些开销在实际系统中不容易度量,如
Cstore 和 Cload,在现代计算机系统中有的时间开销甚至无法预先估计.时间开销的度量已有一些研究(参见文献

[30]),但在可调度性判定问题上,有关时间开销度量问题的研究尚且不多. 
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