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Abstract: The efficiency of an algorithm depends greatly on the data structure adopted in practice, while the 
processing of useless data can cause not only much waste of memory but also much waste of time. Hence to 
eliminate redundant information is one of the main focuses in the research of algorithms, and the issue has received 
extensive attention in real-time field (especially those based on dense/continuous time semantics) for many years. 
After investigating existing problems in finite representation and operations, and by analyzing the dependence 
relation in information, a method is presented for eliminating redundant information in representation of dense time, 
which is developed based on an modification of the procedure of ‘Normalization’. The correctness of the method is 
proved and the efficiency is tested by experiences. 
Key words: real-time; timed automata; data structure; redundancy elimination; shortest path finding algorithm; 

optimization 

摘  要: 算法的效率在很大程度上依赖于实际采用的数据结构.对无用数据的处理不仅会带来空间存储上的

浪费,而且也会进一步造成时间上的浪费.因此,消除信息冗余一直是算法研究的一个重点.在当前实时领域(尤
其是在基于稠密/连续时间语义)的算法研究中,该问题十分突出.从信息之间的依赖关系入手,分析了在对连续

时间进行有穷表示和操作中存在的问题,通过改进“范式化”处理过程,给出了进行冗余信息消除的一种方法以

及其正确性证明,并通过实验测试了改进的效率. 
关键词: 实时;时间自动机;数据结构;冗余信息消除;最短路径算法;优化 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A 

本文要解决的是当前实时领域中对实数域上连续时间的有效表示和操作的问题.该问题自时间自动机[1]

提出后,随着互模拟判定算法和模型检测算法的研究深入而日显重要和迫切.国际上最早也最常用的数据结构
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DBM(difference bound matrix)[2] 以 及 后 来 如 CDD(clock difference diagrams)[3],NDD(numerical decision 
diagram)[4],RED(region-encoding diagram)[5]等,都在尝试提高数据结构的空间和时间效率,但同时也都存在着一

些问题和困难需要解决.本文选择从信息依赖的角度入手,对数据操作中的“范式化”处理进行研究和改进. 
范式通常是指表达式或数据结构的某种标准形式,而范式化则是指将一般表达式或数据结构转换成统一

的范式的过程.范式化在不同场合和不同要求下的含义和作用是不同的,在算法中常用于将数据表示标准化、

惟一化 ,从而保证相关操作的正确性 .下面通过一个简单示例引出我们的问题 .如图 1 所示 ,区域

D={(x1,x2)|x1>1∧x1≤4∧x2≥1∧x2≤3},需要计算其“后继”D↑={(x1+δ,x2+δ)|δ∈ 0≥R ,(x1,x2)∈D}( 0≥R 为非负实数集). 
不妨称ΦD=x1>1∧x1≤4∧x2≥1∧x2≤3 为 D 的公式表示,要得到 D↑的公式表

示,可通过对ΦD 进行如下操作得到: 
第 1 步先将ΦD“范式化”得到 nf(ΦD)=x1>1∧x1≤4∧x2≥1∧x2≤3∧x1−x2≤3∧ 

x1−x2>−2.容易看到,类似经典逻辑中的合取范式,nf(ΦD)和ΦD 实际上是等价

的公式,因为 nf(ΦD)中新增的合取项皆从ΦD 导出(如 x1≤4∧x2≥1⇒x1−x2≤ 3).
第 2 步再删去 nf(ΦD)中的 x1≤4 和 x2≤3(即去掉 xi 的有限上界).容易验证最后

所得到的不等式 x1>1∧x2≥1∧x2≤3∧x1−x2≤3∧x1−x2>−2 即为 D↑的公式表示. 
从此例可以得出:(1) 该“范式化”并未增加新信息,只将由原式可导出

的信息完全推导出来,新生成的是一些冗余信息;(2) “范式化”步骤在这里是

必要的,若跳过不做,直接删去项 x1≤4 和 x2≤3 后则会失去 x1−x2≤3∧x1−x2>−2 的信息,从而最后所得到的不等式

x1>1∧x2≥1 并非 D↑的公式表示. 

Fig.1  Example 1 
图 1  例 1 

D↑

D 

x1

x2 

本文的贡献在于,通过对“范式化”的改进,给出了检查数据结构中冗余信息的方法,在保证正确性的前提下,
在数据操作中避开了对冗余信息的不必要计算,解决了存在于 DBM,CDD 等数据结构中的类似问题,提高了实

时领域中数据结构及相关算法的效率. 

1   实时领域中的数据结构现状 

这一节首先引入时间自动机定义并给出其操作语义,然后介绍用于表示时间的几种数据结构及其相关操

作的语义和作用.最后分析其中存在的问题. 

1.1   时间自动机 

令 C 为时钟变量的可数无穷集,其中的元素用 c,c1,c2…表示,d 为任意自然数.时钟约束用 BNF 记号定义

如下: 
Ψ ::=c∼d|c1–c2∼d|¬Ψ |Ψ ∧Ψ,  ∼∈{≤,<,≥,>}. 

我们用 Constr 表示满足上述定义的时钟约束的集合{Ψ,φ,…},若约束φ中不含任何逻辑运算符,则称其为原

子约束. 0≥R 表示非负实数集,计值ρ是 C 到 0≥R 的全函数.对任意φ∈Constr,ρ(φ)∈{true,false}为将时钟变量用ρ计
值后算出的φ的真值.我们记ρ(φ)=true 为ρ╞φ.θ是时钟置零操作,即形如 c :=0 的赋值,其中 c 是形如〈c1,c2,…〉的

时钟向量,其语义为将 c 中的所有时钟变量全部置 0.时钟置零操作的集合记作 Reset.规定 Cl( c :=0)={ c }给出

c 中时钟变量的集合.给定非负实数δ,时钟置零操作θ,我们定义(ρ+δ)(时间流逝)和ρθ(时钟复位)如下: 
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定义 1(时间自动机(timed automata)). 时间自动机 A 是一个五元组(Σ,N,n0,E,Inv),其中: 
• Σ为动作集,其中元素用α,β,…来表示. 
• N 为结点的有穷集. 
• n0(∈N)为初始结点. 
• E⊆N×(Constr×Σ×Reset)×N 为边的有穷集. 
• Inv:N→Constr 给出结点上的时间不变式. 
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给定时间自动机的一个结点 n以及时钟变量的一个计值ρ,得到的二元组 nρ为系统的一个状态,时间自动机

的行为通过状态转换得到体现. 
简单地说,其状态转换可分为两种:一种为执行一条边上的迁移动作后转换至下一状态;另一种为选择留在

本结点进行等待,让所有时钟变量的值在该结点按相同速率增加.后者称作延时动作,其状态转换只体现在ρ的
变化上,但延时的长度通常受到限制,要求经过该延时后的时钟变量值必须满足该结点上的不变式.给定一个时

间自动机,可根据一定的规则生成相应的状态集及该状态集上的状态迁移图.确定其迁移关系的规则如下: 
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其中δ∈ 0≥R −{0}即为延时动作.根据上述规则,可对时间自动机的逐个状态 nρ的行为进行解释.由于这里时钟变

量的值域为非负实数,因而得到的状态空间是无限的.例如,最后这条语义是指,若计值不违背结点 n 上的不变式

(时钟约束 Inv(n)),则系统在状态 nρ可做δ个单位时间的延时后转换至状态 nρ+δ. 
通常这样的δ有无穷多个,从而导致这种延时动作也有无穷多个,因此使简单进行状态搜索的算法不可行.

时间自动机模型由于适当地限制了时钟约束的形式,使得在互模拟判定[6~8]和模型检测[9~11]算法中根据需要可

将状态空间划分为在一定意义下等价的有限多个区域,使无限状态系统的问题可被转化到有限状态系统上解

决,因此,在有穷化问题解决以后,目前实时领域的一个受到广泛关注的热点就是如何高效地表示和操作这些时

间区域.本文开始部分提到的计算 D↑的例 1,其语义即是计算从 D 中所有计值ρ进行任意长度延时后得到的所

有计值ρ+δ的集合,注意到虽然由无穷个计值导致的状态无穷,但可以存在有穷的表示,而且可使计算步骤和结

果形式都是有穷的.另外还有时间区域的“时钟置零”操作,如 D↓{ c }={ρ[ c :=0]|ρ∈D}以及时间区域的“交”、
“并”、“求补”等的高效实现也都是实时领域的迫切要求.文献[2~5]反映了近年国际实时领域在这方面的主要研

究成果和状况, 
本文主要通过对其中两种数据结构 DBM 和 CDD 进行分析来说明所需解决的问题和相应的解决方法. 

1.2   从DBM到CDD 

DBM[2]全称为 Difference Bounds Matrices,其核心思想是用矩阵来表示一块连续的时间区域,而矩阵中每

个元素均为由一个不等运算符和一个整数组成的对偶,下面逐步引入 DBM 的定义. 
令 B=Z×{<,≤}∪{(∞,<),(−∞,<)}(其中 Z 为整数集),且符号<和≤有全序关系:<严格小于≤.我们定义 B 中元

素间的偏序(x,∼)⊑(x′,∼′)当 x<x′或当 x=x′且∼⊑∼′(即字典序),min(∼,∼′)给出{∼,∼′}的最小元.令 T={0,1,2,…}为自

然数的有限子集,则一个 DBM 为一个映射 M:T2→B.其语义解释如下:设时钟变量依次排序为 x1,x2,…,第 i 行 j
列矩阵元素 M(i,j)=(d,~)表示约束 Cond(M(i,j))=xi−xj∼d,令 R(M)={ρ|ρ╞∧(i,j)∈T 2Cond(M(i,j))}为矩阵 M 表示的区

域.注意到由于Β的定义使这里的关系符∼仅限于<和≤,而对约束 xi−xj∼d,∼∈{>,≥}.我们先定义相应的求补操作
c:>c=<,≥c=≤,然后通过 M(j,i)=(−d,∼c)即可表示.另外,在上述定义中,时钟变量的下标从 1 开始排列,原因是 x0 有特

殊用途,即如果要表示 xi∼d,则视作式 xi−x0∼d 进行处理即可. 
下面给出一个只涉及两个时钟变量的例子.如图 1 所示的例 1 给出了一块区域 D={(x1,x2)|x1>1∧x1≤4∧x2≥1∧ 

x2≤3},其 DBM 表示如下: 
 0 1 2 

0 (0,≤) (−1,<) (−1,≤) 
1 (4,≤) (0,≤) (∞,<) 
2 (3,≤) (∞,<) (0,≤) 

通过在 B 上定义相应算子,可以得到如下的一个正则代数(regular algebra)[12]: 
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其中,该代数的“乘”为“+”,“加”为“⊓”,“*”仍为 Kleene星号,n和 e 为相应常量“零元”和“单位元”.在该正则代数上

定义的 n×n 矩阵(DBM)又可构成一个正则代数,其中只需令“+”为矩阵“乘”,“⊓”为矩阵“加”(以上述标量算子⊓
和+的定义为基础).该代数的零元 N 为一个所有元素均为(∞,<)的矩阵,而单位元 E 则形如 E(i,i)=(0,≤)且
∀i≠j.E(i,j)=(∞,<).M*定义为 M0⊓M1⊓...,而 M0=E. 

这 些 矩 阵 上 的 偏 序 可 定 义 为 M⊑M ′ 当 且 仅 当 ∀i,j.M(i,j)⊑M ′(i,j). 由 区 域 R(M)={ρ|ρ ╞

∧(i,j)∈T 2Cond(M(i,j))}={ρ|∀i,j∈T.ρ╞Cond(M(i,j))},显然可以得到 M⊑M ′蕴含 R(M)⊆R(M ′),并且 R(M⊓M ′)=R(M)
∩R(M ′). 

由于空区域都是相同的,而表示它们的 DBM 却各种各样,我们选择其中一个作为代表,即 M∅,为满足

M∅(0,0)=(−∞,<)的一个矩阵.对任意矩阵 M,其范式 nf(M)定义如下: 

.
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求解范式 nf(M)的过程即 M 的范式化过程.容易证明,对任意两个同阶 DBM 矩阵,若表示的区域相同,则一

定会有相同的范式,或换句话说,表示任何区域的范式(矩阵)是惟一的,其详细证明以及其他性质的证明参见文

献[2]. 
下面,我们从另一角度讨论范式中元素值的生成及各元素值之间的信息依赖问题. 
我们称 T 中的 i1,i2,...,iM 序列为一路径,则矩阵 M 中该条路径的代价定义为 M(i1,i2)+M(i2,i3)+...+M(im−1,iM).

若 M ′=nf(M),则 M ′(i,j)等于 M 中从 i 到 j 的所有路径中代价最小的路径的代价值.因此,求 DBM 范式的问题被

转化为最短路径的求解问题[2,12].并且,根据经典的理论,若矩阵(方阵)的阶数为 n,求解 M*的最坏情况时间复杂

度为 O(n3).如前述例子,DBM 只需迭代一次就可算出其范式矩阵: 
 M   M   M ′ 
 0 1 2  0 1 2  0 1 2 

0 (0,≤) (−1,<) (−1,≤) 0 (0,≤) (−1,<) (−1,≤) 0 (0,≤) (−1,<) (−1,≤) 
1 (4,≤) (0,≤) (∞,<) 1 (4,≤) (0,≤) (∞,<) 1 (4,≤) (0,≤) (3,≤) 
2 (3,≤) (∞,<) (0,≤)

+ 

2 (3,≤) (∞,<) (0,≤)

⇒

2 (3,≤) (2,<) (0,≤) 
其中 M ′即等于 M 的范式.注意,M ′中的 M ′(2,1)=M(2,0)+M(0,1),即 M 中从 2 到 1 的最小代价路径是从 2 到 0 再

到 1,而 M ′(1,2)也可以同理算出.也即,M ′(2,1)和 M ′(1,2)是依赖其他数据计算来的,存储的是冗余信息,而其余几

项如 M ′(1,0),M ′(0,2)则存储的是必要信息.从该例可以看到,如果不进行“范式化”就不会生成这些冗余信息,但
许多操作若预先不进行“范式化”则会导致后续操作的结果错误,如文章开始部分给出的例 1.另外,许多操作在

完成后也要进行“范式化”,例如两个区域 D1,D2 的 DBM 在进行⊓运算后,结果必须进行范式化处理,否则,如果

D1∩D2=∅,则无法查知其 DBM 结果表示中为空的区域. 
以上提到的都是“范式化”的必要性,下面我们对其引入的冗余信息的危害进行分析,最后还将举例说明,此

类冗余信息不仅仅由“范式化”引入,由其他操作也可以产生. 
上述冗余信息危害最大之处在于对区域的求补运算.容易看到,一个 DBM 中的每个元素都对应着一个原

子约束,整个 DBM 表示的区域即所有这些约束合取后表示的区域,要得到上述区域 D 的“补”区域,由笛⋅摩根律,
只需将每个元素表示的约束取反后再进行析取即可. 

例如,若使用 D 的范式矩阵 M ′求补,则得到的“补”区域 D 用公式表示为 x1≤1∨x2<1∨x1>4∨x2>3∨x1−x2>3∨ 
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x2−x1≥2.注意,其实该公式的最后两项分别是由 Cond(M ′(1,2))和 Cond(M ′(2,1))求反而来,由前述定义 M ′(1,2)和

M ′(2,1)存储的是冗余信息,因此对其求反显然也是多余的,造成了浪费.此其主要危害.另外,注意到 DBM 表示的

区域为凸区域.而区域的“并”和“求补”则会引进凹区域,故对于凹区域来说,要么简单并置多个 DBM 来表示(如

上述析取式可用 6 个 DBM 并置表示),要么引进新的数据结构.为了有效地表示凹区域,目前有多种数据结构,本

文将对其中的 CDD[3]进行讨论,它是在 DBM 的基础上发展而来的,因篇幅所限,本节不给出其严格定义,只通过

几个简单示例说明它与 DBM 的联系以及仍然存在的相同问题. 
CDD 是一个有向图,它的结点分成两类: 
• 终端结点.该结点要么为 1,要么为 0,不存在后继结点. 
• 内部结点.带类型(为时钟变量差或单个时钟变量)的结点,其值为实数域的子区间(对类型为单个时钟变

量的结点,其区间限于非负实数域的子区间). 
图 2 给出了一个凹时间区域及其 CDD 表示. 

 

Fig.2  Example 2 (time regions and CDD representation) 
图 2  例 2(时间区域及 CDD 表示) 
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容易观察到,CDD 从最顶层内部结点(无前趋的内部结点)到终端结点 1 的一条“路径”表示的即是一个凸

区域(注意,为了易读,省略了图中通向终端结点 0 的所有结点和路径).CDD 可视作多条“路径”组成的一个有向

图,它所表示的区域即其所有路径表示的区域的并集.CDD 在其“范式化”处理中对这每一条路径都要用最短路

径算法计算其 DBM 范式,从而得到整个 CDD 的范式.CDD 的求补操作十分简便,只需将所有直接后继为 1(或
0)的内结点调换成指向 0(或 1)即可.CDD 的“并”和“交”的原理可简述为:两 CDD 的“并”为两 CDD 里所有表示

凸区域的路径的“并”,而两 CDD 的“交”则先将两 CDD 的各自所有表示凸区域的路径与对方所有表示凸区域的

路径逐个求交,再取结果所有路径的“并”即可得到.但路径的“并”不是将路径简单并置于一起,而是要涉及到结

点共享等处理,而路径的“交”则需要处理结点的区间包含关系,由于本文的侧重点及篇幅有所限制,详细步骤见

文献[3],这里不再赘述. 
CDD为了消除冗余,保证操作的正确性,在范式化处理中也加入了许多措施,但下面通过对图 3中两个CDD

相交及其范式化结果做进一步的分析,可以说明我们所指的信息冗余及其危害仍然存在. 
图 3 中将两 CDD(C1,C2)相交后(得到 C3=C1∩C2)再进行范式化得到的结果 C4(=nf(C3))的 x-y 结点存储的信

息即为冗余信息,因为−1<x−y≤2 可由 2<x≤3∧1≤y≤3 推导出来.因而在求补时对 x-y 结点的处理完全是不必要的.
通过该例也同时可以看到,冗余信息不仅仅是由“范式化”带来的:这里即使不进行范式化,C1∩C2 也出现一个没

有用处(即区间过于宽泛,非该区域真正的边界)的 x-y 结点,直接对 C1∩C2 求补也存在同样的信息冗余问题. 
下面针对该问题给出我们的解决方法.该方法对原“范式化”进行了改进,加入了对冗余信息的检查,使得后

续操作可以避开对冗余信息的多余计算. 

2   改进后的“范式化” 

下面我们先引入几个基本概念,再给出改进后的“范式化”方法,并以 DBM 为例介绍相应的实现方法. 
定义 2(平凡约束). 平凡约束是指属于以下形式之一的时钟约束: 
(1) x−x=0; 
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(2) x≥0; 
(3) x<∞,x≤∞或 x−y<∞,x−y≤∞. 

1

D2 

D1

C2: CDD of D2

X-Y

Y

X
C1: CDD of D1
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Fig.3  Example 3 (intersection and normalization of two CDDs) 
图 3  例 3(两 CDD 的相交及其范式化) 

X

X-Y

Y

定义 3(支撑集). 若时钟约束集{φi|i∈I,I 为有限下标集}以及约束φ∉{φi}满足蕴含关系∧iφi⇒φ,则称约束集

{φi}为φ的支撑集. 
定义 4(基约束和导出约束). 给定一个合取式φ=∧iφi,φi∈Constr 为一个原子约束.称子集 S⊆{φi|φ=∧iφi}为φ

的基约束集,若满足φ⇔∧Ψ∈SΨ且 S 不含平凡约束.S 中的元素又称为公式φ的一个基约束.给定一个合取式,若其

中一个约束存在只由某基约束集的元素和平凡约束组成的一个支撑集,则称该约束为导出约束. 
定义 4 给出的导出约束是指可由基约束和平凡约束蕴含(导出)的约束.本文的目标是希望在存储时可删去

导出约束,只保留(存储)蕴含它的其他约束,从而达到消除冗余、减小存储空间的效果. 
直观上,对于给定合取式,基约束集是其合取项集的子集,基约束集中元素的合取表示的时间区域等价于原

合取式表示的时间区域.一个公式的基约束集并不惟一,显然最坏情况下公式所有合取项均为基约束.我们希望

基约束集尽可能地小,以利于提高处理的效率. 
由于判定支撑集、减小基约束集的过程需要在求解范式的过程中进行,而如前所述,求解 DBM 范式的过程

可对应至求解最短路径的过程,因此一般均通过逐步迭代的方式进行计算.若在迭代过程中不删除任何元素,则
可不显式地使用支撑集;而若需在迭代过程中逐步删除某些元素、减小存储空间的占用,则原来的办法不能适

用.下面通过一个例子说明支撑集在其中起到的作用.对基约束集 B={x1=0,x2=0,x1−x2=0},根据 x1=0∧x1−x2=0⇒ 
x2=0,可从 B 中删去 x2=0,得到 B={x1=0,x1−x2=0},而 x2=0∧x1−x2=0⇒x1=0,是否也可以把 x1=0 从 B 中删去呢?显然

不能.虽然 B 中所有约束的合取可蕴含 x2=0 进而蕴含 x1=0,但该过程等价于 x1=0∧x1−x2=0⇒x1=0,因而据此进行

删除是没有意义的.但在以增量方式进行的算法中,该问题并非显然,除非为每个约束都记录其当前的支撑集.
例如,在计算 x1=0∧x1−x2=0⇒x2=0 时得到{x1=0,x1−x2=0}为 x2=0 当前的支撑集;再当计算 x2=0∧x1−x2=0⇒x1=0 时,
可根据 x2=0 当前的支撑集计算当前蕴含 x1=0 的约束集也为{x1=0,x1−x2=0},由于该集包含 x1=0 自身,因此不能

作为 x1=0 的新支撑集,从而避免将 x1=0 从 B 中错误地删除.但是,对每个约束均存储一个支撑集的做法为算法

带来了较大的存储上的开销,尤其是支撑集并非最终结果所需要.因此,下面给出我们解决此问题的一个算法,
说明实际上不存储支撑集也可达到相同的目标.该算法以数据结构 DBM 为例(后面我们将说明该方法同样适

用于 CDD 等其他数据结构),在原求解范式的基本算法上进行了一些扩充,不存储任何支撑集,并且时间复杂度

与原基本算法相同. 
我们希望,对给定公式的一个基约束集 B,在满足基约束集条件的前提下(保证其中所有元素合取表示的时

间区域不变),存在一个过程将其中的元素个数减到最少,从而减小其中的信息冗余.下面先给出在该过程中可
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能需要满足的一些性质: 
性质 1. 集合 B 中的基约束个数一定不会增加,只可能减少. 
性质 2. 在整个过程中,由 B 中所有约束合取表示的区域始终等于原公式表示的区域. 
如前所述,DBM 范式求解的核心过程(除去空区域判定等过程)对应于一个所有点与点之间的最短路径求

解过程.不失一般性,我们采用经典的 Floyd-Warshall[13]算法求解该问题的基本算法.给定一个阶数为 n 的 DBM
阵 M,Floyd-Warshall 算法在此问题上的递归定义如下: 
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n 步迭代后所得到的 W〈n〉即为所求范式矩阵.针对上述信息冗余问题,给定矩阵 M,定义对偶(i,j)为约束

Cond(M(i,j))的类型,满足下述条件的类型集 Base⊆T2 为矩阵 M 的基类型集: 
 ∧(i,j)∈BaseCond(M(i,j))⇔∧(i,j)∈T 2Cond(M(i,j)). (*) 

容易看到,满足该条件的左式所有合取项的集合即为右式的一个基约束集.对应于基约束的概念,称(i,j)∈ 
Base 为 M 的一个基类型. 

给定一个表示非空区域的矩阵 M 以及一个非空 Base 集(可取{(i,j)∈T2|Cond(M(i,j))为非平凡约束}),算法返

回值 W〈n〉即为所求范式,且最终 Base 集为 W〈n〉的基类型集.算法伪代码如下: 
fun S Path_Finding(M)= 
 1: n=M 的阶数 
 2: W〈0〉=M 
 3: for k=1 to n 
 4: { 
 5:  for i=0 to n−1 
 6:   for j=0 to n−1 
 7:   { 
 8:   if W〈k−1〉(i,(k−1))+W〈k−1〉((k−1),j)⊑W〈k−1〉(i,j) then 
 9:    { 
10:    W〈k〉(i,j):=W〈k−1〉(i,(k−1))+W〈k−1〉((k−1),j); 
11:    if k−1<min(i,j) and (i,j)∈Base then 
12:    Base:=Base\{(i,j)}; 
13:    } 
14:    else W〈k〉(i,j):=W〈k−1〉(i,j); 
15:   }; 
16: }; 
17: Return W〈n〉; 
我们称计算一个 W〈k〉的过程为算法第 k 个迭代步. 
下面给出该算法的性质及正确性的证明. 
定理 1(单调非增性). 算法满足:Base 集单调非增(对应性质 1). 
证明:由迭代过程中只有代码行 12 对 Base 集进行修改,且只有集合差运算,因此该集合单调非增. □ 
针对算法,我们需要引入如下定义: 
定义 5. Dep(k,i,j)为随算法执行,按如下方式生成的三元组集合: 
(1) 对任何(k,i,j)∈[1,n]×[0,n−1]2,Dep(k,i,j)初始为空; 
(2) 若代码第 12 行被执行,则(k−1,i,k−1)和(k−1,k−1,j)被加入到 Dep(k,i,j)中; 
(3) 对当前 p∈Dep(k,i,j),若 Dep(p)≠∅,则将 Dep(p)中的元素加入到 Dep(k,i,j)中. 
Dep(k,i,j)即对应第 k 步约束 Cond(W〈k〉(i,j))的支撑集,其引入是为了正确性证明的需要,在算法中并不真正
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存储. 
引理 1. ∀(k′,i ′, j ′)∈Dep(k,i,j),一定有 k′<k. 
证明:对 Dep 的生成方式进行归纳直接可以得到. □ 
引理 2. ∀p∈[1,n]×[0,n−1]2.∧(k′,i′,j′)∈Dep(k,i,j)Cond(W〈k′〉(i ′, j ′))⇒Cond(W〈k〉(i,j)). 
引理 3. ∀k1,k2∈[1,n].若 k1<k2,则∀i,j∈[0,n−1].Cond(W〈k2〉(i,j))⇒Cond(W〈k1〉(i,j)). 
以上几个引理的证明都只需对算法迭代过程进行归纳即可得到.由于篇幅所限,这里不再赘述. 
引理 4. 若(i,j)在当前迭代步中被从 Base 中清除,则∀(k′,i ′, j ′)∈Dep(W〈k〉(i,j))一定有:如(i ′, j ′)∈Base 在本次迭

代前为真,则在当前步以及算法的后续迭代步中仍然保持为真. 
证明:对 k 值进行归纳. 
当 k=1 时,由 k−1=0 及 Dep 集合定义得到,∀(k′,i ′, j ′)∈Dep(W〈k〉(i,j)).i ′=0∨j ′=0),由第 11 行的条件,(i ′, j ′)在当

前步不会被从 Base 中删去.若(i ′, j ′)在将来某步被从 Base 中删去,由第 11 行的条件,必须存在某个 k″,使得

k″−1<min(i ′, j ′),而 min(i ′, j ′)=0 且由算法迭代中 k 值单调递增得 k″>1,故不存在这样的 k″,因此(i ′, j ′)不可能在将

来的某步被从 Base 中删去,命题成立. 
设命题在 k=m−1 时成立,以下证明当 k=m 时也成立.由 Dep 定义得到(k−1,i,k−1),(k−1,k−1,j)被加入到

Dep(k,i,j)中,再加上 Dep(k−1,i,k−1)和 Dep(k−1,i,k−1)中的元素即构成了当前的 Dep(k,i,j).由归纳假设得到当前

Dep(k−1,i,k−1)和 Dep(k−1,i,k−1)中属于 Base 的元素不可能在当前步以及将来某步被从 Base 中删去,只需证明

(k−1,i,k−1)和(k−1,k−1, j)若属于 Base 也不可能在将来某步被从 Base 中删去即可.由第 11 行条件,这两个元素显

然不会在当前步被从 Base 中删去,若在将来某步被从 Base 中删去,则再由第 11 行的条件,必须存在某个 k″,使得

k″−1<min(i,k−1)或 k″−1<min(k−1,j),而由当前 k 已经满足 k−1<min(i,j)以及算法迭代中 k 值单调递增得到,也不存

在这样的 k″.故命题成立. 
综上所述,定理得证. □ 
定理 2(基约束表示不变性). 在每一个迭代步,算法满足(*)式条件(对应性质 2). 
证明:记Base〈m〉为算法迭代完第m步(k=m)时的Base集合,则只需证明,在算法迭代的每一步,下式始终为真: 

∧(i,j)∈Base〈k〉Cond(W〈k〉(i,j))⇔∧(i,j)∈T 2Cond(W〈k〉(i,j)). 

“⇐”由集合的包含关系显然成立,下面证明“⇒”. 
当 k=0 时,W〈0〉=M,由 Base 的定义得到命题成立. 
设命题当 k=m−1 时成立,以下证明当 k=m 时也成立.下面分情况讨论.若 Base〈m〉=Base〈m−1〉,则由引理 3 得命

题成立.否则,若当前某(i0,j0)被从 Base 中删去,由引理 2 得到 
∧(k′,i′,j′)∈Dep(m,i0,j0)Cond(W〈k′〉(i ′, j ′))⇒Cond(W〈m〉(i0,j0)). 

而由引理 1,对(k',i',j')∈Dep(m,i0,j0)有 k'<m,因此 k'≤m−1,再由引理 3 可得 
 ∧(k',i',j')∈Dep(m,i0,j0)Cond(W〈m−1〉(i ′, j ′))⇒Cond(W〈m〉(i0,j0)). (1) 

令 Base〈m−1〉和 Base〈m〉分别为第 m−1 和 m 步迭代完成后的 Base 集合,Diff=Base〈m−1〉−Base〈m〉,则一定有(i0,j0)∈ 
Diff.由归纳假设得到 

∧(i,j)∈Base〈m−1〉Cond(W〈m−1〉(i,j))⇔∧(i,j)∈T 2Cond(W〈m−1〉(i,j)). 
两边同时去掉相同的合取项得到 

 ∧(i,j)∈Base〈m−1〉\Diff Cond(W〈m−1〉(i,j))⇔∧(i,j)∈T 2\Diff Cond(W〈m−1〉(i,j)). (2) 
由引理 4 得到,对所有(k',i', j')∈∪(i,j)∈Diff Dep(m,i,j)一定满足(i',j')∉Diff,故 

 ∧(i,j)∈T 2\Diff Cond(W〈m−1〉(i,j))⇒∧(i,j)∈Diff ∧(k',i',j')∈Dep(m,i,j)Cond(W〈m−1〉(i ′, j ′)). (3) 
由式(1)和式(3)得到 

 ∧(i,j)∈T 2\Diff Cond(W〈m−1〉(i,j))⇒∧(i,j)∈Diff Cond(W〈m〉(i,j)). (4) 
再由式(2)和式(4)可以得到 

∧(i,j)∈Base〈m−1〉\Diff Cond(W〈m−1〉(i,j))⇒∧(i,j)∈Diff Cond(W〈m〉(i,j)). 
对右式应用引理 3 得到 
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∧(i,j)∈Base〈m−1〉\Diff Cond(W〈m−1〉(i,j))⇒∧(i,j)∈Diff Cond(W〈m−1〉(i,j)). 
在右式加入左式所有的合取项得到 

∧(i,j)∈Base〈m−1〉\Diff Cond(W〈m−1〉(i,j))⇒∧(i,j)∈Base〈m−1〉Cond(W〈m−1〉(i,j)). 
再由归纳假设得到 

∧(i,j)∈Base〈m−1〉\Diff Cond(W〈m−1〉(i,j))⇒∧(i,j)∈T 2Cond(W〈m−1〉(i,j)), 
即 ∧(i,j)∈Base〈m〉Cond(W〈m−1〉(i,j))⇒∧(i,j)∈T 2Cond(W〈m−1〉(i,j)). 

而由算法不改变整个矩阵表示的区域[2],故得 
∧(i,j)∈Base〈m〉Cond(W〈m−1〉(i,j))⇒∧(i,j)∈T 2Cond(W〈m〉(i,j)). 

再对左式应用引理 3 得到 
∧(i,j)∈Base〈m〉Cond(W〈m〉(i,j))⇒∧(i,j)∈T 2Cond(W〈m〉(i,j)). 

由此得到命题当 k=m 时也成立.故命题对算法的所有迭代步均成立. □ 
定理 3(终止性). 算法一定在有限步终止. 
证明:由算法的循环控制语句都由有界的 for 语句组成,且循环体不修改循环控制变量值可以直接得到. □ 
在该处理的前提下,我们将区域的求补运算由原来对合取范式包含的所有约束进行操作改进为只对其中

的基约束集进行操作,因此,当合取范式所含约束的集合与基约束集大小相差甚远时,本方法有十分明显的优

势.为了形式地刻画本方法适用的范围,我们定义合取式上的一个偏序⊑c: 
定义 6. 任意给定合取式φ=∧i∈Iφi 和Ψ=∧i∈Jφi,φ⇔Ψ,若 I⊆J,则φ⊑cΨ. 
在该偏序下,本算法可视作求解一个公式的合取范式的极小公式问题.从几何角度来看,合取范式的极小公

式长度即为该公式所表示区域的边界个数.如例 1 中表示 D 的范式 nf(ΦD)=x1>1∧x1≤4∧x2≥1∧x2≤3∧x1−x2≤3∧ 
x1−x2>−2,该范式存在一个极小公式φl=x1>1∧x1≤4∧x2≥1∧x2≤3,有|φl|=4,即 D 有 4 条边界线(为一个矩形). 

因此,若一个公式φ的合取范式 nf(φ)存在一个极小公式φl⊑cnf(φ)且公式长度|φl|<|nf(φ)|,则使用本方法能节

省存储的空间以及相继操作的时间,且|φl|与|nf(φ)|差距越大,本方法在时空上的节省越显著.例如,刚刚提到例 1
中|φl|=4<6=|nf(ΦD)|,因而求解 D的补区域时使用本方法(即等价于通过使用φl而不是 nf(φ)进行求反)可以节省时

间.同样,对于例 3(如图 3 所示),D1∩D2 实际上等于 D1,其范式长度为 6,而该范式也存在一个长度为 4 的极小公

式(因其表示的区域也为一矩形块),故利用该极小公式取反求解 D1∩D2 的补区域比利用其范式求解所花费的

时间要少. 
本方法对 CDD 同样适用,只需在 CDD 原范式化过程中对每条路径应用的 DBM 范式化过程进行上述改进

即可.需要说明的是,CDD 的单个结点最多可对应于 DBM 相应的两个对称元素,如表示−2≤x1−x2≤3 的 CDD 结点

对应于类型为(1,2),(2,1)的 DBM 元素(M(1,2)=(3,≤),M(2,1)=(2,≤)).例如,在例 3(如图 3 所示)中将变量排序为

x=x1,y=x2,则相应的 T={0,1,2},对图中惟一一条终

端结点为 1 的路径,可应用改进后的范式化处理

过程:若令初始的 Base 集为 T2\{(i,i)|i∈T},其结果

Base 将是{(1,0),(0,1),(2,0),(0,2)},即 x-y 对应的约

束被排除在结果的基约束集之外,从而在对该区

域求补时,只需对 x和 y结点进行处理即可.其求补

结果对比情况如图 4 所示.其中,C5 为对原范式 C4

直接进行求补的结果,C6 为对 C3 应用改进后的范

式化处理后再根据所得基约束集(不含 x-y 结点对

应的约束)求补的结果.容易看到,由于范式化的改进,在随后的求补操作中避免了对导出约束的计算,不但节省

了时间,还直接减小了结果数据占用的空间. 
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Y

X
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Y 

X 

Fig.4  Comparison between the examples of before and 
after using the new normalization method 

图 4  应用新的范式化方法前后的对比实例 

3   结  论 

本文给出了时间区域数据表示中冗余信息的一个检查与消除的方法,并证明了该方法的正确性. 
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冗余信息消除是数据存储中的核心问题.各种数据结构一般都存在相应的消冗处理.如 CDD 本身通过结点

排序、区间分割(消除区间重叠造成的冗余存储)、等价结点共享等方法来避免冗余信息的存储.另外,CDD 的

范式化过程利用对其包含的各个凸区域进行相应的 DBM 范式化处理可检查和消除表示空区域的路径及其结

点.但本文所指的这类冗余信息问题并未在 CDD 和 DBM 现有的操作中得到解决.这类冗余信息有些是由原范

式化处理生成(如例 1),有些是由其他操作造成(如例 3 中由两 CDD 相交后生成的 CDD(C3)的 x-y 结点),这些冗

余信息会造成如区域求补等操作中不必要的计算.而本文针对此类情况给出的方法则在多数情况起到了很好

的效果,尤其是当公式的合取范式的极小公式长度与范式长度相差越大,本方法(与原方法相比)效率越高.值得

说明的是,由于本文对原算法的主要改进只是将矩阵各元素按 Base 和非 Base 集分类存储,Base 的修改过程也

只是随迭代过程加入了对 k 和 i,j 值的简单比较,因而算法的复杂度仍和原算法相同,即使遇到当极小公式长度

与范式长度十分接近甚至相等时的较坏情况也不会对原算法造成较多负面影响.我们对该方法进行了一定的

测试,如对例 3 中两个区域求交后的结果,我们分别用改进前后的方法进行一次求补(结果分别为图 4 中的 C5

和 C6),得到改进前耗时为 0.001 089 秒,改进后为 0.000 684 秒.而对其进行连续两次求补得改进前耗时为

0.001 725 秒,改进后为 0.001 220 秒.我们又随机抽取了一些区域,其实验结果由表 1 给出,其中列出了算法对给

定区域进行求补所消耗的时间及中间计算的 DBM 个数,将范式化方法改进前后的运行情况进行了对比(算法

运行的硬件平台为 SUN SPARC Server 1000E,操作系统为 SUN Solaris 2.5).实验数据表明,由于可以避免相继的

大量无用计算(相继的操作由于在结果上有依赖关系,故有一定的放大效应),上述方法对算法性能的提高是及

其明显的,而且注意到随着时钟变量数的增多,算法消耗资源的增长速度相对缓慢,远远低于改进前的增长速

度,这也从实践角度有力地证明了该方法所具有的价值. 
Table 1  Experimental results before and after an improvement of normalization 

表 1  范式化方法改进前后的实验结果 
Negation once (s) Negation twice continuous (s) Time 

 
No. of clocks Before improved After improved Before improved After improved 

2 0.028 0.010 0.072 0.014 
4 39.620 0.048 67.611 0.055 
6 167.081 0.124 241.220 0.143 

15 483.752 3.236 634.473 4.172 
30 1 163.053 8.257 1 542.326 9.347 

Negation once (No. of DBM) Negation twice continuous (No. of DBM) DBM 
 
No. of clocks Before improved After improved Before improved After improved 

2 16 9 46 23 
4 35 12 1 044 21 
6 51 12 1 060 21 

15 164 45 1 683 83 
30 371 86 2 456 127 

另外,从实验数据也可以看出,算法的开销并不随时钟变量个数的增长而简单地递增,还取决于区域的边界

形状.因此,在今后的工作中,我们还将考虑根据边界的不同情况作进一步的优化存储和处理,并根据实际需要

对算法作进一步的改进. 
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