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Manhattan空间有障碍的最短路径和 3-Steiner树算法
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Abstract:  Finding networks with minimal cost to connect points is a key problem in VLSI design, which can be 
described as obstacle-avoiding shortest path and minimum Steiner tree problem according to whether the number of 
points is greater than 2. Connection graphs, such as track based on graphs GC  and GT  and free area based graphs 
GF and GG, are effective tools for the shortest path problem, which is the foundation of the Steiner tree problem. 
The contribution of this paper includes three points: The dynamic algorithms for querying the shortest path between 
two points on each connection graph are designed and analyzed for the first time; secondly, all algorithms for 
Steiner problem on each connection graph are analyzed; The number of candidate Steiner points is reduced from 
O((e+p)2) to O((t+p)2) in the 3-Steiner algorithm on GC, where e, t, p presents the number of edges, extreme edges 
of obstacles and terminals; An average Θ(t) algorithm for 3-Steiner problem are designed on GG. 
Key words:  VLSI design; connection graph; shortest path; minimal Steiner tree 
 
摘  要:  在 VLSI 设计中,多点互连是物理设计阶段的关键问题之一,而互连的点数等于 2 或大于 2 分别对应于

Manhattan 空间上有障碍时的最短路径问题和最小 Steiner 树问题,显然前者是后者的基础.连接图是研究最短路径

问题的有效工具,已有的典型连接图包括基于轨迹的 GC 和 GT 以及基于自由区的 GF 和 GG.工作包括 3 个方面:设计
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并分析了在各种连接图上实现动态的点对之间的最短路径查询算法;分析了在各个连接图上构造 3-Steiner 树的算

法,对于已有的 GC 上的 3-Steiner 算法,将其 Steiner 顶点的候选集合规模从 O((e+p)2)降低到了 O((t+p)2),其中 e,t,p
分别表示边数、障碍极边数和顶点数;设计了在 GG上的 3-Steiner 树构造算法,其平均情况时间复杂度只有Θ(t). 
关键词:  VLSI 设计;连接图;最短路径;最小 Steiner 树 
中图法分类号: TP301      文献标识码: A 

在有障碍时求两点间的最短路径是机器人设计、VLSI 布线设计和地理信息系统中的基本问题.由于设计

规则和工艺的要求,VLSI 设计中的布线问题有以下特性: 
(1) 布线空间为 的有限平面网格; nm×

(2) 电路元件和已布好的线成为新的布线的障碍; 
(3) 两点间路径和障碍的边均为水平或竖直边. 
现有的算法分为两类:走迷宫(maze-running)算法和线搜索(line-search)算法. 
Lee 算法[1]为第 1 个走迷宫算法,采用的是广度优先搜索方法.此算法的缺点在于其时间和空间复杂度均为

,且每个节点需 O 字节存储空间,其中 L为源节点到目标节点的最短路径长度.Lee算法有许多改进

版本:Akers

)(mnO )(log L
[2]引进一种编码策略,使每个节点的存储空间只需 2 字节而与 L 无关;Soukup[3]提出一种将深度优先

搜索与广度优先搜索相结合的方法,以“不改变方向”为启发策略,提高算法性能,但无法保证得到最优解. 
迷宫算法基于单位格点搜索,故在时间和空间上是低效的.为此,人们提出了线搜索算法.基本思想是构造

一个代表障碍和节点位置的图,通过在图中寻找最短路径得到原格点中的最短路径.此类算法有以下特点: 
(1) 构造的图比原单元格点图稀疏,因此而导致算法时间复杂度降低; 
(2) 构造的图中的路径与原网格中的路径可以对应起来.对源和目标节点,构造的图中存在与原网格中的

最短路径相对应的路径. 
较早的此类算法由 Hightower[4]提出.后来有一些较新的线搜索算法基于计算几何的方法,如 Clarkson[5]等,

计算几何算法的时间复杂度较低但实现过于复杂而难以在实际中应用.Zheng[6]引入了一个强连接图,其算法时

间复杂度为 O(e2),其中 e 为所有障碍的总边数,它同时采用 *A 算法和“不改向”启发策略,有较好的实用性.Wu[7]

引入一个很小的连接图,称为轨迹图(track graph).它不是强连接图,但对例外情况有简单而有效的处理.该算法

的时间和空间复杂度分别为 ))log()(( tkeO + 和 ,其中 t 为障碍的极边数,k 为轨迹的交点数,且 k= O(t)( keO + 2).
在最坏情况下,t=e,k=e2.文献[8,9]中给出了基于自由区定义的连接图,其顶点数和边数分别为 O 和 ,

为现有的线搜索算法中复杂度最低的一种. 

)(t )log( ttO

而连接图需要完成的工作不仅包括两点之间的最短路径,连接多个顶点的最小 Steiner 树[10]是进一步需要

研究的对象.在无障碍的 Manhattan 空间中,有一系列关于最小 Steiner 树的性质[11,12]和求解的近似算法[13],而在

有障碍的情况下,文献[10]给出了在矩形障碍区域下的对应性质,并给出了几个基本算法,这些算法所使用的连

接图等价于边连接图 GG,并且采用基于对候选点集合进行枚举的方法效率很低,无法满足 VLSI 中实际运用的

需要.显然,有必要采用高效连接图来提高求解效率. 
本文第 1 节简要描述了本文中涉及的概念(并在文献[12,14]中给出严格和详细的描述)和已有的结论.第 2

节分析了在各个连接图上实现点对之间的路径查询的方法.第 3 节分别在 GF,GT,GG 上设计求 3 点之间 Steiner
树的算法.第 4 节总结了分析和比较的结果,并给出了进一步的研究方向. 

1   基本定义及特性 

1.1   最短路径和连接图 

在 Manhattan 空间上,两点之间的距离定义为其横、纵坐标差值之和,所有路径只能沿水平方向和竖直方向

设置,这使得在该空间上对路径、多边形、凹凸性等的定义方式和性质与欧氏空间大不相同(关于这些概念的

严格定义和基本性质参见文献[14]).一个最重要的结论是:两点之间的最短路径的长度若等于其距离,则不包含
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改变方向的边,即极边,如图 1 中 s1,t1 所示:从 s1 到 t1 其水平边均为从左到右,竖直边均为从下到上;在有多边形

障碍的时候两点之间的最短路径要么等于其距离,如图 1 中 s2,t2 所示,要么必然包含障碍的极边,如图 1 中 s3,t3

所示.这些结论使得任意最短路径可以用很少的极边来描述,用障碍上的边特别是极边构造出的连接图上可以

表示任意两点之间的最短路径,从而使得构造与搜索区域面积无关的最短路径算法成为可能. 
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s2

t2 
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ob4

ob3

ob1s3
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Fig.1  Rectilinear shortest paths in presence of obstacles 
图 1  有障碍的 Manhattan 空间上点对间的最短路径 

现有的 4 种典型的连接图如图 2 所示:GC 由所有障碍的边界上的边所在的轨迹的交点所构成的网格定

义,GT 由障碍上的极边上的轨迹的交点所构成的网格定义,GF 基于极顶之间的矩形自由区定义,而 GG 定义在广

义自由区的概念上.其性能比较见表 1(其中 e 为障碍上的边数,t 为极边数),由于求两点之间的最短路径与连接

图是否为强连接图以及连接图的边数直接相关,显然在性能上的排序应该是 GC<GT<GF<GG. 
 

 

         

 

 
(a) GC                                     (b) GT 
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(c) GF                                   (d) GG 

Fig.2  Four kinds of connection graphs 
图 2  4 种典型的连接图 

可以看到,对连接图的设计和性能分析都是基于两点之间的最短路径,而没有对多点路由的性能进行分析

比较,显然是不足的.本文将分析它们在这方面的特性,其基础为多点间互连的最小 Steiner 树算法对连接图的 
要求. 
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Table 1  Comparison among four kinds of connection graphs (GC,GT ,GF,GG) 
表 1  4 种典型的连接图 GC,GT ,GF 和 GG 的对比 

 GC GT GF GG 
Number of vertices O(e2) O(t2) O(t) Θ(t) 
Number of edges O(e2) O(t2) O(tlogt) Θ(t) 

Maximum degree of vertices O(1) O(1) O(t) Planar graph 
Construction complexity O(e2loge) O(t2logt) O(tlogt) O(tlogt) 

Uniqueness Yes Yes Yes No 
Strongly connected graph Yes No Yes No 

Planar graph Yes Yes No Yes 
Track based Yes Yes No No 

Free area based No No Yes Yes 

 

1.2   最小Steiner树 

定义 1(一般的最小 Steiner 树问题). 给定无向加权图 G ),,( wEV= 和其顶点子集U ,ST 为 G 的子树,且
,则称 ST为点集U在图G上的 Steiner树,记其集合为 ,

V⊂
U−)(STVU ⊂ ),UG(Steiner STVv∈ )
(

),
STw

UG

(
min

(SteinerST∈

称为 ST上的 Steiner
点,记为 ;记 Steiner 树的权值 为所有边权之和.若)(STSteiner )(STw ))opt(STw = ,则称 STopt 为 U

在 G 上的最小 Steiner 树,记为 ,记 U 在 G 上的最小生成树为 .若图 G 定义在 Manhattan 空间

上,即顶点集 V 为 Manhattan 空间上的点,两点之间的边的权值等于其 Manhattan 距离,则称 为

(minimal rectilinear Steiner tree),称顶度数大于 2 的 Steiner 点为非平凡 Steiner 点(以下除非特殊说明,
图都定义在 Manhattan 空间上,且 Steiner 点均指非平凡的 Steiner 点).MRST 性质如下: 

),(opt UGST )U(MST

),(opt UGST

)(UMRST

定理 1[12]. MRST 问题是 NP-Hard 问题. 
定理 2[11](Hanan 定理). 上的 Steiner 点均在经过 U 的水平线和竖直线的交点上,如图 3 所示. )(UMRST

定理 3[11]. )).(()3
2())(( UMSTwUMRSTw ≥  

定义 2(问题定义). 对 ),( PINOBSPP = [10],其中 OB 为障碍集

合 , 为顶点集合 ,OBNPIN −⊂ 2 pPIN =

Uobi
B

∈
=′

ST

,令 为

G

),( SPPSPPSPP EVG =

OB iobin )(

),( SPPopt PING

0 在 上的生成子图(不失一般性,我们限制障碍为凸多边

形(对凹多边形的情况讨论请参见文献[9]).同时 ,为描述方便 ,设
定义在 上

OBN −2

SPP ON −2G B′ [14],其中 O ),则在包含障

碍 OB 的网格面 N2 上求连接点集 PIN 的最小 Steiner 树问题可描

述为:求 PIN 在 GSPP 上的最小 Steiner 树 ,简记为

OAMRST(SPP)(obstacle-avoiding minimum rectilinear Steiner tree),
同样定义 OAMST(SPP)为 GSPP上连接 PIN的最小生

成树 .如图 4 所示 ,对 }4,,,{ 321 vvvvPIN = ,实线为

OAMST, 虚线为 OAMRST, 其中方块点 s1,s2 为

Steiner 点. 

Fig.3  Hanan theory 
图 3  Hanan 定理
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Fig.4  Minimum Steiner tree in presence of obstacles 

图 4  有障碍情况下的最小 Steiner 树示意图 

有几个基本结论如下: 
定理 4[10]. OAMRST 为 NP-Hard 问题. 
定理 5[10]. OAMRST(SPP)上的 Steiner 点在

上(称 G)SPP(CG c 为 Escaping Graph[10],同时,障碍集

合仅定义为矩形区域,互连点集合定义在障碍的边

界上). 
定理 6[11].  )).(())((2 UOAMSTwUOAMRSTw ≥×

在定理 5 的基础上,我们又可以给出更简化的

约束条件,首先有如下定义: 
定义 3(顶点退化的实例). 对 PIN 上的顶点 pin

视为退化的多边形障碍 ,即其上下左右极边)( pinob
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重合在该顶点上,得到实例 ,称为对 SPP 退化后的实例. )),)((( ∅= ∈UU pinobOBSPP PINpinde













 +∑
−

=

 
)(2

0

2

t
i
pe

O MST

p

i

0

p

i
∑
−

=

),,( wEVG =

|)|||||log|(| 2 EVVVO +

) )log( 2 ttO

)(),( ii tvdtvu
)()(),( jiji tvintvintvtv I=

), ji tv

∅≠)),( jk tvtvin

),( ji tvtv {th=

}{ itv=

}{ itv= =

UU
OBob

i
i

obExR
∈

)( OBN −= 2

11 jxi tvp 22 jyi thth p AFs∈

)(sAF

)(sAF )(sAF

OBNs −= 2)( OBNts −∈ 2

仍然有定理 4的结论,定理 7给出了最简单的完全构造算法,注意到,Steiner树上的 Steiner顶点至多为

个,故将所有可能的方案枚举一遍的时间为 ,其中 t 为求 k 个顶点的最小生成

树的时间.注意到,定理 2 给出在无障碍情况下算法的时间为 .在有障碍的情况下,连接方案的

数量和求单个方案的代价都极大地增加了,问题的难度相应也有所增加,算法所需的时间往往超出实际能接受

的范围,人们对该问题所得到的算法结果十分有限.显然,对每对顶点都在连接图上来求其最短路径是不合算

的,因而研究在不同的连接图上点对之间的最短路径算法就成为了一个基本任务. 

2−p






+ )( ip

 
2 2

t
i

p
MST′









)(kMST

)i+( p

2   点对之间最短路径的查询 

在连接图上求所有点对之间的最短路径有两种方法,其一,在连接图(除 GG 以外,因为其构造与 PIN 上的顶

点无关)上考虑 PIN 上的顶点,求出 PIN 中的点对之间的最短路径;其二,只考虑障碍得到连接图,求该图上关键

的顶点之间的最短路径,对任意不在障碍上的顶点对之间的最短路径,通过某种算法用关键点对之间的最短路

径求得,即查询得到.对给定的无向非负加权图 ,求点对之间的最短路径可用 Johnson 算法和用

Fibonacci 堆实现的优先队列在 时间内完成.而若图 G 为平面图,则可用 Frederickson 的

快速算法[15]在 时间内得到.对于第 1 种方法,存储空间需要 ,而 G)|(| 2VO

)(( 22 pt +

)( 2pO C,GT 和 GF 所需的时间分别为

, 和 .然而在 VLSI 中,每个网络的顶点数 p 很小,而网格数 n 极大,显然这种方

法不可取.以下我们分别对各个连接图考虑第 2 种方法. 
))(( 4peO + O

2.1   基于轨迹的连接图GC和GT 

注意到这两个图的共同之处非常明显,都是基于障碍上的边界的轨迹所构成的网格,所不同的只是后者将

边界限制在极边范围内.因而我们首先分析轨迹的特性. 
定义 4(相邻轨迹). 对竖直轨迹(关于轨迹等的基本概念请参考文献[14])集合 )},,({ udxtvTV i == 按其 x 坐

标 排 序 为 , 其 中 分 别 为 tv)()( 1+≤ ii tvxtvx
)](), ii tvutv

i 的 y 坐 标 的 最 大 和 最 小 值 , 记 轨 迹 区 间 为

;对 tv([)( i dtvin = i,tvj,记 in ;若两条轨迹 )( jtvx)( itvx < , ,且在矩

形区域 中不包含障碍中的点,同时不存在第 3 条轨迹 tv

∅≠),( ji tvtvin

)()( ki tvxtvx <

()](),([ ji intvxtvx ×

()](), ji tvintvx ×

),(() ki tvtvin UI

AF

([ tvx

,( ji tvtvin
k ,使得 ,

且 ,则称 tv

)( jtvx

), jtv

<

itvi ,tvj相邻,记为 ;称矩形区域 为

tv
jxi tvtv p

,,( rlyii,tvj 的邻接区域,记为 .对于水平轨迹集合 TH )}= ,同样定义 th 和 等

对应概念. 
jyi thp (thAF ), jthi

引理 1. 对 GC 上的竖直轨迹 TV 和水平轨迹 TH }{ ith= ,  

,即 G

UU pp jyijxi ththtvtv ji AFOBtvtvAF ()),(( =−

)),( OBtvtv ji − OBN −= 2
C 上水平轨迹和竖直轨迹所构成的邻接区域集合分别将障碍外的点完全覆盖. 

引理 2. 对 GT 上的竖直轨迹 TV 和水平轨迹 TH }{ ith ,  

,即除部分空极区中的点以外,对 G

U p jxi tvtv ji OBtvtvAF )),(( − =
∈
UU

OBob
i

i

obExR )(

U p jyi thth ji OBtvtvAF )),(( − T 有和 GC 相同的结论(空

极区的概念请参考文献[14]). 
定义 5(一般顶点在轨迹图上的邻接区和邻接顶点). 对任意点 ,若 s 不被包含在任意一条轨迹

上 ,由引理 1 可知 ,存在 tv 和 ,使得

OBNs −∈ 2

( ), 22 ji AFth I ),( 11 ji tvtvth ,称  ),( 22 ji ththAF AF I

),( 11 ji tvtv 为 s 的邻接区,记为 ;否则(对图 GT 所定义的轨迹集合),s 在障碍的空极区内,则定义包含 s,边界

为轨迹和障碍边界的最小区域为 s 的邻接区 .称 包含在轨迹上的顶点为 s 的邻接顶点,记为 .
对于 s 被包含在某一轨迹上的情况,将该轨迹视为退化的两条平行轨迹处理. 

)(sAV

引理 3. ,且对任意 或者AF
OBNs −∈ 2U , , )()( tAFsAF = ,或者 ,或

者 为一条轨迹上的线段或边. 

∅=)()( tAFsAF I

)(t)( AFsAF I
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引理 4. 对任意 ,都有 | . OBNs −∈ 2 }4,3,2{|)( ∈sAV

引理 5. 在图 GC 中,对任意 ,都有 .对 GOBNs −∈ 2 )()( CGVsAV ⊂ T 有相同的结论. 

从而我们可以依赖已经得到的连接图上的点对之间的信息得到任意点对间的最短路径. 

定理 7(基于轨迹的连接图上点对间最短路径查询). 对 ,在 GOBNts −∈ 2, C 或 GT 中,若 ,使得

,则连接 s,t 的最短路径 在该区域中且路径长度等于两点之间的距离(如图 5(a)所示);否

则,如图 5(b)所示,

jxi tvtv p∃

),(, ji tvtvAFts ∈ ),( tsSP

=)),(( tsSPρ )},()), ttt jji(()min
),(

sSPsitsAVs ji
,({

)(
s

tAV
ρρρ ++

∈∈
,即 s,t 之间的最短路径可以通过连

接各个顶点在该连接图上的邻接顶点以及邻接顶点之间的最短路径得到. 
 

v3 

v1 v2

Adjacent tracks of  
edges on blockage 

t1 

s

s1 

t

t2 t3 

t4 

s2 s3 

s4 

 
(a)                              (b) 

Fig.5  Querying the shortest path in GC and GT 
图 5  GC 和 GT 上点对之间最短路径的查询 

对于含有 O(n)条轨迹的连接图,显然其顶点数和边数均为 O(n2),且注意到该图为平面图,从而建立该图上

点对之间的最短路径长度查询的矩阵需要 O(n4),存储需要 O(n4)空间.利用在存储池中实现的邻接图来表示同

方向的轨迹的相邻特性,按 x,y 坐标将连接图上的顶点散列在存储池中,则判断两点是否处在同一个相邻区域中

只需 O(logn)时间,同时得到顶点的邻接顶点需要 O(logn)时间,由引理 5 可知,每个点的邻接顶点数为常数,从而

查询两点之间的最短路径需要 O(logn)时间. 

2.2   基于自由区的连接图GF 

已知 G ,显然该图的组织形式与上面的基于轨迹的连接图极不一致,由于 G)(OBF F 的顶点均为极顶,故要利

用 GF 的信息必须要求两点处在不同的自由区内,从而,对 (不妨设其均不为 GOBNts −∈ 2, F 的顶点),求最短路

径分为两步: 
(1) 判断以 s,t 为对角顶点的矩形区域是否为自由区,即其中是否含有极顶.若没有,则显然该矩形区域内任

意没有极边的路径为连接它们的最短路径,即有 ),(),( tsts
FG ρρ = ; 

(2) 定义 AV(s)={v|〈s,v〉∈E(GF(OB∪{ob(s)}))}为顶点 s 在 上的邻接顶点,即为将 s 视为退化的障碍

得到的自由区连接图上该顶点的相邻顶点 ,显然这些顶点均为极顶 .令
)(OBGF

+=
∈∈

),({min),(
)(),( itAVtsAVsG ssts

ji
F

ρρ  

)},()),(( tttsSP jjiGF
ρρ +

)})(),({( tobsobOBGF U

,其中 为图 G),( uvSP
FG F 上极顶 u,v 之间的最短路径.显然,(1)所定义的情况对应于在图

上 s,t 之间存在边的情况.又 为定义在退化的 上的强连接图)(OBGF deSPP [8],故有结论 
如下: 

定理 8(自由区连接图上的点对间路径查询). )),((),( tsSPts
FG ρρ = ,即按上面方式得到的最短路径是正 

确的. 
)(OBGF 上 | , )|)(| tOV = log(| ttOE = ,故对(1)的情况作判断需要 O(logt)时间;对于情况(2),关键在于求任意

点的邻接顶点,显然可以按照构造 GF的方式得到,即用扫描线方法构造,其主体思想为:对 s的 4个象限上的构造

显然是完全类似的,如图 6(a)所示,若在顶点 s的右上方向有极顶 t,则在阴影区域( , ) )内的极顶不

可能和 s 得到自由区,在下一次 y 扫描( ) )中无须考虑 的顶,如此直到构造结束.该算法的正确性

在文献[8,9]中得到保证.显然,构造相邻顶点集合的复杂度为

) (uyy >(uxx >
(uy>y )(uxx >

|(log tO |))(sAV+ ,查询的复杂度为 .注)|)( 2sAV(|O
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意 到 | , 故 的 期 望 值 ( 构 造 平 均 复 杂 度 ) 为 O(logt), 而 在 最 坏 情 况

下 , )| ,如图 6(b)所示 ,故在 G

)(|)( )})({( sdsAV sobOBGF U=

(|)( tOsAV =

∅≠21 gg FF I

)( gPUVs∈

|)(| sAV

Pg

F 上查询两点之间距离的最坏情况复杂度为 O(t2),而平均情况为

O(log2t). 

=e

)(|)(| tPUV g Θ=

OBNts −∈ 2,

gg PF ∈ s

)gP

)g∈

ggg PFF ∈21,

21) gg FF I=
1gFs I∈

(s

gP ,)(),( gFtAFsAF ⊆

(

∈

)), ts
GGρρ =

gP AFtsRsAF I ),()( ⊂

)(sVA t′

∈ gFI

)(sAF I

)() sVA t′U

 
 

(s )(tAVs

 

     

 

ob1

ob2

obi

obk obk−1

s  
(a) Plane scanning algorithm                        (b) Worst case 

(a) 扫描构造算法                          (b) 最坏情况构造 

Fig.6  Adjacent vertex of s in GF 

图 6  点 s 在 GF 上的邻接顶点 

Search area Scanning line

Blockage 

u

S

2.3   基于正规划分的广义连接图GG 

类似于上面的情况,当用 GG 查询时,我们同样试图尽量利用在该图上已经能够得到的最短路径信息,为此,
必须将 GG 上广义自由区之间的关系转化为点之间的关系,有定义如下: 

定义 6(正规顶点). 对于正规划分[14] )(}{ 2 OBNUGFg −∈= ,顶点 ,若存在 使

得 (由正规划分的定义,知其为一条线段),且 s 为 e 的端点,则称 s 为正规划分 P

)(2 OBinNs −∈

(PUV g

ggg PFF ∈21,

(|)( tGG

g 的正规顶点,

记为 ,如图 7 所示.注意到,相邻的广义自由区至多有一条公共边,所以, | )|2|) E Θ== ,从

而有: 
引理 7. ,求UV 中任意两点之间的最短距离的时间复杂度为 O(t( 2). 

基于广义连接图的最短路径查询算法. 

对目标顶点 和广义连接图 GG 的一个正规划分 Pg(在这里考虑用扫描线算法构造的划分),首
先定义邻接区域和邻接顶点如下: 

(1) 若存在 使得 (in F ,则定义 s 的邻接区域 gFsAF =)( ; 

(2) 否则,存在 使得 ,也就是说,s 在广义自由区的边界上,则定义 s 的邻接区域

; 
2gF

AF

(3) 定义邻接区域上的正规顶点为 s 的邻接顶点,即 )()()( gPUVsAFsAV I= . 

在广义连接图 GG 上,可以采用与其他连接图类似的“查询”方式得到最短路径.首先计算出所有正规顶点两

两之间的最短路径,构造一个查询矩阵.查询算法如下: 

v1

v2

v6 

v5 

v4 

v3 R(v3,v5) 

 

Fig.7  Formal vertex and shortest path in GG 
图 7  GG 上的正规顶点和最短路径 

(1) 以 s,t 为对角顶点定义矩形区域 R(s,t); 
(2) 检查 s,t 是否在同一个广义自由区中 ,若存在

使得 即两个顶点处于同一个广

义自由区内或其边界上,根据广义自由区的定义,连接 s,t 之
间的最短路径等于其距离,即

gF

),(),(( tstsSP ρ= ,

如图 7 中点对 v1,v2 和 v3,v4 所示; 
(3) s,t 分属不同的广义自由区,且 R(s,t)与 AF(s)的边界

相交的边完全包含在两个自由区的相邻边界上 :即存在

使得 ,如图 7 中 vgF s)( 2,v4 和

v3,v5 所示.此时补充 s 的邻接顶点为 的两个

端点,定义为 .令 s 的新的邻接顶点集合为

),( tsR
AVt  

R(v2,v4) 

=)(s
AV .对 t 也有同样的定义 . 
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(4) 其他情况下邻接顶点集合不变.此时从 s 出发到 t 的路径查询就是完备的了.可以构造 s,t 之间的最短路

径,使其经过各自的邻接顶点.采用下式就可以得到 s,t 的最短路径: 
)},()),((),({min),(

)(),(
tttsSPssts jjiGitAVtsAVsG G

sjti
G

ρρρρ ++=
∈∈

. 

根据 GG 的构造方法,有如下结论: 

定理 9(基于广义自由区的广义连接图的点对间最短路径查询). 对任意两个顶点 按上述算

法构造的路径为连接 s,t 的最短路径,即
OBNts −∈ 2, ,

)),((),( tsSPts
GG ρρ = . 

从复杂度上分析,对图 GG, | )(| tV Θ= , )| (| tE Θ= ,构造查询矩阵的预处理时间为 O(tlogt).上述(2)的操作只需

Θ(logt)时间,而(3)和(4)的操作时间取决于 AF(s)边界的复杂度.在最坏情况下, )()( tOsAV = ,如图 8 所示,而在平

均情况下为 O(1);故查询两点间的最短距离的最坏情况复杂度为 O(t2),而平均情况复杂度为 O(logt). 

 

ob
1 ob2 ob3 obk−1 obk 

s

AV(s) 

 
Fig.8  Worst case of querying shortest path in GG 

图 8  GG 上点对路径查询的最坏情况 

3   3 点 Steiner 树的构造 

见表 2,在 VLSI 设计中涉及到的最小 Steiner 树的平均顶点数为 3.5 左右,其中 3 顶点和 4 顶点的网络占所

有两个以上的顶点网络的 74%.从而,求 Steiner 树的一个自然的想法是用完全算法得到 3 个顶点的互连方案,
然后作为一个基本单元应用到更多顶点的 Steiner 树实例上,如 G3S 算法和 B3S 算法[10].3 顶点的 Steiner 树只

有两种方案,其一为不增加 Steiner 点的 3 点互连,其二为增加一个 Steiner 点连接单个顶点.利用定理 5,基于连接

图 GC 求最优 3 点 Steiner 树需要的计算时间为 ,其中 t)( 2
steO s 为求两点之间的最短路径的时间.以下我们分析

在其他连接图上对应的性质、算法和复杂度. 
Table 2  Percentage of number of network vertices in SIGDA library of standard instances 

表 2  在 SIGDA 标准实例库上的网络的端点数的比例 
Number of vertices 2 3 4 5 6 7 8 9 10 >10 

Percentage in library 52.8 27.5 7.4 2.7 3.1 1.4 0.2 1.0 0.1 3.8 

3.1   基于极边的连接图GT 

与 GC 不同,GT 不是强连接图,原因在于对非障碍点只连接到最近的极边轨迹上.显然,若将完整的轨迹加入

连接图中将得到强连接图,即有如下结论: 
定理 10. 为强连接图. )( deT SPPG
定理 11. 存在 OAMRST(SPP)使得其中的 Steiner 点均为 的顶点. )( deT SPPG
证明:设 T 为一棵定义在 ),( PINOBSPP = 上的最小 Steiner 树,设其中存在 Steiner 顶点 s 不在 上,

设 ,则不妨设与其相邻的顶点 v
)( deT SPPG

3)( =sdT 1,v2,v3 分别从 x 正向、x 负向和 y 负向与 s 相连接(如若两个顶点到 s 的
方向是一致的,则可以增加 Steiner 顶点,使得整个树的代价减小,与 T 为最小 Steiner 树相矛盾).注意到 AF(s)不
会出现在某个空极区内(否则,如图 9(a)所示,注意到,由于空极区中点有两个方向上的布线必然会有相同的“后
续方向”,如图中 v1,v3 所示.故至多有两个方向的布线可以相互独立,最小 Steiner 树在该区域的 Steiner 点的度数

至多为 2,与我们的假设矛盾),故可设存在 tv , ,使得 s 处在这 4 条轨迹形成的矩形区域中,不失

一般性地假设 s 的邻接区 AF(s)就是这个矩形区域,如图 9(b)所示.考虑如下两种情况: 
1jx tv1i p 22 jyi thth p
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s
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v′1v′2

v′3

thi2 

thj2 tvj1 tvi1

 

(a)                                 (b) 

Fig.9  Probable distributions of Steiner points outside of graph  )( deT SPPG
图 9  不在图 G 上的 Steiner 顶点的可能分布 )( deT SPP

(a) v1,v2 都不在 之间: 22 , ji thth

(a1) 若子路径 sv1,sv2 均首先与 相交,如图 10(a)所示,则将 s 移动到 s′,使得2jth 2iths ∈′ , 的

方向向上),由于 s 的邻接区 AF(s)中不包含障碍的点,故所得到的 Steiner 树是合法的,显然其代价为  

UssDirt =′)( (

w

ss ′

)(T −
),( ss ′ρ ,与 T 为最小 Steiner 树相矛盾; 

(a2) 否则,不妨设 sv1 首先与 相交,如图 10(b)所示,设 sv2ith
(),2 y

3 的第 1 条边(由假设,该边为竖直边)上的另一个

端点为 ,令 ,则将 Steiner 顶点 s 移动到3v′ ))(max(),(( 3vthysxs i ′=′ s′ 上而得到的 Steiner 树的代价为

),(s)( sTw ′− ρ ,同样与 T 为最小 Steiner 树矛盾; 

s 

v2 v1 

v′1 v′2 
thi2 

thj2 s′ 

    

 

s

v3 

v1 

v′1 v′2

v′3

thi2 

thj2 

s′

 
(a)                                                       (b) 

Fig.10  Two sub-cases of (a) in proof of theory 11 
图 10  定理 11 证明中情况(a)的两种子情况 

(b) v1,v2 至少有一个在 th 之间(如图 11 所示):不妨设为 v22 , ji th

2 ,ith
1,则 v1 必然是一个 Steiner 顶点,否则其轨迹使

得 th 不能成立.取 T 在 之间的那些点集为 S,则有22 jyi thp 2jth )(TSteinerS ∈ , Ssv ∈,1 .令 

},,),(,..,|)({ 2相交首先与且 ju thvuTEvutsSuSTVvS 〉〈∈〉〈∈∃−∈= 令 ))()((min 2 sythy jSsu −=
∈

∆ , 

},,),(,..,|)({ 2相交首先与且 id thvuTEvutsSuSTVvS 〉〈∈〉〈∈∃−∈= 令 )).()((min 2iSsd thysy −=
∈

∆  

显然有 0,0 >> ud ∆∆ .定义点集 ),(|),{( ∆∆ −= yxyxS }S∈ 为将 S 中的顶点位移∆得到的顶点集合,则保持拓

扑连接不变,当 ud ∆∆∆ ≤≤− 时得到的点集 与原先的边构成合法的 Steiner 树 ,其边权代价为 ∆S ∆,ST

∆∆∆ ×+×−= ||||)()( , duS SSTwTw . 

 因为 T 为最小 Steiner 树 ,故对于 ud ∆∆∆ ≤≤−∀ ,都有 )()( , TwTw S ≤∆ ,显然可以得到 | ,即

.此时将 S整体上移

||| du SS =

)()( , TwTw S =∆ u∆ 或整体下移 d∆ ,即减少了在 th 之间的 Steiner顶点的数量,不断重复上

面的过程,直到 S=∅为止. 
22 , ji th

 对竖直轨迹做类似的操作,可将 Steiner顶点移动到连接图的顶点上,同时不增加所得到的 Steiner树的代价.
上面的证明方式也可以简单地用于 4)( =sd 的情况. □ 

 对于 | ,定理 11使得 Steiner点的候选集合的规模由 降低到 ,注意到,当障碍完

全由矩形区域构成时,两者是一致的,而对一般的多边形障碍,这极大地减小了候选集合的规模.显然,对于 3 点

pPIN =| ))(( 2peO + ))(( 2ptO +
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Steiner 树,如果已经建立了点对之间的最短路径查询,连接图 GT 上的构造算法的复杂度为 O(t2),否则为 O(t4). 
 

S

thi2

thj2

Su

Sd

∆u 

∆d 

 
Fig.11  Case (b) in proof of theory 11 

图 11  定理 11 证明中情况(b)的示意图 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3.2   基于自由区的连接图GF 

由于该图为强连接图,且注意到若需要互连的顶点之间的最短路径与其距离不相等时必然经过 GF 的顶点,
故若将 Steiner 点限制在图 GF 的顶点上,可以得到对最小 Steiner 树的一种近似.图 GF 上的顶点数为 O(t),根据上

面对点对之间路径的查询的结论,该近似算法的最坏情况复杂度为 O(t2),而平均复杂度为 O(tlogt).显然,这种近

似没有充分地利用 Manhattan 空间中路径的信息,需要作一些改进,这些改进涉及到 Manhattan 空间上路径的区

域表示和图 GF 上的对应表示的问题,参见文献[9],此处不再详述. 

3.3   基于正规划分的广义连接图GG 

GG 有如下两点性质: 
(1) 注意到一个正规划分 Pg 能完全覆盖整个没有障碍的区域,对连接顶点 v1,v2,v3 的最小 Steiner 树,若其中

包含 Steiner 顶点 s,则存在 gg PF ∈ 使得 gFs∈ . 

(2) 定义点 v 到线段 e 的最短距离为 ),(),( ,evuvev ρρ = ,其中点 eu ev ∈, 使得 )),((min),( , uvSPuv
euev ρρ

∈
= ,这可

以由规范路径得到(请参见文献[14]). 
求 3 点间最小 Steiner 树的算法如下: 
(1) 若顶点 v1,v2,v3 在同一个广义自由区中,即存在 gg PF ∈ ,使得 { ,由于广义自由区是凸区域,

故可直接按照无障碍时的情况求解; 
gFvvv ⊂},, 321

(2) 否则,对于正规划分 Pg 的每个广义自由区 Fg,定义如下点集: 
(a) 对 gFvvvv −∈ },,{ 321 ,令 ,即为自由区外的顶点 v 到达自由区 F}..,|{),( , eFFtsPFuFvB ggggevg =′∈′∃= I g

所可能经过的那些顶点的集合,如图 12 所示. 
(b) 对 ,令gFvvvv I},,{ 321∈ }{),( vFvB g = ,在同一个广义自由区的顶点 ,其最小 Steiner 树上的

Steiner 点记为 (对没有 Steiner 点的情况,设 为 3 点中任意一点). 

},,{ wvu

}),,({ wvuStPt }),,({ wvuStPt
(3) 枚举各种互连方案,在这些方案中选取代价最小的,如图 12 所示. 

})).,,({,(),(min 3,32,21,1,
3

1 ,),(, ,
jjjjiii jiiiFvBuPFST uuuStPtuuv

gijiigg
G

ρρρ ∑ =∈∈
+=  

图 12 中为一种互连方案:v1,v2,v3 之间的 Steiner 树由广义自由区 Fg 内部和自由区外部的路径组成.自由区

Fg 的边界为{ ,边界上的点},, 321 jjj eee 3,2,1),,(, =∈ ievBu jiijii . 

定理 12. }})),({(min{})3,2,1|{,((
GSTiiopt vMSTivOBST ρρρ == ,其中 为 3 个顶点在有障碍情况下

的最小生成树,ST

})({ ivMST

G 为上面基于正规划分所求得的 Steiner 树. 
得到一个顶点 v 到所有的广义自由区边界的最短路径可以简单地在 )(tΘ 时间内得到;对于一个广义自由

区 Fg 中的 Steiner 树构造方案,直接与其边界的数量即 Fg 在 GG 中的顶点度数相关,最坏情况下有 O(t3)种,而平

均情况仅为 O(1).从而整个构造算法的最坏情况复杂度为 O(t4),平均情况为 O(t). 
注意到,最坏情况的产生在于构造方案的数量过大,从而一个有用的近似是:对不在广义自由区Fg内的顶点

v,取顶点 v 到广义自由区的边界 上最近的顶点 作为在此广义自由区中构造最小 Steiner 树的顶)( gFbound
gFvu ,
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点 ,即 )),((min)),((
)(, uvSPvuSP

g
g FbounduFv ρρ

∈
= ;否则 ,令 vu

gFv =, .取 ∑ =∈
+=′ 3

1 , ),(min
i FiiPFST g

gg
G

uvρρ ,({,( ,1, gg FFi uStPtuρ  

.这虽然不能保证得到最优解,但显然有较好的性能.注意到,该算法对每个广义自由区只求一次

Steiner 树,故其复杂度为

})),3 gFu

)(t

,,2 gFu

Θ . 
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Fig.12  Construction of 3-Steiner tree based on formal partitioning 

图 12  基于正规划分的 3 点间 Steiner 树的构造 

Fg

4   结论和进一步的工作 

本文中在各个连接图上所设计的算法的复杂度总结见表 3,可以看到,基于自由区的连接图在算法的平均

性能和对空间的要求方面明显优于基于轨迹的连接图.进一步的工作方向包括: 
(1) GG 上求点对之间最短路径的查询以及 3 点 Steiner 树的最坏情况复杂度很高,是由于顶度数过大,能否

设计出顶点度数为常数或对数的广义连接图,使得在最坏情况和平均情况下均有很好的性能; 
(2) 算法的高效实现和实验分析; 
(3) 在有障碍情况下求一般的最小 Steiner 树的快速算法. 

Table 3  Comparison among four kind of connection graphs 
表 3  4 种典型连接图的性能比较 

 GC GT GF GG 
Pretreatment O(e4) O(t4) O(t2logt) O(tlogt) 

Space complexity O(e4) O(t4) O(t2) O(t2) 
Length querying (worst) O(1) O(1) O(t2) O(t2) 

Length querying (average) O(1) O(1) O(log2t) O(logt) 
Querying shortest paths 

Path querying O(e2) O(t2) O(tlogt) O(logt) 
Time complexity (worst) O(e2) O(t2)  O(t4) 

Time complexity (average) O(e2) O(t2)  O(t) 
Space requirement O(e4) O(t4)  O(t2) 

3-Steiner tree 
optimal algorithm 

Pretreatment O(e4) O(t4)  No need 
Time complexity (worst)   O(t2) Θ(t) 

Time complexity (average)   O(tlogt) Θ(t) 
Space requirement   O(t2) Θ(t) 

Approximate algorithm 

Pretreatment   O(t2logt) No need 
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