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一类实际网络中的最小截算法
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Abstract: The minimum cut problem between two distinguished nodes in a undirected planar network with 
limited capacities on both nodes and edges is discussed. The traditional method reduces the node-edge-capacity 
problem to an only-edge-capacity problem. But this method does not maintain the planarity of a planar network, so 
the special qualities of planar networks can not be used. The traditional algorithm runs in time O(n2logn). In this 
paper, approaches that fully use the planarity of planar networks are presented. For an s-t network in which the 
source and the sink are on a same face, the minimum cut problem to the shortest path problem in a planar graph is 
reduced, thus an algorithm that runs in time O(n) is obtained. For a common planar network, another method that 
reduces the node-edge-capacity problem to an only-edge-capacity problem is presented. This reduction method does 
not destroy the planarity of a planar network, so that the problem can be solved in time O(nlogn). 
Key words: combinatorial optimization; network optimization; maximum flow; minimum cut; planar graph 

摘  要: 讨论了节点和边都有容量限制的无向平面网络中的两点间的最小截问题.传统方法是把节点和边都

有容量的网络中的最小截问题转化为只有边有容量的问题,但该方法用在平面网络时不能保持网络的平面性,
因此网络的平面性不能得到利用.使用传统方法的计算时间为 O(n2logn)(其中 n 为网络的节点数).给出了可以充

分利用网络平面性的方法.对源和汇共面的 s-t 平面网络,把最小截问题转化为平面图上两点间的最短路径问题,
从而可以得到 O(n)时间的算法;对一般的平面网络,给出了新的将节点和边都有容量的问题转化为仅边有容量

问题的方法,这种转化方法不破坏网络的平面性,从而可以利用平面网络中仅边有容量问题的计算方法,使原问
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题在 O(nlogn)时间内获得解决. 
关键词: 组合优化;网络优化;最大流;最小截;平面图 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A 

最小截问题是一个经典的组合优化问题.它和其对偶问题——最大流问题是计算机科学和运筹学等领域

的重要内容,在电力、交通、通信、计算机网络等领域有着广泛的应用.文献[1]对此作了很好的总结.对一般网

络中的最小截,目前最好算法的时间复杂度为 O(nmlog(n2/m)),其中 n 为网络的节点数,m 为边数[2~4]. 
由于在交通、通信、VLSI 等许多应用领域中存在大量平面网络[5],平面网络中的问题被广泛地进行了研

究[5~12].通过开发平面网络的特殊性质,可以得到比一般算法更快的算法.对源和汇共面的平面网络(称为 s-t 网

络),可以在 时间内获得最小截)(nO [12].对一般的平面网络,现在最好的时间复杂度为 )log( nnO [5]. 

目前,在最小截和最大流问题的研究中只考虑了网络的边有容量的情况.在实际的网络中,边和节点都会有

容量的限制.由于可以通过把网络中有容量的节点分裂成一条边的简单方法,把节点和边都有容量的网络中的

最小截问题转化为仅边有容量的问题[1,13,14],因此对一般网络来说,只需考虑仅边有容量就可以了. 

但是对于平面网络来说,这种转化不能保持网络的平面性[14].这样,对于平面网络中节点和边都有容量的问

题,目前最好算法的时间复杂度为 (即)log( 2 nnO ))/log(( 2 mnnmO [3],注意到平面网络中 ). )(nOm =
本文在仅边有容量的平面网络中的最小截问题算法的启发下,得到了节点和边都有容量的无向平面网络

中的最小截算法.在 s-t 网络中,把最小截问题转化为平面图中的两点间的最短路径问题,这样,利用文献[12]中
时间的平面图最短路径算法,可以在 内计算出最小截.对一般的平面网络,得到了一个新的把节点和

边都有容量的问题转化为仅边有容量的问题的方法,新的转化方法保持了网络的平面性.这样,利用文献[5]中仅

边有容量的问题的算法,可以使问题在 O 时间内获得解决. 

)(nO )(nO

)lognn(

1   问题描述和预备知识 

定义 1. 本文所指的网络是一个无向加权图 G ),( EV= ,其中V 为 的节点集合, 为边集合.在 中指定

两个节点 s 和 t,分别称为源和汇 .其他节点称为中转节点 .中转节点 v 上的权 称为 v 的容量 .边
上的权 称为该边的容量.G 称作网络的底图.在不混淆的情况下,直接用底图代表该网络. 

G E
) ≥v

G
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定义 2. 可以嵌入平面且使任意两条边互不交叉的图称为平面图.底图为平面图的网络称为平面网络.一
个平面图 G 嵌入到另一个平面中可以把平面划分成若干个区域,每个区域称为 G 的一个面,其中有一个无限的

面,称为外面.若平面网络 G 中的源 s 和汇 t 在同一个面上,则称它为 s-t 网络. 

定义 3. 令 A 为有向边 { }),(|, EjiAji ∈∈〉〈 的集合.称从集合 A 到实数集 R 上的函数 f:A→R 为网络 上的

一个流,若以下条件成立: 

G

 ∀〈i,j〉∈A, 0≤f(〈i,j〉)≤c(i,j), (1) 
 ∀i∈V−{s,t}, ∑∑

∈〉〈∈〉〈

≤〉〈=〉〈
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icjifikf
,,

)(),(),( , (2) 

则称相应的 为流 的流量.最大流是指具有最大流量的流. ∑
∈〉〈

〉〈
Ati

tif
,

),( f

定义 4. 集合 },{ tsVEC −∪⊂ 称为网络 的一个截,若 中任意一条从 s 到 t 的路径(s-t 路径)经过 的一

个元素.截 中元素容量的和称为该截的容量.容量最小的截称为最小截.仅由边构成的截称为边截. 
G G C

C
定理 1(最大流-最小截定理)[1,13,15].网络 中的最大流量等于它的最小截的容量. G
最大流-最小截定理说明了最大流和最小截问题是一对对偶问题. 

2   用带链对偶图中的截环表示原图中的截 

网络 G 中的一个截截断了 G 中任意一条 s-t 路径.注意到: 
命题 1. 如果在平面中用一个环把两个点 s 和 t 分开,则它可以截断平面上任何一条从 s 到 t 的路径(如图 1
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所示). 
命题 1 是拓扑学中的一个基本结论.我们希望利用这一性质,找到可以代表平面网络中截的环. 
定理 2[16]. 设 v 是平面图 G 的任意一个节点,可以把 嵌入到一个平面,使 v 在外面上. G
根据定理 2,总可以把平面网络 G 嵌入到一个平面,使源 s 在外面上.以下总考虑网络的这种平面嵌入. 
首先考虑节点没有容量的网络.在这种网络中,最小截只在边截中出现. 
定义 5. 对仅边有容量的平面网络 G ,构造 的对偶图G G′ .对任意边 Ge∈ ,定义 e 的对偶边 e 的权值

,作为 e 的长度.称
′

)()( ecec =′ ′ G′中包围原图 G 的汇 t 的环为边截环,如图 2 所示(加粗部分代表一个边截和相应

的边截环). 

t
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Fig.1  A circle in the plane cut any s-t path                 Fig.2  Graph G and its dual graph G′ 

图 1  平面上任何一个环截断任意一条 s-t 路径                 图 2  图 G 和它的对偶图 G′ 
定理 3[8]. G 中的边截和 G′中的边截环是一一对应的,且每个边截环的长度等于相应边截的容量.因此,G 中

的最小截的容量等于 G 中最短的边截环的长度. ′

定理 3 是许多仅边有容量平面网络中的最小(边)截算法的基础. 
我们希望在节点和边都有容量的平

面网络中得到类似的结论.对节点和边都

有容量的网络，如果希望用平面中的“环”
来代表网络中的截 ,则这些“环”不仅有可

能从边上截断网络中所有从 s 到 t 的路径,
还有可能从节点处截断这些路径.为此,对
节点和边都有容量的网络 G,先构造它的

对偶图的 .在 的基础上定义一个新图

:在 中加入 G 的所有中转节点;对任

一中转节点 ,它包含在 的一

个面 中,在 v 和 的所有边界节点之间

连一条边,定义这些边的长度为

G′
′

G′

V −
G ′′ G

v

},{ tsv∈

vf
G′

f

2
)(vc (如图

3 所示). 
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Fig.3  Primal graph G and its chained-dual graph G″ 
图 3  原图 G 和它的带链对偶图 G″ 

定义 6. 按照上述规则得到的图 仍为平面图,称它为 G 的带链对偶图,新加入的边称为链.类似边截环的

定义,称 中包围原图汇 t 的环为截环. 
G ′′

G ′′

定理 4. G 中最小截的容量等于 G 中最短的截环的长度. ′′

证明:一方面,对 中的任一截环G ′′ C ′′ 上的边,建立如下的对应关系:若该边是一条普通的边,取它在 G 中的

对偶边和它对应.若该边是一条链,则环 C ′′ 中必还有一条链和它相连于 G 中的一个节点.取该节点和这两条链

对应.这样,截环 就和 G 中边集合和节点集合的并集的一个子集 取得了一个对应关系.注意到 G 中

的任一条 s-t 路径必经过 C 中的一个元素,故 C 是 G 中的一个截,它的容量是截环

C ′′ EVC ∪⊂

C ′′ 的长度. 
另一方面,对 G 中的任意一个截 C,若 C 是一个边截,则由定理 3,可以在 G′中找到一个边截环,也就是 G 中′′
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tvv

的一个截环,它的长度为 C 的容量.若 C 是一个包含节点的截,对于 C 中的每个元素,若它是一条边,则它对应于

中的一条边;若它是一个节点,则它对应于 中的一个面.下面说明所有这些边和面在 中构成一个包围汇

t 的“环”. 
G′ G′

G
′

G′

), t

s

I

由截的定义可知,C 截断了所有 s-t 路径.每条 s-t 路径总是先从源 s 出发,经过截 C,再到达汇 t.我们把从 s
到 C 那条子路径上,和 C 中的某个节点或边相关联的边称为 C 的入边;把在从 C 到 t 的那条子路径上,与 C 中的

某个节点或边相关联的边称为 C 的出边.考虑 C 中某节点 v,如果用所有与 v 相关联的出边代替 v,则这些出边和

C 中其他元素一起构成一个新的截.依次类推,把 C 中所有的节点都用相应的出边代替,则可以得到一个全部由

边构成的边截.由定理 3 可知,这个边截对应于 ′中的一个边截环,称它为 C 的出边截环.在这个出边截环中,与
截 C 中的一条边 e 对应的部分就是该边在 G 的对偶边 e′ ;与 C 中某节点 v 对应的部分为 v 的所有出边的对偶

边,它们是 中和节点 v 对应的面 fG′ v 的边界的一部分.因此,在 G′中,与原图的截 C 中的所有元素对应的边和面

构成了一个包围汇 t 的“环”,称这个“环”为 G′中的一个超截环,如图 4 所示(加粗部分代表相应的出边截环). 
对于超截环中的一个面,它通过一个节点(或一条边)和超截环中的另外一个元素相连,不妨称该节点(或该

边的两个端点)为键点.对每个这样的面 fv,在它的每个键点和它所对应的原图节点 v 之间连上一条链.这样可以

得到 中的一组截环(如图 5 所示).不难看出,这些截环的长度和相应的截的容量相等. G ′′
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Fig.4  A super-cut-circle                     Fig.5  The super-cut-circle in Fig.4 determines  
two cut-circles 

图 4  一个超截环                           图 5  图 4 的超截环确定了两个截环 
这样,我们说明了对 G ′′ 中的任一截环,可以在 G 中找到一个截,它的容量等于该截环的长度;而对于 G 中的

任一截,可以找到 中的一组截环,它们的长度为该截的容量.于是得出结论:G 的最小截的容量等于 中最短

的截环长度.  

G ′′ G ′′

定理 4 说明了原图 G 最小截问题可以转化为它的带链对偶图中最短截环问题. 

3   s-t 网络中的最小截算法 

s-t 网络有一个特殊的性质 ,即它允许边

的存在而不破坏网络的平面性.下面总假

设边 是存在的.若 不存在,可以在网络

中加上一条边 并令它的容量为 0,这样不

会影响网络中的最小截的容量. 

),( ts
( ), ts (s

),( tstt

　

ph

aph

aph

aph

　

Fig.6  The minimum cut problem in s-t network can be 
reduced to the shortest path problem 

图 6  s-t 网络中的最小截问题可以转化为最短路径问题
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下面考虑 s-t 网络 G 的带链对偶图 G 中的

截环.注意到一个截环要截断 G 中所有的 s-t 路
径,因此每个截环都包含了边 的对偶边,记
为

′′

),( ts
),( ts ′′ ,它截断边 (如图 6 所示). ),( ts

由于 ( ),ts ′′ 是所有截环的公共边.在这些截

环中去掉边 )t,(s ′′ ,则每个截环的剩余部分在
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s
t1

ph

h

h

1

G ′′ 中构成一条从 到 的路径.因此,最短截环问题就可以转化为求从s′ t′ s′到 t′的最短路径问题. 

)(n

(n

构造一个平面图 G 的对偶图 G 需要 时间.在对偶图 G′ )(nO ′的基础上构造带链对偶图 需要 的时

间.利用文献[12]中的算法,可以在 O 的时间内计算平面图中两点间的最短路径. 
G ′′ )(nO

)(n
定理 5. 可以在 时间内求出节点和边都有容量限制的 s-t 网络中的最小截. O

4   在一般平面网络中求最小截 

对源和汇不在同一面上的平面网络,s 和 t 之间是不存在边的.在这样的网络的带链对偶图中直接计算长度

最小的截环是比较困难的.幸运的是,目前已经有了很有效的求解仅边有容量的网络中的最小截(最大流)算法,
因此这里希望把节点和边均有容量的网络中的最小截问题转化为仅边有容量的网络中的问题. 

定理 3 指出,一个网络中的边截和它的对偶图中的边截环是一一对应的.因此,不但可以用长度最小的边截

环来求得最小边截,反过来同样可以用最小边截来求长度最小的边截环. 
考虑网络 G 的带链对偶图 G ′′ ,如果再构造它的对偶图 G1,则相对于 G1 来说, G ′′ 中的所有截环都是边截环.

只要求出 G 的对偶图 G′′ 1 的最小边截,就可以求得 G ′′ 中长度最小的截环,也就求出了原图 G 的最小截. 
到此为止,我们已经找到了在节点和边都有容量的一般平面网络 G 中求最小截的方法,即它可以转化为另

一个仅边有容量的平面网络 G1 中的最小边截问题.我们希望找到 G1 和 G 的关系,从而得到更简单的转化方法. 
引理 1. 任意给定平面图中的一个节点,与它相关联的所有边的对偶边在对偶图中构成一个环. 
证明:与一个节点关联的所有边把平面分割成若干个区域,这些区域都是对偶图的节点.注意到在对偶图

中,这些区域中所有两个相邻的区域之间都存在一条边,因此这些边构成一个环. □ 

定义 7. 中所有与原图 G 的中转节点 v 相关联的链将 v 所对应的面 fG ′′ v 又分成若干个区域,不妨称为 fv

的子面.由引理 1 可知,这些链的对偶边在 G1 中构成一个环,称为链环,每个子面构成了链环的一个节点. 
注意到每个子面都以 G ′′ 中一个非链边为边界,因此在 G1 中,链环的每个节点和一条非链边的对偶边相关

联.在 中,原图 G 的源 s 和汇 t 所对应的面 fG ′′ s 和 ft 没有被分割,它们分别对应于 G1 中的两个节点,s1 和 t1.这样,
我们就建立了 G 和 G1 的对应关系:G 中的每条边对应于 G1 中的一条边,它们的容量相等;G 的每个中转节点对

应于 G1 中的一个链环,链环上每条边的容量为该节点容量的一半;G 的源和汇分别对应于 G1 中的两个节点,它
们分别作为 G1 的源和汇(如图 7 所示). 
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Fig.7  Chained-Dual graph G″ and its dual graph G1 
图 7  带链对偶图 G″及其对偶图 G1 

定义 8. 上述与原网络 G 有相同最大流量的网络 G1 称为原网络的等量网络. 

若原网络 G 的节点数为 n,则它的等量网络 G1 的节点数为 ,且可以在 时间内构造 G)(nO )(nO 1.注意到原网

络中截的元素和相应等量网络中边截的元素有明确的对应关系,结合前面的讨论,有: 
定理 6. 可以在 时间内求得一个节点和边都有容量的一般平面网络中的最小截. )lognO

  



 890 Journal of Software  软件学报  2003,14(5)    

5   结  论 

对平面网络来说,传统的解决节点和边都有容量的最小截问题的方法不能保持其平面性,计算复杂度很高,

为 .本文给出了可以利用网络平面性的方法,把 s-t 网络和一般平面网络上节点及边都有容量的最小

截问题的计算时间复杂度分别降低到 O 和 .本文的方法可以计算网络中的最小截或最大流的流量.

在一些应用中还需要计算网络中的最大流函数.如何把等量网络中的最大流函数转化为原网络中的最大流函

数,是一个十分有意义的问题.对此,文献[17]中提供的伪流算法具有一定的启发性. 

)log( 2 nnO

)(n )log( nnO
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