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目标序列部分确定的翻转距离星树问题
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Abstract:  A problem of reversal distance on star-tree is discussed. The problem of 3SAT is induced to the problem 
of the reversal distance on star-tree with object partially fixed. The fact described below is proved: if an instance 
has 3 sequences given, and the order and some signs of the symbols in aimed sequence are fixed, it is still NP-hard 
to solve the problem of reversal distance on star-tree in which only need to decide the signs of the other symbols to 
minimizing the sum of distance between object and the given sequences. A polynomial approximation algorithm for 
the problem is given. 
Key words:  algorithm; computational complexity; evolutionary tree; genome; reversal distance 
 
摘  要:  讨论翻转距离星树问题,将 3SAT 问题归约到目标序列部分固定的翻转距离星树问题,证明实例中当有

向符号序列个数为 3 时,若目标序列符号顺序固定,且有部分符号方向给定,则只确定其余符号方向以使得目标

序列与已知 3 条给定序列翻转距离之和最小所对应的翻转距离星树问题也是 NP-难解问题.同时,还给出了该问

题的多项式时间近似算法. 
关键词:  算法;计算复杂性;进化树;基因组;翻转距离 
中图法分类号: TP301      文献标识码: A 

基因组翻转距离计算问题由 D.Sankoff 等人提出 [ 1] ,其极强的理论及实用价值吸引了许多专家的注 
意[2~4],S.Hannenhalli 与 P.A.Pevzner 给出多项式时间算法解决了任意两个有向符号序列的翻转距离计算问 
题[5].D.Sankoff 等人对多种形式的进化距离,提出各种形式的进化树问题,这些进化树问题都有很强的应用背

景,其中星树问题是进化树问题的最简单形式,在进化树类问题研究中具有重要价值.朱大铭等人证明了当实例

中给定序列为m条时,对应的翻转距离星树问题(ST问题)是NP-难解的[6].本文证明当实例中给定序列为 3条时,
如果固定目标序列符号顺序,且有部分符号方向给定,则仅确定目标序列其余符号方向所对应的翻转距离星树
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问题也是 NP-难解的.本文将该问题简记为 F3ST 问题. 
有向符号序列的翻转距离问题. 设 },...,2,1{ nS = 为由 n 个符号组成的集合, 的反方向集合为 SS −={−1, 

−2,…,−n}.考虑由 S 的所有有向符号组成的一个排列 π = nπππ ...21 , ,如果−∪∈ SSiπ π = | ||...||| 21 nπππ 恰为符

号集 S 的一个置换,则称 π 为长度为 n 的有向符号序列,有向符号序列π的一次翻转 使得π变成一个新的

有向符号序列 =π
)j

2πρ =k

,(iρ

...⋅

),( jiρπ ⋅
1π

2π

1π2…πi−1−πj−πj−1…πiπj+1…πn.有向符号序列的翻转距离问题即为给定符号集合 的

两个有向符号序列 和 ,求常数 k,使得存在一组翻转 ,完成 ,并且 k 最小.称

k 为序列 和 的翻转距离,记为 . 

S
2π k

1 ρπ ⋅ρρρ ,...,, 21 2ρ ⋅1 ⋅
1π k=)2πd ,( 1π

当计算任意两个有向符号序列 和 的翻转距离时,先构造 RD图 G1π 2π R(V(S),E( ),E( )),然后在RD图中

定义 C 图、H 图、F 图,并设 RD 图中黑边数及 C 图、H 图、F 图个数分别为 b,c,h,f,则

1π
d

2π
, 2π fhcb ++−=)( 1π [5]. 

ST 问题. 给定一组长度为 n 的有向符号序列 和正整数 M,问是否存在一条有向符号序列 ,

使得 . 

mπππ ,...,, 21 *π

∑ =
≤m

i
i Md1

* ),( ππ

F3ST 问题. 给定 3 条长度为 n 的有向符号序列 ,正整数 M 以及 S={1,2,…,n}的一个真子集 L,问

是否存在一条有向符号序列 ,使得 ,而且

321 ,, πππ

≤* ),( id ππnππππ ...21
* = ∑ =

3
1i M ii =π , Li∈ , | ii =|π , . LSi −∈

定理 1. F3ST 问题是 NP-C 问题. 
本文将 3SAT 问题归约到 F3ST 问题,从而证明 F3ST 问题是 NP-C 问题. 

1   由 3SAT 问题实例构造 F3ST 问题实例 

布尔变量集合 ,项集合 C},...,,{ 21 nxxxX = },...,,{ 21 mccc= ,其中 )()()(
321 jjjj xcxcxcc ∨∨= ,1≤j≤m,1≤j1<j2< 

j3≤n, },{)( iii xxxc ∈ , ni ≤≤1 .取 M=22mn−2m,并构造 3 条长度为 10mn+1 的有向符号序列 和集合 L. 32 ,ππ1 ,π

1.1   序列π1的构造 

,10,... 1010
2,112,1141312111 mnmnmn

mm == − πππππππππ  

其中序列片段π1k 的长度为 5n,符号顺序如下确定: 
(1) 当 k 为奇数时,设 k=2j−1,j=1,…,m,则π1k 由 )()()(

321 jjjj xcxcxcc ∨∨= 确定(如图 1 所示). 

  ,
,

,

,

,

615141312111011 kkkkkkkk ππππππππ =

  ... 1,*12*11*101 1−= jkkkk ππππ

  ,31)5(1)(541)5(1)(521)5(1)(51)5(1)(5
11

1111 +−+−+−+−+−+−−+−= jknjknjknjkn
k πππππ

  ... 1,*12,*11,*121 211 −++= jkjkjkk ππππ

,31)5(1)(541)5(1)(521)5(1)(51)5(1)(511)5(1)(51)5(1)(5
31

222312 +−+−+−+−+−+−−+−+−+−−+−= jknjknjknjknjknjkn
k πππππππ  

  ... 1,*12,*11,*141 322 −++= jkjkjkk ππππ

  ,11)5(1)(541)5(1)(531)5(1)(521)5(1)(511)5(1)(5
51

33332 +−+−+−+−+−+−+−+−+−+−= jknjknjknjknjkn
k ππππππ

  ... *12,*11,*161 33 nkjkjkk ππππ ++=
其中 

.31)5(1)(541)5(1)(511)5(1)(521)5(1)(51)5(1)(5
*1

+−+−+−+−+−+−+−+−−+−= ikniknikniknikn
ik ππππππ  

下面确定序列中各符号的方向: 
,4,2,0,1,...,2,1,0,5)1(551)(5 =−=++−=++− injijknijknπ  

 ,35)1(5351)(5 −−−−=++− jknjknπ  

 .
others1,51)(5

},,{,)(1,51)(5 321
151)(5





++−
∈=−−−−

=++− jkn
jjjjxxcjkn jj

jknπ  
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π5n(k−1)+1                   π5n(k−1)+5(j
1
−1)+1         π5n(k−1)+5(j

2
−1)+1                     π5n(k−1)+5(j

3
−1)+1                     π5n(k−1)+5n−1 

 
Fig.1  Segment π1k constructed in GR(V(S),E(π1),E(π＊)) (k is odd) 
图 1  欲构造的 RD 图 GR(V(S),E(π1),E(π＊))中π1k 段(k 为奇数) 

(2) 当 k 为偶数时,设 k=2j,j=1,…,m,则π1k 由 确定.令 )()()(
321 jjjj xcxcxcc ∨∨=

,1
,1
,1

13

22

31

jnj
jnj
jnj

−+=′
−+=′
−+=′

 

将 k 为奇数时确定序列符号顺序所用表达式中的 j1,j2,j3 替换为 321 ,, jjj ′′′ ,即得到π1k 的符号顺序,符号方向如下: 
,4,2,0,1,...,2,1,0,5)1(551)(5 =−=++−=++− injijknijknπ  

 ,35)1(5351)(5 −−−−=++− jknjknπ  

 




++−

′′′∈=−−−−
= −+−+

++− others1,51)(5
},,{,)(1,51)(5 32111

151)(5 jkn
jjjjxxcjkn jnjn

jknπ . 

1.2   序列π2的构造 

,10, 1010
2,2122242322212 mn... mnmn

mm, == − πππππππππ  

其中序列片段π2k 如下确定(如图 2 所示): 
(1) 当 k=1,3,…,2m−1 时,π2k 的长度为 4n, 

,... 222122 knkkk ππππ =  

,31)5(1)(541)5(1)(521)5(1)(51)5(1)(5
2

+−+−+−+−+−+−−+−= iknikniknikn
ki πππππ  

各符号方向为 

 ),1(5)1(51)5(1)(5 −+−=−+− ikniknπ  

,2)1(5)1(52)1(5)1(5 +−+−=+−+− iknπ ikn  

 ,4)1(5)1(54)1(5)1(5 +−+−=+−+− iknπ ikn  

 .3)1(5)1(53)1(5)1(5 −−−−−=+−+− iknπ ikn  

(2) 当 k=2,4,…,2m 时,π2k 的长度为 6n, 

,... 222122 knkkk ππππ =  

,1)1(5)1(54)1(5)1(53)1(5)1(52)1(5)1(51)(5)2(5)1(5)1(5
2

+−+−+−+−+−+−+−+−+−+−−+−= iknikniknikninknikn
ki πππππππ  

各符号方向为 

 ),1(5)1(51(5)1(5 −+−=−+− iknπ )ikn  

,1)(5)2(51)(5)2(5 +−+−=+−+− inknπ inkn  

 ,2)1(5)1(52)1(5)1(5 +−+−=+−+− iknπ ikn  

 ,3)1(5)1(53)1(5)1(5 −−−−−=+−+− iknπ ikn  

 ,4)1(5)1(54)1(5)1(5 +−+−=+−+− iknπ ikn  

 .1)1(5)1(51)1(5)1(5 −−−−−=+−+− iknπ ikn  
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π5n(k−1)+1               π5n(k−1)+5+1                                                      π5nk+5(n−2)+1             π5nk+5(n−1)+1 
 

Fig.2  Segment π2kπ2,k+1 constructed in GR(V(S),E(π2),E(πk)) (k is odd) 
图 2  欲构造的 RD 图 GR(V(S),E(π2),E(πk))中π2kπ2,k+1 段(k 为奇数) 

1.3   序列π3的构造 

,10, 1010
2,312,3343332313 mn... mnmn

mm == − πππππππππ  

其中序列片段π3k 如下确定(如图 3 和图 4 所示): 
(1) 当 k=1,2,4,6,…,2(m−1)时,π3k 的长度为 4n, 

,323133 knkkk ...ππππ =  

,3)1(5)1(54)1(5)1(52)1(5)1(5)1(5)1(5
3

+−+−+−+−+−+−−+−= iknikniknikn
ki πππππ  

各符号方向为 

 ,)1(5)1(5)1(5)1(5 −+−=−+− iknπ ikn  

,2)1(5)1(52)1(5)1(5 +−+−=+−+− iknπ ikn  

 ,4)1(5)1(54)1(5)1(5 +−+−=+−+− iknπ ikn  

 .3)1(5)1(53)1(5)1(5 −−−−−=+−+− iknπ ikn  

(2) 当 k=3,5,7,…,2m−1 时,π3k 的长度为 6n, 

,323133 knkkk ...ππππ =  

,1)1(5)1(54)1(5)1(53)1(5)1(52)1(5)1(51)(5)2(5)1(5)1(5
3

+−+−+−+−+−+−+−+−+−+−−+−= iknikniknikninknikn
ki πππππππ  

各符号方向为 

 ,)1(5)1(5)1(5)1(5 −+−=−+− iknπ ikn  

,1)(5)2(51)(5)2(5 +−+−=+−+− inknπ inkn  

 ,2)1(5)1(52)1(5)1(5 +−+−=+−+− iknπ ikn  

 ,3)1(5)1(53)1(5)1(5 −−−−−=+−+− iknπ ikn  

 ,4)1(5)1(54)1(5)1(5 +−+−=+−+− iknπ ikn  

 .1)1(5)1(51)1(5)1(5 −−−−−=+−+− iknπ ikn  

(3) 当 k=2m 时,π3k 的长度为 6n, 

,323133 knkkk ...ππππ =  

,1)1(5)1(54)1(5)1(53)1(5)1(52)1(5)1(51)(5)1(5)1(5
3

+−+−+−+−+−+−+−+−+−−+−= iknikniknikninikn
ki πππππππ  

各符号方向为 

 ),1(5)1(5)1(5)1(5 −+−=−+− iknπ ikn  

 ,1)(51)(5 −−−=+− inπ in  

 ,2)1(5)1(52)1(5)1(5 +−+−=+−+− iknπ ikn  

,3)1(5)1(53)1(5)1(5 −−−−−=+−+− iknπ ikn  

 ,4)1(5)1(54)1(5)1(5 +−+−=+−+− iknπ ikn  

 .1)1(5)1(51)1(5)1(5 +−+−=+−+− iknπ ikn  
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 π1                      π5+1                                                   π5n(2m−1)+5(n−2)+1           π5n(2m−1)+5(n−1)+1  
 

Fig.3  Segments π31 and π3,2m constructed in GR(V(S),E(π2),E(π＊)) 
图 3  欲构造的 RD 图 GR(V(S),E(π3),E(π＊))中π31 与π3,2m 段 

π5n(k−1)+1                π5n(k−1)+5+1                                                      π5nk+5(n−2)+1                 π5nk+5(n−1)+1        
 

Fig.4  Segments π3kπ3,k＋1 constructed in GR(V(S),E(π3),E(π＊)) (k is enen) 
图 4  欲构造的 RD 图 GR(V(S),E(π3),E(π＊))中π3kπ3,k＋1 段(k 为偶数) 

取集合 L= }4,3,2,0,12,...,3,2,1,05{ =−=+ imnj|ij ∪ { 1 0 mn + 1 } ,即在要构造的目标序列  ...*
2

*
1

*
0

* ππππ =
*
10

*
110 mnmn ππ − 中有 8mn+1 个符号方向已知,只要确定另外 2mn 个符号的方向即可. 

2   3SAT 问题实例有解与相应 F3ST 问题实例有解的等价性 

显然,前述由 3SAT问题实例构造 F3ST问题实例是多项式时间的,时间复杂度为O(mn),下面只要证明 3SAT
问题实例有解与相应 F3ST 问题实例有解是等价的即可. 

⇒ :若 3SAT 问题有解,则构造有向符号序列π*为 
*

mn
*

mn
**** ... 10110210 ππππππ −= , , mn*

mn 1010 =π

其中的 8mn 个符号为 
0,2,3,4.1,.,20,1,2,3,..,5*

5 =−=+=+ imnjijijπ  

另外,2mn 个符号由 3SAT 问题的解中布尔变量的取值确定,对于 },{1,2,...,nj∈  
(1) 若 ,则 1)( =jxa

1,21,3,5,...,,1)1(5)1(51)1(5)1(5 −=−−−−−=+−+− mkjknπ*
jkn  

;2,...,6,4,2,1)(5)1(5*
1)(5)1(5 mkjnknjnkn =−−−−−=+−+−π  

(2) 若 ,则 0)( =jxa

,12,...,5,3,1,1)1(5)1(5*
1)1(5)1(5 −=+−+−=+−+− mkjknjknπ  

.2,...,6,4,2,1)(5)1(5*
1)(5)1(5 mkjnknjnkn =+−+−=+−+−π  

再考虑 与 , , 的距离.观察图 1,不妨设*π 1π 2π 3π 1)(
1
=jxc ,则不论 c

11
)( jj xx = ,还是

11
)( jj xx =c ,即不论该 RD

图片段中有 







+−+−+=
−−−−−=

+−+−

+−+−

1)1(5)1(5
1)1(5)1(5

11)1(5)1(5

1
*

1)1(5)1(5

1

1

jkn
jkn

jkn

jkn

π
π

, 

还是 







−−−−−=
+−+−+=

+−+−

+−+−

1)1(5)1(5
1)1(5)1(5

11)1(5)1(5

1
*

1)1(5)1(5

1

1

jkn
jkn

jkn

jkn

π
π

, 
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均可以断定由 确定了一个含有 7 条黑边的有序圈 ,进一步分析容易知道 ,RD 图

G

)()()(
321 jjjj xcxcxcc ∨∨=

R(V(S),E(π1),E(π＊))中有 2m 个含有 7 条黑边的有序圈,2m(n−3)个含有 5 条黑边的有序圈,2m⋅2 个含有 3 条黑

边的有序圈,2m 个含有 2 条黑边的有序圈,所以 
)14(2)12(2)13(4)15)(3(2)17(2),( 1* −=−+−+−−+−= nmmmnmmd ππ . 

观察图 2,由于在该 RD 图片段中 与 方向相同,而 与 方向相

反,故 与 所在含有 5 条黑边的圈是有序圈,进而易得 RD 图 G

*
1)1(5)1(5 +−+− jknπ *

1)(55 +−+ jnnkπ 1)1(5)1(5 +−+− jknπ 1)(55 +−+ jnnkπ

1)1(5)1(5 +−+− jknπ 1)(55 +−+ jnnkπ R(V(S),E(π2),E(π＊))有 mn

个含有 5 条黑边的有序圈,mn 个含有 3 条黑边的有序圈,mn 个含有 2 条黑边的有序圈,所以 
mnmnmnmnd 7)12()13()15(),( 2* =−+−+−=ππ . 

同理, 
mnmnmnmnd 7)12()13()15(),( 3* =−+−+−=ππ . 

综上, ,故得所构造 F3ST 问题实例有解. ∑ =
=3

1
* ),(i

i Md ππ

⇐

i∑3

:若所构造 F3ST 问题实例有解,由于 与 , , 的结构保证 3 个 RD 图中圈的个数是固定的,所以

要使 ,必然 RD 图中有关的圈均为有序圈 ,而且 .故由 RD 图 G

*π 1π 2π 3π

Md i
=

≤1
* ),( ππ ∑ =

=3
1

* ),(i
i Md ππ R(V(S), 

E(π2), E(π ＊ )) 与 GR(V(S),E(π3),E(π ＊ )) 中 含 有 5 条 黑 边 的 圈 均 为 有 序 圈 , 得 知 在 中 集 合

={ , |k=1,2,…,m}中的 2m 个符号方向相同,这里 i

*π

iL *
1)1(5)1(10 +−+− iknπ *

1)(5)1(10 +−+− inknπ },...,2,1{ n∈ ,共有 n 个集合.对

3SAT 实例,如果 中符号方向为负,则取 ,否则取iL 1)( =ixa 0)( =ixa
m

,则由 GR(V(S),E(π2),E(π＊))中含有 7 条黑边的

圈均为有序圈得知,3SAT 实例中的项 均满足, } ,即 3SAT 实例有解. ic ,...,2,1{∈j

综上所述,我们证明了 F3ST 问题是 NP-难解问题. 

3   F3ST 问题的近似算法 

F3ST 问题的优化形势为:给定 3 条长度为 n 的有向符号序列 ,集合 S={1,2,…,n}的一个真子集 L,

求一条有向符号序列 ,使得∑ ,而且

321 ,, πππ
∀ ),( id ππnππππ ...21

* = ∑ ==
= 3

1
3

1
* min),( ii

id ππ ii =π , , |Li∈ ii =|π , i . LS −∈

算法 1. 设计序列 ,取n
A ππππ ...21= ii =π , i ;对其余的符号从小到大设置其方向,对每一个未确定方向

的符号 i,有 
L∈

(1) 如果 i 与 i+1 在 中相邻并以 i,i+1 的顺序出现,且 i+1 方向未定,取1π ii =||π , | 1|1 +=+ iiπ , iπ , 1+iπ 的方向

分别与 i,i+1 在 中方向相同; 1π
(2) 如果 i 与 i+1 在 中相邻并以 i+1,i 的顺序出现,且 i+1 方向未定,取1π ii =||π , | 1|1 +=+ iiπ , iπ , 1+iπ 的方向

分别与 i,i+1 在 中方向相反; 1π
(3) 如果 i 与 i+1 在 中不相邻,或 i 与 i+1 在 中相邻但 i+1 方向已定,则任意指定 i 方向. 1π 1π

全部符号方向取定后,输出 及 . Aπ ∑ =
= 3

1 ),(i
AiA dd ππ

定理 2. 对 F3ST 问题的实例Π,设算法 A 输出 及 A(Π)=∑ ,则 A(Π)/OPT(Π)≤8. Aπ
=

3
1 ),(i

Aid ππ

证明:设 为最优解, 为满足*π *1π ii =π , ,Li∈ ii =||π , LSi −∈ 的与 最近的序列,则我们只要说明下式中

的 即可. 

1π

),(),( *111 ππππ dd A 2≤

).(8          

),(8          

),(2),(6          

),(2),(6          

)),(),(),((),(3          

)),(),(()),(),((),(),()(

3
1

*

3
1

**1

3
1

**11

3213121

11311213
1

ΠOPT

d

dd

dd

dddd

ddddddΠA

i
i

i
i

i
i

A

AAA
i

Ai

=

≤

+≤

+≤

+++≤

++++≤=

∑
∑
∑

∑

=

=

=

=

ππ

ππππ

ππππ

ππππππππ

ππππππππππππ

 

算法 A 使得 GR(V(S),E(π1),E(πA))中仅含一条黑边的圈与 GR(V(S),E(π1),E(π1*))中仅含一条黑边的圈相同,
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假设其余的黑边为 b 条,则 , ,其中 c 为 Gbd A ≤),( 1 ππ

2),( 1 ππd A ≤

cbd −≥),( *11 ππ

),( *11 ππd
R(V(S),E(π1),E(π1*))中至少含有两条黑边

的圈的个数,由 ,即得 . 2/bc ≤
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