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摘要: 由无序离散点集重建出曲线曲面模型,在反求工程与计算机视觉中都有着广泛的应用.根据实际采样中
离散点分布相对集中的特点,给出了一个用简单曲线拟合平面上的无序点集的跟踪算法.该方法仅从当前跟踪
点的邻近点集与曲线重建光顺准则出发,无须迭代,可快速、有效地跟踪得到无序点集的一个中轴点列,最后再
由此点列拟合出参数曲线.实验结果表明,该方法是一个简单、有效的曲线重建方法. 
关 键 词: 无序点集;曲线重建;跟踪算法;最小生成树 
中图法分类号: TP391      文献标识码: A 

正文反求工程(reverse engineering)的一个主要任务是由物理模型重建出几何表示模型,这其中包括数据采
集、预处理、曲面拟合和建立 CAD 模型 4 个步骤[1].其核心问题是如何从采样点集出发重建出曲线、曲面的
模型.又如,在计算机视觉中通常要考察如何从图像或扫描获得的离散数据点重建出几何模型,以利于形状分析
和识别[2].上述二者都要求由已知的无序、带噪音的采样点集拟合出一条或多条曲线,反映出该点集的形状和走
向,这就是人们常说的曲线重建问题.它无论是在反求工程还是在计算机视觉中都有着广泛的应用. 
曲线拟合在逼近论和几何造型中都是一个重要的研究课题.从有序散乱点重建曲线,已经有了许多成熟的

方法[3~5].对无序数据点的曲线重建,近年来已逐步受到人们的重视.到目前为止,现有的工作大致可分为 3 类.第
1类方法采用回归或最小二乘拟合的方法.如 Levin,Lee等人利用moving least-square方法,对原始点集进行两次
局部最小二乘回归,细化点云,重建出曲线[6~8],但这种方法最大的缺点是所需计算量太大.第 2 类方法主要采用
图像细化的方法来实现曲线重建 .如 Pottmann 等人将原始的数据点集投影到平面网格上 ,以生成二值图
像,Goshtasby 先由离散点构造势函数并生成灰度图像,最后利用图像细化算法来得到重建曲线[9,10],但该方法获
得的重建曲线并不能很好地反映点云端点的形状,并且重建曲线的准确性甚至正确性受到网格分辨率的影响.
第 3 类方法是由相应的曲线模型出发,直接进行重建.如 Fang,Taubin 等人分别利用弹力模型与隐式曲线模型,
把已知数据点作为约束条件,直接求解曲线参数,得到重建曲线[11,12].这种方法常需要优化或迭代求解,对于噪音
过多的数据点集,该方法也不够理想. 
在反求工程与计算机视觉中,大量数据是从连续和光滑的物体上采样得到的,因此,在本文中我们考虑无序

数据点集是从一条光滑、简单的曲线上采样得到并进行曲线重建的情形.由于采样、测量误差等原因,我们所
得到的数据点并非完全落在曲线上,但同时又集中于采样曲线的附近,本文的目的也就是要由这些已知条件出
发给出一个简单、有效的曲线重建算法.考虑到无序采样点的分布特点和待重建曲线的光滑、光顺性假设条件,
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并模仿连续曲线的采样与逼近过程,我们给出无序离散点集曲线重建的跟踪算法.我们首先通过构造一幅二值
图像来确定跟踪的初始点,再由初始点的邻近点信息确定跟踪方向.通过将每个跟踪点的适当邻域中的点转换
为极坐标表示,我们可以相应确定出下一点的跟踪方向与位置.依次下去,便可形成一有序跟踪点列,它就是一
条反映了原无序点集形状与走向的中心点列.最后,通过对跟踪点列作进一步调整与曲线拟合便可得到一条高
质量的重建曲线. 

1   离散点集的跟踪算法 

对于已知的数据点集,将它投影到一个网格平面上.我们称不含有数据点的网格点为白点,反之称为黑点,
记所有黑点构成的区域为Ω,它是原数据点集在该平面上的投影,相应地称所有白点的集合为 Ω .对于平面上的
任意两个网格点 , ) ,定义它们的距离为),( jiP ,( nmQ njmiQPd −+−=),( .对于平面上的网格点 P ,定义其权

值为 





∈
∈∈

=
Ω
ΩΩ

P
PQQPP     

,0
),|),(min()( dw . 

该权值的几何意义为当前网格点到区域Ω外部的距离.因此,网格的权值越大,它越落在区域Ω的中心.根据
上述两个定义,可以给出本文的跟踪算法步骤如下: 
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(1) 根据权值的几何意义选取出第 1 个点 ,作为跟踪点列的初

始点. 
0Q

(2) 设已经跟踪得到点列 { }kQQ ,...,0 ,以点 为原点建立局部坐标系,

并确定影响邻域的半径

kQ

r ,如图 1所示. 
(3) 根据影响邻域中的数据点确定跟踪方向. 
(4) 根据影响邻域中的数据点确定跟踪步长. 
(5) 根据跟踪方向和步长确定下一个的跟踪点 ,判断跟踪是否满

足终止条件,若是则结束,否则转第(2)步. 
1+kQ

Fig.1  Sketch map of tracing 
图 1  跟踪示意图 

下面,依次详细讨论各步骤的实现. 

1.1   初始点的选取与局部坐标系的建立 

根据网格点权值的几何意义,选取出某个权值最大的网格点,以落在该网格内的数据点的均值作为初始点
.设该网格点的权值为 , 是网格的宽度,选取半径0Q w d dwr ×= ,记所有位于以Q 点为圆心,0 r为半径的圆内的
点构成的集合为 ,由 中的所有点回归出一条直线 .若直线方程为S S ckxy += ,则分别取向量

, V .以 为原点,以Tk),1(=U T)1k ,(−= 0Q U , V 为坐标轴方向建立局部坐标系.若已有跟踪点列 { }kQQQ ,...,, 10 ,对
于当前 跟踪点 Q ,假设 为跟踪点 列中已知的 两个 相邻的 点 (如图 1 所示 ),取向量k ,1−kQ kQ

11) −− kk( −k QQ −Q=U kQ , V 为U 沿逆时针方向旋转 90°后的向量,即 .以 为原点,U
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标轴方向建立局部坐标系. 

1.2   跟踪方向的确定 

如图 1所示,考察所有位于以点 为圆心,以kQ r为半径的圆内且与U 的夹角小于 90°的离散数据点 ,记所

有满足上述要求的点 所构成的点集为 .记
iP

iP S iθ 为向量 Q 与ik P V 之间的夹角, 22
kiil QP −= .为了使新生成的

重建曲线既能正确反映点集的形状,又能减少点集局部采样不均匀对重建曲线的干扰,我们需要找出下一步的
跟踪方向T ,使其同时满足逼近性和光顺性的要求. 
1.2.1   逼近项的选取 

设 kθ 为新的跟踪方向 T 与向量V 之间的夹角,即 T 为向量V 沿顺时针方向旋转 kθ 度而得到.要使重建曲

线能反映出点集 的形状,即要使新的方向S T 与向量 的夹角平方和最小.同时,选取 l 作为权值,从而使距
点Q 越远的点对方向的影响越大. 

ik PQ 2
i

k
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因此,构造目标函数 − iki l 22)θ ,要找到合适的 kθ ,使得 达到最小值. 1I∑
∈

=
Si

I
P
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1.2.2   光顺项的选取 
为了保证重建曲线具有一定的光顺性,同时也为了减少局部采样不均

匀对重建结果的影响,也要满足一定的光顺性条件.对于一条连续曲线 Q
进行光顺处理的一个常用标准就是它的弹性势能达到最小.若将 t视为弧长

参数 ,即有 .将它离散表示就是 ,其中

是在 点处的二阶差分.因此对于跟踪点列
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Fig.2  Sketch map of fairing
图 2  光顺示意图 
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当 0=θ 时, 取到最小值.它的几何意义是使新的跟踪方向与上一步的方向尽量一致.因此,构造光顺

项的目标函数

( 22
kQ∆ )

(2 −= kθ )22πI ,找到一个合适的 kθ ,使得 尽可能地小. 2I
综合上述对逼近性和光顺性的分析,为保证重建曲线既能反映离散点集的形状特征,同时又具有较高的质

量,我们希望 , 能同时达到较小值,即要选取合适的1I 2I kθ 值满足 
min21 =+ II λ , 

其中 λ是调节因子,用于控制重建曲线的逼近效果与光顺效果.根据上述方程,可以得到 
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从而决定了跟踪方向T .在本文中,我们选取 ,可获得满意的结果. ∑
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1.3   跟踪步长的确定 

已知跟踪方向 T ,需要沿该方向找到一点 ,使其位于点集 的中心.记跟踪步长为1+kQ S kl .选取目标函数为
点集 内各点 与 的连线距离的加权平方和,其中选取向量 与 T 的夹角的余弦作为权值,从而保证

距跟踪方向 越近的点对步长的影响越大.即目标函数为
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这就是新的跟踪步长.从而得到新的跟踪点 

TQQ ⋅+=+ kkk l1 . 

1.4   影响半径r的选取 

在前面的讨论中,我们考察的点集 都是以 为圆心,S kQ r为半径的位于局部坐标系一、四象限内的半圆中

的数据点的集合,如图 1 所示.但这个 r值的选取非常关键,若太小,则上述半圆完全落在区域Ω中,邻域内的点集
不能反映点云在该点附近的走势;若太大,则会造成结果不太精确.在此,我们选取 dwr ×= ,其中 为 点所处

网格的权值, 为网格的宽度.这样使得图 1 中半圆的两个端点落在区域Ω外部,因而点集 能大致反映出点云
在该局部的形状.通常,对于分布比较均匀的点集,我们取 略大于该点集的欧氏最小生成树的最大边长. 

w kQ

d S
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另一方面,若所考察的无序点集存在不同部分相距较近的情况(如图 3 所示),由于当前跟踪点Q 的邻近点

集 中可能会含有其他部分的点,因而也就会对跟踪得到的下一点 的准确性,甚至正确性产生影响.因此,

在此处引入最小生成树的方法.先根据原无序点集构造完全图,由此生成它的欧氏最小生成树,在前面的跟踪步

骤中关于点集 的选取时,考察最小生成树在该半圆区域内的子集.记半圆内距点 Q 最近的数据点为 ,令该

子图中所有与点 处于同一连通分支的数据点构成的集合为 .利用上述跟踪算法,得到相应的

k

S 1+kQ

S k N

N S kθ 和 kl ,以避

免其他部分点的干扰.图 3(a)和图 3(b)分别是采用了最小生成树和未采用最小生成树时获得的重建曲线.从中

可以看出,最小生成树的引入可以有效地排除点的干扰,确保曲线的形状正确. 

(b) Curve reconstructed without minimum spanning tree 
(b) 未采用最小生成树的重建曲线 

(a) Curve reconstructed by minimum spanning tree 
(a) 采用最小生成树的重建曲线 

Fig.3  Comparison of the reconstructed curves by or without minimum spanning tree 
图 3  是否引入最小生成树得到的重建曲线的比较 

1.5   终止条件 

我们以跟踪的形式得到一个点列,当符合以下条件时,跟踪过程结束: 
(1) 当所考察的半圆内含有初始点Q 时,表示所获得的点列构成一条封闭的曲线,跟踪结束. 0

(2) 当所考察的半圆内无数据点云中的点,或者由上述跟踪算法所获得的步长值 l 小于某预先设定的阈值
时,表示已经跟踪到曲线的一端,此时再从 , 出发,继续前述的跟踪算法,直至也满足条件(2),即跟踪到曲线

的另一端,结束. 
1Q 0Q

2   后置处理与曲线拟合 

通过上述过程,我们跟踪得到了一个有序点列.由于点云在各局部分布的不均匀性,会使得跟踪出来的点列
反映的是曲线的局部形状而非整体形状,从而造成某个局部的曲线形状失真.为了使最终曲线光顺以及反映点
云形状,对生成的跟踪点列进行如下调整: 
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·
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如图 4 中所示,设 , Q , 为已知的有序点列中的 3
个连续的点 ,考虑如何调整点 的位置 .过点 作平行于
的直线 ,直线 为过 点且垂直于 的直线,交直

线 于点 .设点 所处的网格权值为 ,宽度为 ,
取半径 ,作一系列以
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dw× r 为半径,圆心落在线段 上

的圆.分别计算出上述各圆内所含的原始离散数据点的个数,
选取其中所含数据点最多的圆,并以此圆心作为调整后的

点的位置

i

Q

MQ

i

iQ .对跟踪点列中所有的点进行上述调整操作,从而
获得了一系列更加趋近于点云中心线的有序离散数据点. 

Fig.4  Adjust the position of a tracing point 
图 4  调整跟踪点的位置 

图 5(a)为跟踪过程中未添加光顺性条件并且未经过后置处理重建曲线,图 5(b)为加入光顺性条件并经过后
置处理以后得到的重建曲线.后置处理通过微调跟踪点列各点的位置,使其克服点集分布不均带来的影响,尽量
趋近于点云的中心线.比较两图可以看出,光顺性条件以及后置处理的引入有效地改善了曲线的形状. 
这样,我们获得了一系列有序的数据点,它反映了点云的大致走向,接下来的工作是根据以上点列获得连续

的参数表示.对于有序点列的拟合,已经有了成熟的方法,可以利用 Hoschek 和 Lasser 在文献[13]中介绍的 B 样
条拟合离散数据点的方法,也可以利用经典的型值点反求 B 样条控制顶点的方法,从而获得一条二次或三次 B
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样条曲线,作为原离散点云的重建曲线. 

(b) Curve reconstructed with a fairness term 
(b) 含光顺项的重建曲线 

(a) Curve reconstructed without fairness term
(a) 未含光顺项的重建曲线 

Fig.5  The shape of the reconstructed curve can be improved by introducing a fairness term 
图 5  光顺项的引入改善重建曲线的形状 

3   实例与分析 

我们在微机平台(PIII500,128Mb RAM)上实现了本文提出的算法以及文献[7]的算法.下面给出用这两种算
法重建曲线的几个例子,如图 6 所示.其中离散数据点是通过如下方式获得的:采样位于曲线 和

之间的区域的数据点,其中 C 是一平面曲线, 是 在该平面上的法向量, )是一条可

变的半径. 

)()()( trtt NC +

(tr)()()( trtt NC − )(t )(tN )(tC

由大量实例可以看出,本文的算法可以重建出能
准确反映原始点集形状的曲线.与 Lee 的方法相比较,
该算法的一个明显优势是在保证重建曲线质量的同

时,所需的计算时间大大减少.分析算法可以看出,本文
的算法需要一次计算最小生成树,而每步跟踪方向与
跟踪步长的确定也只需由当前跟踪点局部邻域信息一

次计算得到 .而 Lee 的方法不仅需要计算点集的
Delaunay 三角化,而且还需对每一个原始数据点计算
一条回归直线和一条二次回归曲线,从而耗费了大量
的计算量.表 1 给出了在各种例子下用本文的方法与
采用 Lee 的方法所花费的时间对比,从中可以看出我
们的方法在这方面有较大优势. 

(a) Our method 
(a) 本文的方法 

(b) Lee’s method 
(b) Lee的方法 

Fig.6  Reconstructed curves 
图 6  重建曲线 

Table 1  Runtime comparison between our method and Lee’s 
表 1  本文的方法与 Lee的方法在运行时间上的比较 

Runtime② (s) Methods① 
Fig.6(a) Fig.6(b) 

Our method③ 1.16 1.75 
Lee’s method④ 136.85 124.11 

①方法,②运行时间,③本文的方法,④Lee的方法. 

4   结  论 

本文给出了一个由无序散乱点重建简单曲线的跟踪算法.该算法成功地模拟了连续曲线的跟踪过程,通过
引入质量控制机制,可以重建出高质量的曲线.通过算法比较分析和大量实例证明,该算法计算简单,易于实现,
具有有效、快速的特点.当然,我们现在处理的只是简单光滑曲线的重建问题,对于存在自交的情况以及点云具
有明显角点的情况,仅使用该算法还不能很好地得到解决.对上述情况的处理以及向空间的推广将是今后需要
考虑的问题. 
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Abstract: Curve reconstruction from a set of unorganized points plays an important role in the fields of reverse 
engineering and computer vision. In this paper, a new tracing algorithm is presented for planar curve reconstruction 
based on the regular distribution property of the point set. The following central point within a small local region of 
current tracing point can be obtained based on the influence of neighboring points as well as the smoothness and 
fairness principle. Finally, a sequential of central points can be traced out efficiently without any iteration and a 
parametric curve can be reconstructed by interpolating the central points. The experimental results show that the 
tracing algorithm is an efficient method for curve reconstruction. 
Key words: unorganized point; curve reconstruction; tracing algorithm; minimum spanning tree 
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