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摘  要: MAGMA是第一个面向下一代体系架构(多核CPU和GPU)开源的线性代数软件包,它采用了诸多针对异

构平台的优化方法,包括混合同步、通信避免和动态任务调度.它在功能、数据存储、接口上与 LAPACK 相似,可以

发挥 GPU 的巨大计算能力进行数值计算.对 MAGMA 进行了测试分析.首先对矩阵分解算法进行分析;然后通过测

试结果,分析 MAGMA 有效的优化和并行方法,为 MAGMA 使用、优化提供有益的建议;最后提出了一种对于矩阵

分块算法的自适应调优的方法,经过测试,对于方阵的 SGEQRF 函数加速比达到 1.09,对于高瘦矩阵的 CGEQRF 函

数加速比达到 1.8. 
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Abstract:  MAGMA is an open source high performance linear algebra package first developed for next-generation of heterogeneous/ 
hybrid architectures (CPUs+GPUs) with a dense linear algebra library similar to LAPACK in functionality, data storage, and interface. 
This paper presents performance testing and analysis of MAGMA. It first studies the matrix decomposition algorithm in MAGMA, then 
provides some useful suggestions of MAGMA usage and optimization through massive testing and source code analysis, and finally 
proposes a method for auto-tuning matrix decomposition block algorithms. In this test, the speedup is 1.09 for SGEQRF of square matrix 
and 1.8 for CGEQRF in terms of tall and skin matrix. 
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高性能计算(high performance computing)是计算机科学的一个分支,随着信息化社会的飞速发展,人类对信

息处理能力的要求越来越高,不仅石油勘探、气象预报、航天国防、科学研究等需要高性能计算,而且金融、
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政府信息化、教育、企业、网络游戏等更广泛的领域对高性能计算的需求也迅猛增长.除了硬件设备决定高

性能计算的能力,还要有合适的基础软件来释放其能力. 
涵盖矩阵计算理论[1]的线性代数软件库正是发挥高性能计算系统的重要基础软件.它提供矩阵乘法、矩阵

分解、特征值求解和线性方程组解法器等功能.以 LINPACK 的产生为标志,线性代数库大致从 19 世纪 70 年代

中期产生,从基本实现(LINPACK)到底层并行优化的实现(LAPACK),再到算法级别的并行(PLASMA[2,3]),然后

随着 GPU 的出现而产生的 GPU 版本的线性代数库(MAGMA,CULA).如图 1 所示,我们可以明显看出,线性代数

库软件一直随着计算机体系结构的变化而发展,它需要适应新的架构,从而发挥性能. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

图 1  线性数学库软件发展历史 

本文以 QR 分解为例研究 CPU/GPU 异构体系架构上的 MAGMA 软件包.首先对算法进行分析;然后测试

MAGMA 数学库,提出优化和调优的方向;最后对矩阵分解块大小的调优提出了一种简单的自适应方法. 

1   MAGMA 算法架构分析 

QR 分解算法[1]是最基本的分解算法,也是线性代数库最重要的算法之一,广泛用于解线性方程组、求特征

值、求解最小二乘问题等.矩阵 A 的 QR 分解为 A=QR,其中,Q 为正交矩阵,R 为上三角矩阵,一般 QR 分解方法

主要有 Schmidt 正交化、Givens 变换和 Householder 变换.本文中的算法均采用 Householder 变换法. 

1.1   基本QR分解算法 

MAGMA 中的基本 QR 分解算法如图 2 所示(以 100×70 为例).一个 100×70 的矩阵,根据算法选取块大小为

NB×NB=32×32.算法每一次迭代计算一个 PANEL(被选为此次进行分解的列块)的分解. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 2  基本 QR 分解算法 

第 1 次迭代,使用 CPU 的 QR 分解函数 lapackf77_sgeqrf 对左边的 100×32 大小的块进行 panel 分解;然后
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利用 panel 分解的结果对中间的 100×32 加以更新(使用 GPU 的 kernel 函数 magma_slarfb_gpu),这两者之间串

行执行. 
第 2次迭代,首先对最右边的 100×6进行更新(使用GPU的 kernel函数),然后对中间的 68×32进行分解(CPU

的 kernel 函数),这两者之间并行执行,如图 2(a)所示.然后算法判断剩余矩阵列数小于 32,不需要进行第 3 次迭

代,于是把剩余的 100×6 也进行了更新,如图 2(b)所示. 
第 3 次迭代的时候,发现剩余需要分解的矩阵已经小于块大小 NB,所以使用 CPU kernel 函数进行分解. 
需要注意的是,我们主要的并行计算如第 2 次迭代(如图 2(a))所示,即把上一次分解带来的更新与这一次的

分解在 CPU 和 GPU 上并行执行.我们的图示矩阵规模过小,当矩阵规模扩大时,大量的运算均在这一步执行. 

1.2   CA(communication avoiding)QR算法[5] 

Communication avoiding 算法最近在线性代数库领域被大量研究,是矩阵分解优化的新方向,国内对此还缺

乏关注.其应用在单 GPU 和多 GPU 中,均取得显著的性能提升[5].MAGMA 的新版本中也使用了 CA 技术. 
高瘦矩阵因为列数相对较少,panel 分解占的比例较大,而 panel 分解是不规整的计算,通信占的比例较大,

并不适合密集计算.因而很多 QR 分解算法对方阵的情况表现较好,对高瘦矩阵的情况则不然.而 TSQR 算法通

过提高并行性解决了这个问题.CAQR 则在 TSQR 算法上进一步加以扩展,通过隐藏或者减少数据传输来减少

处理器之间以及处理器与全局存储器之间的通信,以提高算法效能. 
TSQR(高瘦矩阵的 QR 分解)的分解采取完全不同以往分块算法的方式.它不直接对一整列进行分解.主要

有以下两步: 
(1) 首先把矩阵竖直地分成块,然后对每一个小块做 QR 分解,得到 Ui(即正交矩阵 Q)和 Ri(即上三角矩 

阵 R). 
(2) 然后采用树型规约消去主对角元下面元素,即 R1 下面的元素.如图 3 所示中的二叉树规约,上面两个块

进行规约得到 U12 和 R12,下面两个块进行规约得到 U34 和 R34,继续规约得到最终结果 U1234 和 R1234.可
以采用任何树形结构进行规约,例如四叉树.采用什么样的树结构取得最优性能与体系架构有关. 

TSQR 的每一个块的操作都是独立的,显示了极高的并行性.而且 block size 是可调的,选择合适的大小从而

匹配 cache,将可以极大地提高性能. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 3  TSQR 和 CAQR[5] 



 

 

 

肖玄基 等:异构平台数学库 MAGMA 性能测试与分析 121 

 

CAQR 是在使用 TSQR 的基础上发展起来的.它使用 TSQR 来进行 panel 分解.因为 TSQR 在 panel 分解时

是以块为单位的,那么尾子矩阵更新可以在整个 panel 分解完成前就开始.这去除了标准分块 householder QR 分

解算法中的同步,增加了并行性.尾子矩阵更新有两种可选方式.第 1 种叫作水平更新,如图 3(b)所示.它等待

panel 分解完成,生成所有的更新矩阵 HT,向右边进行更新操作.这种方法简洁,块的更新是独立的.第 2 种叫作树

形规约更新,如图 3(c)所示.右边矩阵的树形规约更新伴随着左边 panel 树形规约分解的每一步.这种方法较复

杂,而且对于 GPU 来说,它对矩阵的数据访问不规则且相对稀疏. 

2   MAGMA 测试分析 

本节使用两个测试平台:平台 1 为两路四核 Xeon 5550 处理器,主频 2.67GHz,内存 16G,GPU 为 TeslaC2050,
显存 2687.2MB,平台 2 为八路八核 Xeon7550 处理器,主频 2GHz.平台 1 单精度浮点性能总和为 1.2TFLOPS,平
台 2 为 1.02TFLOPS,二者差距不是很大.测试软件为 MKL 10.1.1.019,PLASMA 2.4.5(调用 LAPACK3.4.0 中的自

带 BLAS),MAGMA 1.1.0(调用 GOTOBLAS2 和 CUBLAS4.2.9),CULA R14(调用 CUBLAS 4.2.9). 
MAGMA 中,QR 分解的矩阵存放在 CPU 内存或者 GPU 内存均可.因为 GPU 承载的计算量较大,我们的计

算规模也比较大,为了得到较好的性能,在测试中我们选择把矩阵存放在 GPU 的内存中. 

2.1   与CPU数学库的性能对比 

为了增加软件包之间对比结果的可靠性,我们在此添加了 LU 和 Cholesky 分解的情况.MKL 和 PLASMA
均运行在 CPU(64 核)平台上,MAGMA 运行在 GPU(C2050)平台上.需要说明的是,MAGMA 中的 Cholesky 分解

(图示的 spotrf 函数)因为自身测试函数的 BUG 问题在矩阵规模为 15 000 和 17 000 的情况下无法得到结果.根
据图 4 和表 1,我们得到如下分析: 

首先,对于 QR 和 LU 分解,在两个系统的浮点性能接近的情况下,在各个规模下,MAGMA 的性能均好于

MKL 和 PLASMA,加速比达到 1.3 以上(见表 1)(需要注意的是,GPU 平台仅使用一块 Tesla C2050 GPU 就达到

了 1T 的性能,性价比非常高).对于 Cholesky 分解的情况,MAGMA 却比 MKL 要差一点,这可能是因为 MAGMA
对于 Cholesky 分解做得不够,内核等优化得不好所示. 

其次,MKL 的 LU 分解在 CPU 平台的性能达到 777.46 GFLOPS,达到理论峰值 1.02TFLOPS 的 76%,这已经

很接近 SGEMM 在 CPU 平台的实测性能峰值 810.13GFLOPS,所以除非 GEMM 的性能继续提升,否则,QR 分解

的整体性能不可能继续提升.而 GEMM 继续提升的空间已经很小.反观 MAGMA,性能峰值为 Cholesky 的

656.39GFLOPS,占系统峰值 1.2TFLOPS 的 55%,所以对于 QR,LU,Cholesky,在 GPU 上优化提升的空间比较大. 
我们可以看到,通过调用高度优化的 BLAS 的 CPU 上的数学库的性能已经接近机器性能,提升空间不

大.GPU 开发的数学库是潜在的提升性能的重要手段,尤其是随着 GPU 的蓬勃发展,浮点计算性能飞速提升. 

表 1  MAGMA,MKL,PLASMA 性能对比 

 

MAGMA MKL PLASMA 
峰值性能
GFLOPS 

峰值性能
GFLOPS 

加速比
MAGMA/MKL 

峰值性能
GFLOPS 

加速比
PLASMA/MKL 

QR 625.68 463.80 1.35 76.08 8.22 
LU 579.87 418.28 1.39 56.37 10.29 

Cholesky 656.39 777.66 0.84 79.14 8.29 
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图 4  CPU 数学库性能对比和相对 MAGMA 的加速比 

2.2   GPU数学库性能对比 

由图 5 我们看到,MAGMA 总体性能好于 CULA.在矩阵规模较小的情况下,CULA 与 MAGMA 相差不大,
甚至超过 MAGMA,这是因为 CULA 的 sgemm 做得更好;而随着规模的扩大,MAGMA 好于 CULA,这是因为计

算量增大,而 MAGMA 新近采用 CA 算法避免了通信,隐藏了延迟,提高了并行性,从而使性能得到了提升.平均

加速比为 1.4. 

 
图 5  GPU 数学库性能对比和加速比 

2.3   矩阵胖瘦的影响 

如图 6 所示,矩阵行数为 20 000,列数从 1000~17000(由于受到显存大小的限制,无法进行更大规模(大于 
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17 000)的测试).首先,刚开始的时候加速比并不是很明显,二者的性能值较为接近,这是因为起始时的计算量太

小,而两个系统的浮点计算能力又很强,主要时间用在数据传输上,数据传输时间差别不大,大概均为 0.4s(矩阵

规模为 1 000 时),计算能力的差距体现不出来.然后,当矩阵列数逐渐加大,当增大到 4 000 时我们可以看到,加速

比为最大,约为 2.5,这个时候就体现出 MAGMA 矩阵分解中使用 TSQR(tall and skin QR)[5]算法的好处,这种算

法对于高瘦矩阵有更好的表现.最后,当矩阵规模大于 4 000 时,加速比逐渐降低,最后达到 1.2~1.3 的水平,稳定

下来.这是因为随着矩阵列数的增多,即矩阵变得越来越胖,起决定因素的是矩阵乘的操作.对比的结果显示了

二者矩阵乘 SGEMM 函数的性能和机器的浮点计算性能. 
综上我们可知,MAGMA 很适宜计算高瘦矩阵的分解. 

 

图 6  矩阵胖瘦对性能的影响和加速比 

3   矩阵 BLOCK 大小的自适应调优 

3.1   实测性能 

图 7 是实际测试得到的在各个矩阵规模(1000×1000~10000×10000)下,算法性能随着分块大小的变化示 
意图. 

       

 

 

 

 

 

 

 

图 7  单精度 QR 分解和双精度 QR 分解实测性能 

观察图 7 中单精度的情况(双精度类似).首先从矩阵规模来看,当矩阵规模较小时(小于 2 000),SGEQRF 性

能稳定且较低,原因是数据量太小,计算在短时间内完成,函数启动时间占总时间比例较大.其次,SGEQRF 性能

随着分块的增大总体上呈简单的上升然后下降趋势,主要是因为较小的分块导致系统把大量时间花在分块和

任务划分上,而过大的分块会使块数目减少从而导致并行度不够,所以必须找到适中的分块.另外,虽然随着块

大小的增加 ,性能上升到较高后总体的性能在一定范围内发生变化 ,但是会出现抖动 .例如 ,当矩阵规模为 
10 000 时,分块大小 NB 为 128,性能为 512.6GFLOPS,但若增加分块大小 NB 为 144,则性能仅为 456.9,性能差距

达到 11%.然而,随着分块大小继续增加,当 NB 为 192 时,性能为 535.33,性能上升 17%,因此,进行分块调优具有

重要的应用价值. 
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3.2   自适应调优-混合调优法 

3.2.1   算法简介 
目前,稠密矩阵采用的自适应策略主要有 3 种模型[4]:生成和测试模型(generate-and-test model)、性能分析

模型(analytical performance model)、忽略缓存模型(cache-oblivious model)[6].生成测试模型,顾名思义,即使用测

试的方法(简单的穷举等都可归于这一类)找到优化的参数.性能分析模型的主要手段是分析,分析当前软、硬件

环境(体系结构,编译器等)或者代码的特点(例如,计算密集型还是访存密集型),得到好的参数值.忽略缓存模型

方法是对块规模递归减小然后测试.该方法借鉴以往的性能分析方法和生成测试方法,对分块大小提出了一种

适合 MAGMA 架构的混合调优方法. 
性能分析: 
CUDA 实际执行时,block 中线程以 warp 为单位,warp 大小是 32,也就是 32 个 thread 会被群组成一个 warp

来一起执行;同一个 warp 里的 thread 会以不同的数据执行同样的指令.而如果 block 里面的 thread 数量不是 32
的倍数,比如说 thread数目是 70的话,就会有 3个warp:0-31,32-63,64-69.由于最后一个warp里只剩下 6个 thread,
所以其实在计算时,就相当于浪费了 26 个 thread 的计算能力. 

TeslaC2050 是一种 Fermi 架构,采用双 warp 调度.每一个 SM 都有两个指令发送单元,可以同时让两个 warp
相互独立地并发运行.Fermi 同时并发调度两个 warp 的一条指令分别在 16 个一组的 CUDA core(即 SP)上进行

计算,或者在 16个存/取单元运行,或者 4个 SFU上运行,从而提高并行度,充分发挥计算能力.这样我们可以得到:
在一个 GPU 核心周期,一个 SM 可以完成两个 warp 的计算,即 64 个线程的计算. 

综上,64 的倍数为理论上的较优点,但为了涵盖较多的点,在测试时选择 32 的倍数为测试样本点. 
生成测试: 
在测试部分,我们只需搜索分块大小为 32 的倍数的点.以矩阵大小 4 000 为例,首先随机选取一个测试点

NB=192,标记为最优块.然后分别向两侧搜索,每边取两个值,即选择 NB=160,128 和 NB=224,256 进行测试,若出

现两个值都比最优块的性能要好,那么舍弃另外一边,仅进行单边搜索,并且把最优值进行替换.虽然我们由测

试数据可以看出,性能随着分块的增大呈现较为严格的先上升后下降的趋势,但是为了防止某个点出现异常,我
们使用两个点的结果,以保证结果是可靠的. 

当然,为了防止最优点附近,两个测试值,一个比最优值好,一个比最优值差(这种情况既可能是搜索到最优

点,也有可能是测试的异常或者错误造成),我们选择再增加一个搜索点,即用 3 个点来判断性能走势.搜索结束

的标志是最优值不再发生变化. 
3.2.2   实验结果 

(1) 方阵的情况 
图 8 展示了不同分块算法在不同规模下取得的性能.最优分块性能是实际测试的最优性能,“步长 32”算法

是指搜索步长为 32(分块大小为 32 倍数). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 8  性能对比结果 
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图 8 所示对于 S 精度的 QR 分解,当矩阵规模为 20 000 时,“步长 32”算法对应默认分块加速比为 1.09.平均

加速比为 1.04.S 精度规模较大时加速比较好.对于 C 精度的 QR 分解函数,自适应调优相对于默认分块的最大

加速比在 2 000 处取得,加速比为 1.19.平均加速比为 1.03.规模较小时加速比较好.C 精度虽然平均加速比不高,
但是可以得到最优性能对于自适应调优性能的平均加速比为 1,这说明,自适应调优在所测试的矩阵大小点均

取得了最优性能.同时也说明,通过调优加速的空间不大,但是对于其他类型和函数有可能取得好的性能. 
观察第 3.1 节中算法性能随矩阵分块的改变可以看到,每当分块 NB 为 64 的倍数时,性能有一个相对急速

的上升,这也与我们对 TeslaC2050 的性能分析相吻合.只取 NB 为 64 的倍数的点,可以得到一个简单的先上升后

下降的曲线.这样就不需要考虑局部最优值,得到的结果基本上是全局最优,而且搜索速度会大大加快,称为“步
长 64”算法. 

“步长 32”算法与“步长 64”算法除了每次搜索的步长不同之外,更主要的区别是“步长 64”算法仅仅是基于

一个简单的假设:对于 QR 分解,局部最优值的曲线呈现简单的先上升后下降的抛物线形式.“步长 32”算法需要

在局部最优值处进行繁琐的判断以避免局部最优从而达到全局最优.观察 sgeqrf_gpu 可以看到,“步长 64”算法

已经达到最优性能,性能曲线和最优性能曲线基本吻合,但是平均加速比为 1.05.对于 cgeqrf_gpu,“步长 64”算法

也达到最优性能,性能曲线和最优性能曲线基本吻合,但是平均加速比更是只有 1.02. 
对于方阵来说,得到的结论是:1) 自适应调优是有效的,接近实测最优值.2) 对分块大小进行调优的空间很

小,已经没有调优的必要. 
(2) 高瘦矩阵的情况 
因为 MAGMA 最新版本开始采用 CAQR 算法;由如算法分析可知,CAQR 正是以高瘦矩阵的 QR 分解算法

(TSQR)为基础的,所以 TSQR 的性能很重要,有必要进行调优. 
单精度测试行数为 20 000,列数从 1 000~20 000.“步长 32”算法的平均加速比是 1.04,最大加速比出现在列

数 1 000 和 2 000 处,为 1.10.“步长 64”算法的平均加速比是 1.05.最大加速比出现在 19 000 和 20 000 处,为 1.10.
总体来看,加速比都不好.原因应该是 MAGMA 中单精度计算比较规则而且优化得比较好.对单精度复数精度来

说,“步长 32”算法的平均加速比是 1.16,“步长 64”算法的平均加速比是 1.15.但是可以明显地看到,主要的加速出

现在列数比较少的情况,主要是 1 000~5 000 之间,最大加速比均为 1.8 之多.而随着矩阵的变宽,矩阵乘法的性能

对整体性能的贡献占了主要的部分,分块大小的影响不大.这说明,对高瘦矩阵进行参数调优还是很有必要的,
如图 9 所示. 

      

图 9  高瘦矩阵的自适应调优结果 

因此,对于高瘦矩阵,可以得到如下结论:对于矩阵很瘦的情况进行调优是有必要的;因为 S 和 C 精度 QR 分

解算法的性能在自适应调优之后达到很高的加速比,尤其是 C 精度的不规则运算较多,调优性能更好. 

4   结论与未来工作 

多核计算已经普及化 ,由于 GPU 所能提供的巨大计算性能 ,最新的超级计算机系统均开始采用

CPUs+GPUs 异构的方式构建.可以说,硬件系统构架即将进入多核加 GPU 的异构时代.CPU 的线性数学库已经
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达到系统性能峰值的约 80%,很难继续提升.GPU 因为其天然的高浮点计算能力,所以更适于做线性代数运算. 
我们根据测试可以看到:首先,MAGMA 性能表现很优异,无论是对比 CPU 的数学库还是 GPU 的数学库,基

本上都表现出了较好的加速比.其次,MAMGMA 在使用时,如果矩阵是高瘦矩阵或者规模很大,都表现得更好,
更有利于发挥 GPU 强大的能力.最后,我们可以看到,未来的 GPU 需要把显存做得更大或者在 GPU 直接读取内

存数据方面做得更好;并且,未来的算法优化方向是减少通信,进一步地提高并行性,把 CPU 和 GPU 之间的任务

分配调度做得更好,从而充分利用各部件的计算性能. 
我们进行了自适应调优测试,取得了一定的效果,得到的结论是: 
(1) 分块调优,对于高瘦矩阵进行调优是非常必要的,但是对于胖矩阵,方阵调优则是不必要的. 
(2) 仅仅对于一个参数(NB)的调优是不够的,调优性能空间太小,应对多个参数(与体系架构相关)进行,这

样才能精细地加以控制,获得好的结果. 
未来工作的重点应该是: 
(1) 对于运算相对 QR 不规则的其他函数进行调优测试. 
(2) 进行多参数调优(对 MAGMA 实现类似 LAPACK 的针对体系架构的多参数控制). 
(3)  MAGMA 在 AMD 平台上的自适应调优(由于 MAGMA 在 CUDA 平台已经优化得很好,在 OPENCL 平

台做得相对薄弱). 
(4) 发展针对特定平台的优化方法. 
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