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摘  要: 利用对数和指数算子构建了一种新的形态学联想记忆方法 ,简称 LEMAM.理论分析表明 :自联想

LEMAM(简称 ALEMAM)具有无限存储能力、一步回忆记忆、一定的抵抗腐蚀噪声或膨胀噪声的能力,在输入完

全或在一定的噪声范围内,能够保证完全回忆记忆;异联想 LEMAM(简称 HLEMAM)在输入完全情况下,不能保证

完全回忆记忆,但当满足一定条件时,也能够达到完美联想记忆.对比实验结果表明:在一些情况下,LEMAM 能够取

得较好的联想记忆效果.总体来说,LEMAM 丰富了形态学联想记忆的理论和实践,可以作为一种神经计算模型加以

研究和利用. 
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Abstract:  A novel morphological associative memory method, abbreviated as LEMAM, is constructed by using logarithmic operator 
and exponential operator. The theoretical analysis shows that auto LEMAM (abbreviated as ALEMAM), which has unlimited storage 
capacity, one step recall, and a certain ability of resisting erosive noise or dilative noise, can ensure perfect recall memory for either 
perfect inputs or a certain range of noise. Hetero LEMAM (abbreviated as HLEMAM) does not guarantee perfect recall, even without any 
input noise. However, when meeting certain conditions, HLEMAM can also achieve perfect recall. HLEMAM contrast experiments show 
that, in some cases, LEMAM can produce better result. On balance, LEMAM enriches the theory and practice of morphological 
associative memories, and can serve as a kind of new neural computational model for research and application. 
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专家指出,联想记忆(associative memories,简称 AM)是人脑的功能,是逻辑思维和形象思维、推理和创新的

源泉[1].利用机器实现或部分实现类似人脑的功能,一直是人们追求的目标之一.人工联想记忆有两个平行发展

的分支: 
• 一个是经典联想记忆,如 Hopfield 联想记忆; 
• 另一个是形态学联想记忆 (morphological AM,简称 MAM),如实形态联想记忆 (real MAM,简称

RMAM)[2]、复形态联想记忆(complex MAM,简称 CMAM)[3]、模糊形态联想记忆(fuzzy MAM,简称

FMAM)[4,5]、增强模糊形态联想记忆(enhanced FMAM,简称 EFMAM)[6]等. 
形态学联想记忆是一大类,包含若干子类.从面向对象的观点出发,冯等人提出了一个复域上统一的形态学

联想记忆框架(unified framework of MAM in complex domain,简称 UFMAMCD)[7],将几种基本的 MAM 统一在一

起,旨在丰富和发展 MAM 的理论,深刻揭示 MAM 的本质,探索并发现一些新的形态学联想记忆方法. 
Hopfield 联想记忆网络要求联想记忆的模式或向量之间正交,其存储能力十分有限.已有相关文献表明,它

的存储容量不超过网络神经元总量的 15%[8],这意味着大量神经元的浪费,且存在收敛问题.而形态学联想记忆

是以数学形态学为基础建立起来的,有着严格的理论和方法.自联想形态学记忆具有无限存储能力;一步回忆记

忆,不存在收敛问题;具有一定的抵抗腐蚀噪声或膨胀噪声的能力;在输入完全或在一定的噪声条件下,能够保

证完全回忆记忆.异联想形态学记忆在输入完全情况下,没有完全回忆记忆的保证,但在一定条件下也可以实现

完全回忆记忆.鉴于 MAM 的突出优点和特点,近年来,它得到了人们的重视,在模式识别和图像处理[9−13]、感 
知[14]、学习[15,16]、分类和预测[17,18]等领域得到了广泛的应用. 

MAM 的主要问题之一是:异联想形态学记忆(heteroassociative morphological memories,简称 HMM)是不完

全的,即使输入是完全的,它也不能保证完全回忆记忆,这极大地限制了 HMM 的应用.针对这一问题,Feng 等人

提出了一种解决方法[19],称为四维存储的形态学联想记忆(FDSHMM),在输入完全或在一定的噪声范围内,可以

实现 HMM 的完全回忆记忆.FDSHMM 方法可以应用于小规模问题或实时性要求不高的场合.鉴于当前任何一

种 MAM 方法都不完美,因此,研究一些新的 MAM 方法,多种方法互补,将是解决 HMM 问题的有效途径. 
另一方面,我们认为,UFMAMCD 是一个框架,具有一定的“容量”,该框架容纳了一些已有的 MAM 方法,但它

并未“饱和”,还可能容纳一些框架可纳的、尚未显见的新方法,有待于我们去探索和发现.这些新方法在算子、

性能等方面与已有方法明显不同,可与其他 MAM 方法互补.显然,努力发现 UFMAMCD 中隐含的新方法,进一步

充实框架内容,完善框架体系,是 MAM 研究中的一个重要课题. 
依据上述分析的基本思想,本文利用对数和指数运算构建了一种新的形态学联想记忆方法,简称 LEMAM 

(logarithmic and exponential MAM).理论分析表明:自联想 LEMAM(auto LEMAM,简称 ALEMAM)具有无限存

储能力、一步回忆记忆、一定的抵抗腐蚀噪声或膨胀噪声的能力,在输入完全或在一定的噪声范围内,能够保

证完全回忆记忆;异联想 LEMAM(hetero LEMAM,简称 HLEMAM)在输入完全时,没有完全回忆记忆的保证,但
在满足完全回忆记忆定理和噪声定理的条件下,也可以达到完全回忆记忆.对比实验结果表明:在一些情况下, 
LEMAM 能够取得较好的联想记忆效果.在自联想方面,ALEMAM 的抗噪声性能明显好于 RMAM,而不低于

FMAM;在异联想方面,HLEMAM 抗混合噪声的能力明显优于 HRMAM 和 HFMAM.Iris 实验结果表明:在训练

精度和预测分类准确性方面,HLEMAM 方法胜过 HRMAM,略高于或不低于 HFMAM.在 Wine 实验中,有更好的

结果和结论:在学习精度和预测分类准确性方面,HLEMAM 均胜过 HRMAM 和 HFMAM.另外,LEMAM 的神经

计算方法与人耳听觉具有的对数特性相近,在模拟听觉引发的联想记忆和研究听神经的神经计算机制方面, 
LEMAM 可能具有潜在的作用和意义.因此,LEMAM 可以作为一种新的形态学神经计算模型加以研究和利用,
本文为此奠定了基础并积累了资料. 

本文第 1 节从 UFMAMCD 的角度简介 MAM 的基本原理.第 2 节叙述 LEMAM 的基本原理.第 3 节讨论

ALEMAM.第 4 节讨论 LEMAM 的噪声性能,包括噪声边界条件、ALEMAM 和 HLEMAM 的噪声性能.第 5 节

结合 Iris 实验和 Wine 实验展示 HLEMAM 的分类和预测能力及应用前景.最后,第 6 节总结全文. 



 

 

 

1664 Journal of Software 软件学报 Vol.26, No.7, July 2015   

 

1   UFMAMCD 简介 

在 UFMAMCD 中,基本计算基于代数格结构(U,∧,∨,Ο),其中, 
• U 代表非空集合或域,例如 U=R,U=R+,或 U=C; 
• ∧和∨分别表示取极小和极大操作; 
• Ο代表在 U 上封闭的运算,例如Ο=+或−,是 R 上的封闭运算;也可以Ο=⋅或/,是 R+上的封闭运算;还可以

Ο=Log 或 Exp,构成 R＞0(限定对数底数和真数>1)上的封闭运算.我们也使用Θ表示Ο的逆运算. 
在 UFMAMCD 中,对象满足以下可纳条件: 
(1) 有序性:设 a,b∈U,则 a≤b 或 b≤a; 
(2) 封闭性:设 a,b∈U,aΟb=r,则 r∈U; 
(3) 正确性:遵循正确的运算法则. 
满足以上条件的 MAM 对象,对 UFMAMCD 来说是可纳的. 
给定一对模式向量 x=(x1,…,xn)′和 y=(y1,…,ym)′,在输入 x 作用下,回忆 y 的形态学联想记忆 W 被定义为 
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因为 W 满足下面的等式: 

 
1 1

1

( )

( )

i i

n

i

i

n

m i i

y x x

y x x

Θ

=

=

⎡ ⎤Ο Θ⎢ ⎥
⎢ ⎥∨ = =⎢ ⎥
⎢ ⎥
∨ Ο Θ ⎥⎣ ⎦

∨

⎢

#W x y  (2) 

另一个形态学联想记忆 M 可定义为 
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M 也满足下面的等式: 
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类似地,设(x1,y1),…,(xk,yk)是 k 对向量,其中,第ξ对输入向量和输出向量分别是: 

1 1( ,..., ) , ( ,..., ) .n mx x y yξ ξ ξ ξ ξ ξ′ ′= =x y  

对于给定的模式联想集合{(xξ,yξ):ξ=1,…,k},我们定义一对联想模式矩阵(X,Y),其中,X=(x1,…,xk),Y=(y1,…, 
yk).如此,X 是 n×k 维矩阵,Y 是 m×k 维矩阵.对矩阵对(X,Y),定义两个自然的形态学 m×n 记忆 WXY 和 MXY 如下: 

 1 ( )k
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Ο Ο
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显然, ( ) ( )ξ ξ ξ ξ
Ο Ο

′ ′∧ = ∨y x y x ,所以下面的不等式成立: 

 ( ) ( ) , 1,...,XY XY kξ ξ ξ ξ ξ
Ο Ο

′ ′∧ = ∨ ∀ =≤ ≤W y x y x M  (7) 

同时,按照公式(2)和公式(4),不等式(7)暗含着: 
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 ( ) ( ) , 1,...,XY XY kξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
Θ Ο Θ Ο Θ Θ⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′∨ ∧ ∨ = = ∨ ∧ ∧ ∀ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

≤ ≤W x y x x y y x x M x  (8) 

等价地,有: 

 XY XY

Θ Θ
∨ ∧≤ ≤W X Y M X  (9) 

2   对数-指数形态学联想记忆(LEMAM) 

受统一的形态学联想记忆框架的启发[7],我们用对数和指数运算分别代替 RMAM 中的减和加运算,进而得

到一种新的基于对数和指数运算的形态学联想记忆,即 LEMAM. 
由统一的形态学联想记忆框架可知,其基本计算基于格代数结构(U,∧,∨,Ο),其中,U 代表非空集合或域,Ο代

表在 U 上封闭的运算.假设 U=R,Ο代表在 U 上的取对数/求指数运算(Log/Exp 运算),那么(U,∧,∨,Ο)=(R,∧,∨, 
Log/Exp)即构成 LEMAM 的计算基础.为方便起见,在以下的讨论中,对于对数函数 y=logax,我们假定 a>1,x>1,
以后需要时,再加以扩展并另行讨论. 

给定一对向量 1 1( ,..., ) n
nx x R>′= ∈x 和 1 1( ,..., ) m

my y R>′= ∈y ,当对 LEMAM 网络提供输入向量 x 时,可将回忆向 

量 y 的对数-指数形态学联想记忆 V 如下定义: 
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因为 V 满足方程
exp

,∨ =V x y 即有: 
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同样,也可以使用极大算子
log
∨ 定义 y 和 x 的另一个形态学联想记忆 T: 
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T 满足方程
exp

,∧ =T x y 即有: 
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类似地 ,设(x1,y1),…,(xk,yk)是 k 个向量对 ,输入向量 1 1( ,..., )l l l n
nx x R>′= ∈x ,输出向量 1 1( ,..., )l l l m

my y R>′= ∈y , 

l=1,…,k.借助某种变换,可将输入向量和输出向量限定在 R>1 上.对于一个给定的模式联想集合{(xl,yl):l=1,…,k}, 

可以定义一对联想模式矩阵(X,Y),其中,X=(x1,…,xk),Y=(y1,…,yk).这样,X 是 n×k 维矩阵,它的第 i,j 项是 ;j
ix Y 是

m×k 维矩阵,它的第 i,j 项是 .j
iy 对(X,Y)定义如下两个自然的形态学 m×n 维记忆 VXY 和 TXY: 
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VXY 和 TXY 中对应的第 i,j 项分别由下列式子表示: 
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很明显,
log log

( ) ( ) .l l l l′ ′∧ = ∨y x y x 由此定义,下式成立: 

 
log log

( ) ( ) , 1,...,l l l l
XY XY l k′ ′∧ = ∨ ∀ =≤ ≤V y x y x T  (18) 

根据公式(11)、公式(13)~公式(15),不等式(18)隐含着: 
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或者,等价地,有: 

 
exp exp

XY XY∨ ∧≤ ≤V X Y T X  (20) 

如果
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,XY ∨ =V X Y 则 VXY 称为对(X,Y)的
exp
∨ 完全回忆记忆;如果
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∧ 完 

全回忆记忆. 

定理 1. 如果 A 是对(X,Y)的
exp
∨ 完全回忆记忆,B 是对(X,Y)的

exp
∧ 完全回忆记忆,那么, 

 A≤VXY≤TXY≤B,且
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证明:如果 A 是对(X,Y)的
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∨ 完全回忆记忆,那么,
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对于任意索引 j∈{1,…,n},它满足 ( ) , 1,..., .ijal l
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这表明 A≤VXY,按照公式(20),我们有
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.XY= ∨ ∨≤ ≤Y A X V X Y 因此,
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类似地,可以证明:如果 B 是对于(X,Y)的
exp
∧ 完全回忆记忆,那么 TXY≤B,且

exp
.XY ∧ =T X Y 这样,由公式(18),我

们有:A≤VXY≤TXY≤B,
exp exp

.XY XY∨ = = ∧V X Y T X  □ 

该定理表明:VXY 是所有
exp
∨ 完全回忆记忆的最小上界,TXY 是所有

exp
∧ 完全回忆记忆的最大下界. 

然而值得注意的是,定理 1 并没有说明(X,Y)的完全回忆记忆是否存在.那么,在什么条件下,VXY 或 TXY 才能 

成为(X,Y)的
exp
∨ 完全回忆记忆或

exp
∧ 完全回忆记忆呢?定理 2 将解答这一问题. 

定理 2(完全回忆记忆定理). VXY 是对(X,Y)的
exp
∨ 完全回忆记忆,当且仅当对每个 l=1,…,k,矩阵

log
( )l l⎡ ⎤′∧ −⎢ ⎥⎣ ⎦

y x  

VXY 的每一行包含一个零项 ;类似地 ,TXY 是对 (X,Y)的
exp
∧ 完全回忆记忆 ,当且仅当对每一个 l=1,…,k,矩阵

log
( )l l

XY
⎡ ⎤′− ∧⎢ ⎥⎣ ⎦

T y x 的每一行都包含一个零项. 

证明:∀l=1,…,k 和∀i=1,…,m,VXY 是对(X,Y)的
exp
∨ 完全回忆记忆 

exp

exp

log

1 1

1

1

1 1
( )(

1

(log ) log 1 0 ( ) .

)

0l l
j j

ij
ij

l
l l i

XY i
li

XY
i

n n
l l l
i ij XYx xj

l ln
i i

n vljvl jjj

j
ij

yy

y

y y
x

v

x =

= =

=

⎛ ⎞∨ = ⇔ = ⇔⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ∨⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎡ ⎤′⇔ ∧ − = = ⇔ ∧ ∧ − =⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝

⇔ =

⎠

⇔ ∧ =
∨

V x
V x

y x V
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这最后的等式为真,当且仅当对每一个 l=1,…,k 和每一个 i=1,…,m,矩阵
log

( )l l
XY

⎡ ⎤′∧ −⎢ ⎥⎣ ⎦
y x V 的每一行至少包含 

一个零项.在此,我们只针对记忆 VXY 进行证明,另一半证明可用类似的方法得到. □ 

推论 1. 
exp

,XY ∨ =V X Y 当且仅当对每一个行索引 i=1,…,m 和每一个γ∈{1,…,k},存在一个依赖于 i 和γ的列索 

引 j∈{1,…,n},使得: 

 
log

1

l
l jyi

k x

j il
x yγ γ

=
= ∨  (22) 

类似地,
exp

,XY ∧ =T X Y 当且仅当对每一个行索引 i=1,…,m 和每一个γ∈{1,…,k},存在一个依赖于 i 和γ的列索 

引 j∈{1,…,n},使得: 

 
log

1

l
l jyi

k x

j il
x yγ γ

=
= ∧  (23) 

证明:按照定理 2,
exp

,l l
XY ∨ =V x y ∀l=1,…,k,当且仅当对每一个行索引 i=1,…,m和每一个γ∈{1,…,k},存在一个 

依赖于 i 和γ的列索引 j∈{1,…,n},使得: 

 
1

log log l
jj

k
l

i ij ixx l
y v yγ
γ

=
= = ∧  (24) 

该方程成立,当且仅当: 

 
1

log log l
ii

k
l

j jyy l
x xγ
γ

=
= ∨  (25) 

等价地,当且仅当: 

 
log

1

l
l jyi

k x

j il
x yγ γ

=
= ∨  (26) 

例 1:设 1 1 2 2 3 3

4 16 3 9 5 25
2 , 2 ; 3 , 3 ; 25 , 25 .
4 4 9 3 125 5

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x y x y x y  

• 在记忆阶段: 
log3

1

log log log

( )

4 3 516 9 25
      2 3 252 3 25

4 9 1254 3 5

22 12 4 2 2 2 1 3
1 1 1      1 1 1 2
2 2 2
1 2 1 11 1

2

l l
XY l=

⎛ ⎞′= ∧ ∧⎜ ⎟
⎝ ⎠

′ ′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ∧ ∧ ∧ ∧ ∧⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟= ∧ ∧⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

V y x

21
3

1 11
2 3

22 1
3

1 1      1 .
2 2

1 11
2 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

• 在回忆阶段,应用 VXY,可得: 
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2
2 1 3

1 1exp exp
1 1 12 2

11
1 32

2
2 1 3

1exp exp
2 12

2
2 1

3
1 1

1
2 2

1 1
1

2 3

22 1 4 2 43 4 16
1 11 2 4 2 4 2 ,
2 2

4 41 1 4 2 41
2 3

3 3 9
3
3 3 3
9

XY

XY

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ∨ ∨⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∨ = ∨ = ∨ ∨ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟ ∨ ∨⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞

∨ ∨⎜ ⎟
⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟∨ = ∨ = ∨ ∨⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

V x y

V x
1

22

11
1 32

2
2 1 3

1 1exp exp
3 1 32 2

11
1 325

9
9 3 ,

3
3 3 9

22 1 5 25 1253 5 25
1 11 25 5 25 125 25 .
2 2

125 51 1 25 1251
2 3

XY

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠∨ ∨⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ∨ ∨⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∨ = ∨ = ∨ ∨ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟ ∨ ∨⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

y

V x y

 

应用 TXY 回忆,也可得到对原始模式对的完全回忆记忆,读者可自行验证. 

3   自联想对数-指数形态学联想记忆 ALEMAM 

在对数-指数形态学联想记忆中,如果 X=Y,即 xl=yl,∀l=1,…,k,那么 VXY=VXX,TXY=TXX.此时的 LEMAM 就成为

自联想 LEMAM,即 ALEMAM. 

定理 3. 
exp exp

, .XX XX∨ = ∧ =V X X T X X  

证明:记忆时,∀i∈{1,…,m}和∀l=1,…,k,我们有: 

 
log log

1
( ) log 1, ( ) 1l

i

k
l l l l l

ix l
ii i

i
i

ix v
=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′∧ = = ∧ ∧ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

=x x x x  (27) 

因此,对于每个 l=1,…,k,
log

( )l l
XY

⎡ ⎤′∧ −⎢ ⎥
⎣ ⎦

x x V 的每一行都包含了一个零项.按照定理 2,VXX 是对(X,X)的
exp
∨ 完全

回忆记忆,即,
exp

XX ∨ =V X X 成立.同理可证
exp

.XX ∧ =T X X  □ 

在定理 3 中,对 X 的类型和规模大小是没有限制的,这表明记忆 VXX 和 TXX 具有无限存储能力,在输入完全

情况下,能够保证完全回忆记忆. 

例 2:设 1 1 2 2 3 3

9 9 2 2 4 4
3 , 3 ; 4 , 4 ; 4 , 4 .
81 81 8 8 4 4

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x y x y x y  

采用 LEMAM 方法的 VXX 或 TXX 均能实现对上述模式对的完全回忆记忆.限于篇幅,计算从略. 

定理 4. 如果
exp exp

, ,XX XX∨ = ∧ =V z w T z u 那么
exp exp

, .XX XX∨ = ∧ =V w w T u u  

证明:假定
exp

,XX ∨ =V z w 注意到:对于 i=1,…,n,vii=1,那么, 

 
exp exp

1
iiiiv

n
v

XX i i XXj
i

j ww w
=

⎛ ⎞∨ = ∨ = ⇔ ∨⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤≥V w w V w  (28) 

令 i,j,θ∈{1,…,n},注意到: 

 
1
log log , 1,...,l

k
l

i i ix xl
v x x kγ

θ θ

γ
θ γ

=
= ∧ ∀ =≤  (29) 
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1
log log , 1,...,l

j j

k
l

j x xl
v x x kγ

γ
θ θ θ γ

=
= ∧ ∀ =≤  (30) 

因而: 

 log log log , 1,...,
j j

i j i ix x x
v v x x x kγ γ γ

θ

γ γ γ
θ θ θ γ⋅ ⋅ = ∀ =≤  (31) 

所以
1
log .l

j

k
l

i j i ijxl
v v x vθ θ =

∧ =≤ 从而,对 i=1,…,n,我们有: 

 
1 1

1 1 1 1 1

( ) ( ), 1,...,

exp
    ( )

ij i j

il
il lj lj il

n nv v v
i j jj j

vn n n n nv v v v
j j l XXl j l j l

i

w z z n

z z w

θ θ θ⋅

= =

⋅

= = = = =

= ∨ ∨ ∀ =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟∨ ∨ = ∨ ∨ = ∨ = ∨⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

≥

≥ V w
 (32) 

这表明: 

 
exp

XX ∨≥w V w  (33) 

由不等式(28)和不等式(33)可知,
exp

.XX ∨ =V w w  □ 

定理 4 表明,VXX 和 TXX 可在一步内对完全输入进行完全回忆.相比之下,Hopfield 联想记忆网络的存储能力

十分有限,要求记忆模式正交,回忆分多步完成.这一事实表明,ALEMAM 与经典联想记忆相比具有明显优势. 

4   LEMAM 的噪声性能 

4.1   噪声定理 

定理 5(噪声定理). 令X=(x1,…,xk),Y=(y1,…,yk),设 l�x 表示输入模式 xl的一个含噪声样本,那么,
exp

l l
XY ∨ =�V x y  

当且仅当: 

 
log

1
( ) , 1,...,

l
iyi

m
l l
j j ji

y

l
x x x j n

ξξ

ξ= ≠

⎛ ⎞
∨ ∧ ∨ ∀ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
� ≤  (34) 

同时,对每一个行索引 i∈{1,…,m},存在一个列索引 ji∈{1,…,n},使得: 

 
log

( )
l
iyi

i i i

y
l l
j j jl

x x x
ξξ

ξ ≠

⎛ ⎞
∨ ∨⎜ ⎟
⎝ ⎠

� =  (35) 

类似地,
exp

l l
XY ∧ =�T x y 当且仅当: 

 
log

1
( ) , 1,...,

l
iyi

m y
l l
j j ji l

x x x j n
ξξ

ξ= ≠

⎛ ⎞
∧ ∨ ∧ ∀ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
� ≥  (36) 

同时,对每一个行索引 i∈{1,…,m},存在一个列索引 ji∈{1,…,n},使得: 

 
log

( )
l
iyi

i i i

y
l l
j j jl

x x x
ξξ

ξ ≠

⎛ ⎞
∧ ∧⎜ ⎟
⎝ ⎠

� =  (37) 

证明:在证明定理 5 之前,首先介绍一个指数对数的常用公式: 

 log logb bc aa c=  (38) 

令 log loglog log log log log log
log

b c c
b a c c b b

c

Aa A c A A a c a
a

= ⇔ = = ⇔ = ⋅ = ,即 log ,b aA c=  

(1) 设 l�x 表示模式 xl 的一个含噪声样本,对于 l=1,…,k,
exp

.l l
XY ∧ =�T x y 那么, 

 
exp

1
( ) ( ) , 1,..., 1,...,ijir

n ttl l l l
i XY r jr

i

y x x i m j n
=

⎛ ⎞= ∧ = ∧ ∀ = ∀ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

� � �≤ 和T x  (39) 

即: 
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1

1

1/

1 1

1/

log log ( ) , 1,..., , 1,...,

1, 1,..., , 1,...,
log

log 1 ( ) , 1,..., , 1,...,

( ) (

( ) (

)

)

ij
l l
j j

l
j

l
i

k

i

ij

j ij

tl l
i j ijx x

ij
l
ix

l l l
ij j j iy

m mtl l l
j i i

t t

i i

l l
j i

y x t i m j n

t
i m j n

y

t x x yx y i m j n

x y y ξ =
∨

= =

= ∀ = ∀ = ⇔

∀ = ∀ = ⇔

× ⇔ ∀ = ∀ = ⇔

∨ = ∨

⇔

� �

�

�

� ��

�

≤

≥

≥ ≥≥

≥ 1
log log

1

log log

1

log log

1 1

( ) , 1,...,

( ) , 1,...,

( ) ( ) , 1,..., .

k
i jx yj i

l
l jj yyl ii

j jy yl i i

y m x
l
ii

x xm
l l
j ii

m x m x
l l l l l
j i j j ii i l

y j n

x y j n

x y x x y j n

ξ ξ
ξ ξ

ξ

ξ
ξ

ξ

ξ ξ
ξ ξ

ξ

ξ

=

≠

≠

∧

=

⎛ ⎞
∧ ∧⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

∧

= = ≠

= ∨ ∀ = ⇔

∨ ∀ = ⇔

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
∨ ∧ = ∧ ∨ ∧ ∀ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�

�

≥

≥

 

根据公式(38)得到: 

 

log

1

log

( ) , 1,...,

( ) , 1,..., , 1,...,

l
iyi

l
iyi

m y
l l
j j ji l

y
l l
j j jl

x x x j n

x x x j n i m

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

= ≠

≠

⎡ ⎤
∧ ∨ ∧ ∀ = ⇔⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤

∧ ∧ ∀ = ∀ =⎢ ⎥
⎣ ⎦

�

�

≥

≥

 (40) 

这表明,不等式(36)被满足. 
设对于 i=1,…,m,不等式集合(36)不包含等号,即,假定存在一个行索引 i∈{1,…,m},使得: 

 
log log

( ) ( ) , 1,...,
l
i jy yi i

y x
l l l l
j j j j il l

x x x x y j n
ξ

ξ ξξ

ξ ξ≠ ≠

⎡ ⎤⎡ ⎤
> ∧ ∧ = ∧ ∧ ∀ =⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
�  (41) 

那么, 

 
11

exp log log

1 1 1 1

1

loglog

1 1

( ) ( ) ( )

                   ( ) ( )

ij ij
j jy yij i i

kijk
ij xy ji

t t
n n x n k xtl l l l l

XY j j i ij j l j
i

t
yn x n

l l
i ij j

x x y y

y y

ξ ξ
ξ ξ

ξξ
ξξ ξξ

ξ ξ

==

= = ≠ = =

∨∧

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎛ ⎞∧ = ∧ > ∧ ∧ ∧ = ∧ ∧⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡
⎡ ⎤ ⎢
⎢ ⎥ ⎢= ∧ = ∧
⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎢⎣

� �T x

1/

1
[( ) ]

ij

ij ij

t

n t tl l
i ij

y y
=

⎤
⎥
⎥ = ∧ =
⎥
⎥⎦

 (42) 

因此,
exp

,l l
XY ∧ >�T x y 这与

exp
l l

XY ∧ =�T x y 相矛盾.从而,对每一行索引 i 必然存在一个列索引 ji,满足公式(37). 

(2) 设
log

1
( ) , 1,...,

l
iyi

m y
l l
j j ji l

x x x j n
ξξ

ξ= ≠

⎡ ⎤
∧ ∨ ∧ ∀ =⎢ ⎥

⎣ ⎦
� ≥ ,由第(1)部分的证明可知,该不等式为真当且仅当: 

1/( ) , 1,..., , 1,..., .ijtl l
j ix y i m j n∀ = ∀ =� ≥  

或者,等价地,当且仅当: 

 
1

exp

( ) , 1,..., , 1,...,

( ) , 1,...,

, 1,...,

ij

ij

tl l
j i

n tl l
j ij

l l
XY i

i

x y i m j n

x y i m

y i m

=

∀ = ∀ = ⇔

∧ ∀ = ⇔

⎛ ⎞∧ ∀ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

�

�

�

≥

≥

≥T x

 (43) 

这意味着
exp

,l l
XY ∧ � ≥T x y ∀l=1,…,k. 

如果我们能够证明
exp

,l l
XY ∧ � ≤T x y ∀l=1,…,k,那么就能够证明

exp
,l l

XY ∧ =�T x y ∀l=1,…,k. 

任意选择 l∈{1,…,k},i∈{1,…,m},则有, 
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这表明,
exp

,l l
XY ∧ � ≤T x y ∀l=1,…,k. □ 

定理 5 表明:VXY 和 TXY 具有一定抵抗腐蚀噪声和膨胀噪声的能力,且对于那些受到一定干扰和破坏但仍然

能够做到完全回忆记忆的输入模式,在数量上给出了一个边界条件. 

4.2   ALEMAM的噪声性能 

在一些例子的实验中,ALEMAM 的噪声鲁棒性明显好于 Auto RMAM(ARMAM),而不低于 Auto FMAM 
(AFMAM). 

例 3:对于如下输入模式矩阵 X 及其两个噪声模式矩阵 X′和 X″,即: 
45 55 51 63 45 55 5 6 1000 55 51 63
23 23 37 33 23 2 37 3 23 23 370 33

, , .
13 40 15 60 1 40 15 6 130 40 15 60
3 13 4 25 3 13 4 25 3 13 4 250

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′′= = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

X X X  

实验结果表明:ALEMAM 的 VXX 对 X 和 X′完全回忆记忆,TXX 对 X 和 X″完全回忆记忆.AFMAM 的实验结

果与 ALEMAM 相同,即:AFMAM 的 AXX 对 X 和 X′完全回忆记忆,BXX 对 X 和 X″完全回忆记忆.但 ARMAM 的

WXX 和 MXX 仅能对 X 完全回忆记忆,这表明 ALEMAM 的抗噪声性能较好. 

4.3   HLEMAM的噪声性能 

异联想记忆是更加普遍的联想记忆,应该说,它比自联想记忆用途更加广泛,自联想记忆仅是异联想记忆的

特例 .然而 ,已有的 Hetero RMAM(HRMAM)和 Hetero FMAM(HFMAM)的异联想记忆性能是极不理想的 . 
HLEMAM 的异联想记忆性能及其鲁棒性是否会好一些呢?我们做了很多实验,下面是其中之一. 

例 4:设

2 4 8 16
4 8 16 32

, (2 4 8 16).
16 32 64 128
32 64 128 256

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
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X Y  

在 MATLAB-6.5平台上,采用 HLEMAM 方法,VXY和 TXY均能实现对上述模式矩阵对(X,Y)的完全回忆记忆;
采用HRMAM,HFMAM方法也能够对(X,Y)完全回忆记忆.但是,对于X的噪声模式,它们的联想记忆效果是不同

的,具体实验结果见表 1. 

Table 1  Noise performance of HLEMAM, HRMAM and HFMAM 
表 1  HLEMAM,HRMAM 和 HFMAM 的噪声性能 

x11 x22 x34 x43 x44 HLEMAM HRMAM HFMAM 
VXY TXY WXY MXY AXY BXY 

2 8 128 128 256 Y Y Y Y Y Y 
1.2 6 128 248.000 05 2 Y N N N N N 

1.999 96 6 65 544.192 3 248.0000 5 255.99 Y Y N Y N N 
1.2 2 65 544.192 3 32 769.019 999 2 Y N N N N N 
1.2 2 65 544.192 3 32 769.019 999 256 Y N N N N N 
1.2 2 65 544.192 3 32 769.019 999 1 048 739.850 239 Y N N N N N 

表 1 中:Y 表示完全回忆记忆;N 表示不完全回忆记忆;x11,x22,x34,x43,x44 是 X 的 5 个元素,以此作为选择变量,
考察HLEMAM的噪声性能.从实验结果可以看出,HLEMAM抗混合噪声的能力明显优于HRMAM和HFMAM. 
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5   LEMAM 的应用水平 

为了了解 HLEMAM 的应用可能性,我们分别利用国际通用的 UCI 机器学习数据库中的 Iris 集和 Wine 集

进行了实验,并与 HRMAM,HFMAM 进行了对比.实验在 MATLAB 平台上进行. 
例 5:Iris 实验. 
1936 年,由 Fisher 出版的 Iris 数据集被广泛地用于分类判别和聚类分析.考虑到 HLEMAM 的运算特点和

对数的性质,我们对个别数据的个别元素作了调整,主要是避开属性值取 1,以利于对数计算.但这种调整并不影

响结论的正确性.该数据集包含 3 个植物种属(Iris setosa,Iris versicolor 和 Iris virginica),每种 50 个样本,总共 150
个样本的数据.每个样本含 5 种属性数据,即萼片长(sepal length)、萼片宽(sepal width)、花瓣长(petal length)、
花瓣宽(petal width)以及所属类别(species classification).我们得到的“Fisher’s Iris Data”按照 38 行、4 列排列,其
中,前 37 行满行,而最后一行只有两列.实验中,我们按照“纵向取”原则,即:先取第 1 列,再取第 2 列、第 3 列,最后

取第 4 列,选择 Iris Data 中前 3 列的前 100 个样本(第 1 类 29 个,第 2 类 37 个,第 3 类 34 个)作为训练集,后 50
个数据(第 1 类 21 个,第 2 类 13 个,第 3 类 16 个)作为预测分类的测试集.这样,训练时输入样本 xl(l=1,…,100)为
四维向量,输出样本 yl(l=1,…,100)为一维向量;输入模式矩阵 X 为 4×100 矩阵,输出模式矩阵 Y 为 1×100 矩阵.
预测分类时,输入模式矩阵 X1 为 4×50 矩阵,输出模式矩阵 Y1 为 1×50 矩阵.实验结果见表 2. 

Table 2  Experimental result using Iris data set 
表 2  使用 Iris 数据集的实验结果 

方法 HLEMAM HRMAM HFMAM 
记忆矩阵 VXY TXY WXY MXY AXY BXY 

训练精度 4/100 
(3,32,45,68) 

21/100 
(1,7,10,17,18,19,

23,25,26,29,41,45,
52,64,75,76,84,88,

90,91,99) 

4/100 
(3,32,61,86)

4/100 
(7,15,41,99)

4/100 
(3,32,45,68)

20/100 
(1,7,10,17,18,19, 

23,25,26,29,41,45, 
52,64,75,76,84,88, 

90,91) 

预测分类 
准确率 

2/50 
(109,136) 

15/50 
(103,110,122,123,
124,126,127,128,
129,133,135,137,

142,147,149) 

2/50 
(109,136) 

0/50 
(  ) 

2/50 
(109,136) 

15/50 
(103,110,122,123, 
124,126,127,128, 
129,133,135,137, 

142,147,149) 

表 2 中,括号包含的数据为正确回忆记忆的样本序号.实验结果表明:对于 Iris 问题,在训练精度和预测分类

准确性方面,HLEMAM 方法明显优于 HRMAM,略高于或不低于 HFMAM. 
例 6:Wine 实验. 
Wine 数据集总共有 178 个样本,每个样本有 14 个属性(其中有一个是类别属性).实验设计中,选取 128 个样

本作为 HLEMAM 的学习样本,其余 50 个作为预测样本,对比方法是 HRMAM 和 HFMAM.由于数据中含有纯小

数,为了方便对数计算,实验之前进行了数据预处理.将全部属性值扩大 100 倍,转换为带有整数部分的实数.另
外,一般来说实数运算的结果会带有小数,而类别一般为整数.为此,在最后的回忆输出结果中使用了 MATLAB
函数库中的 fix 函数(向 0 圆整)或 round 函数(向最近整数圆整),根据实验效果,在二者中取最优.实验结果列于

表 3. 

Table 3  Experimental result using Wine data set 
表 3  使用 Wine 数据集的实验结果 

方法 HLEMAM HRMAM HFMAM 
记忆矩阵 VXY TXY WXY MXY AXY BXY 

训练精度 43/128
(0.34)

83/128
(0.65)

11/128
(0.09)

10/128
(0.08)

43/128
(0.34)

76/128
(0.59)

预测准确率 16/50
(0.32)

33/50
(0.66)

0/50 
(0.0) 

0/50 
( 0.0 )

16/50
(0.32)

31/50
(0.62)

结果显示:HRMAM,HFMAM,HLEMAM 这 3 种方法的最好学习精度分别是 0.09(11/128),0.59(76/128),0.65 
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(83/128),最好预测准确率分别是 0(0/50),0.62(31/50)和 0.66(33/50). 
显然,在分类和预测方面,HLEMAM 具有优势.尽管仍不够理想,但终归比 HRMAM 和 HFMAM 提供了更好

的参考,这给异联想形态学记忆的应用带来了新的希望. 

6   结束语 

LEMAM 是一种新颖的形态学联想记忆方法,理论分析证明:ALEMAM 具有无限存储能力、一步回忆记忆,
不存在收敛问题,具有一定的抵抗腐蚀噪声或膨胀噪声的能力,在输入完全或在一定的噪声范围内能够保证完

全回忆记忆.在所做的实验中,ALEMAM 方法的抗噪性好于 ARMAM,不低于 AFMAM.HLEMAM 与 HRMAM、 
HFMAM 一样,即使输入模式无噪声,也不能保证完全回忆记忆.但在一定条件下(满足本文提出的定理 2 或定理

5), HLEMAM 可以实现完全回忆记忆.Iris 和 Wine 分类实验结果表明,HLEMAM 的学习误差和分类预测准确性

要优于 HRMAM 和 HFMAM 方法.因此,LEMAM 是有研究价值的一种形态学联想记忆方法.本文的贡献在于提

出了 LEMAM 方法,丰富了 MAM 的理论和实践,特别是进一步充实了 MAM 框架理论体系,也为深入研究和应

用 LEMAM 方法奠定了基础并积累了资料. 

致谢  国内外同行对 MAM 的研究成果是本文工作的基础,在此我们向这些同行表示感谢. 
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