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摘  要: 在机器学习领域,核方法是解决非线性模式识别问题的一种有效手段.目前,用多核学习方法代替传统的

单核学习已经成为一个新的研究热点,它在处理异构、不规则和分布不平坦的样本数据情况下,表现出了更好的灵

活性、可解释性以及更优异的泛化性能.结合有监督学习中的多核学习方法,提出了基于 Lp范数约束的多核半监督

支持向量机(semi-supervised support vector machine,简称 S3VM)的优化模型.该模型的待优化参数包括高维空间的

决策函数 fm和核组合权系数θm.同时,该模型继承了单核半监督支持向量机的非凸非平滑特性.采用双层优化过程来

优化这两组参数,并采用改进的拟牛顿法和基于成对标签交换的局部搜索算法分别解决模型关于 fm 的非平滑及非

凸问题,以得到模型近似最优解.在多核框架中同时加入基本核和流形核,以充分利用数据的几何性质.实验结果验

证了算法的有效性及较好的泛化性能. 
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Abstract:  Kernel method is an effective approach to solve the nonlinear pattern recognition problems in the field of machine learning. 
At present, multiple kernel method has become a new research focus. Compared with the traditional single kernel method, multiple kernel 
method is more flexible, more interpretable and has better generalization performance when dealing with heterogeneous, irregular and 
non-flat distribution samples. A multi-kernel S3VM optimization model based on Lp norm constraint is presented in this paper in 
accordance with kernel method of supervised learning. Such model has two sets of parameters including decision functions fm in 
reproducing kernel Hilbert space and weighted kernel combination coefficients, and inherits the non-smooth and non-convex properties 
from single-kernel based S3VM. A two-layer optimization procedure is adopted to optimize these two groups of parameters, and an 
improved Quasi-Newton method named subBFGS as well as a local search algorithm based on label switching in pair are used to solve 
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non-smooth and non-convex problems respectively with respect to fm. Base kernels and manifold kernels are added into the multi-kernel 
framework to exploit the geometric properties of the data. Experimental results show that the proposed algorithm is effective and has 
excellent generation performance. 
Key words:  semi-supervised; support vector machine (SVM); quasi-Newton method; multiple kernel learning; semi-supervised support 

vector machine (S3VM) 

在传统的监督学习中,分类器通过对大量有标记的训练样本进行学习,从而建立模型用于预测未知数据的

标记.在实际应用中,如文本文类、图像检索等等,收集大量未标记的样本很容易,但对这些样本进行正确的标记,
则需要花费很大的代价,这使得监督学习受到一定的限制.近年来,结合了监督学习和无监督学习特点的半监督

学习方法得到了广泛关注.半监督学习主要研究样本在只有少量被标记的情况下,通过使用大量未标记样本来

获得具有理想性能和推广能力的学习器.它通常基于两种假设[1]: 
• 一是聚类假设,即同一聚类中的样本点很可能具有同样的类别标记.这个假设要求决策边界所穿过的

应当是数据点较为稀疏的区域. 
• 二是流形假设,即高维中的数据存在着低维的特性.它要求处于一个很小的局部邻域内的样本具有相

似的性质,反映了决策函数的局部平滑性. 
半监督学习对于减少标注代价、提高分类器泛化性能具有非常重大的实际意义. 
半监督支持向量机(semi-supervised support vector machine,简称 S3VM)是一种基于聚类假设的半监督学习

方法,其优化目标是利用已标记和未标记的样本构建分类器,使其包含的分类间隔能够最大地分隔原始已标记

和未标记样本,新找到的最优分类边界满足对原始未标记样本的分类具有最小泛化误差.S3VM 最初是应用于

文本分类的直推式支持向量机 TSVM[2].它实际上是一个非凸非平滑函数的优化问题.为了解决这一问题,研究

者提出了各种各样的方法[3],常见的有:局部组合搜索法[2]、梯度下降法[4]、凹凸法[5]、确定性退火方法[6]、连

续优化方法[7]、半定规划方法[8]、分支定界法[9]等等.这些算法根据参数特点的不同可以分为两大类:一种是基

于组合的 S3VM,另一种是连续方法的 S3VM. 
当样本数据为非线性可分时,需要使用核技巧(kernel trick),通过一个非线性映射φ:X→H 把输入数据映射

到高维再生核希尔伯特特征空间 H,然后在新的特征空间里寻找线性决策边界.核函数把非线性映射和特征空

间中两个向量的内积两者结合起来,使得非线性映射φ不需要明确指定,而高维空间中的线性超平面可以由所

有训练样本与测试样本在特征空间中的内积的线性组合表示,从而有效避免了维数灾难[10]. 
这种采用核技巧的方法是解决非线性模式识别问题的一种有效方法 .自从支持向量机(support vector 

machine,简称 SVM)学习方法被提出来以后,核方法已经成功地应用到模式识别的诸多方面,如回归估计[11]、概

率密度估计[12]、模式分类[13]以及子空间分析[14]等等.但是这些方法绝大多数都是基于单个特征空间映射的单

核方法.在不同的应用场合,核函数的选择和参数的设置不同,往往使得模型的性能表现有很大的差异;并且对

于高维、包含有异构信息、分布不平坦以及不规则的样本数据,采用单核进行映射对样本的处理不一定合适.
于是,一些学者提出了基于核组合的多核学习算法[15−18].构造多核学习模型首先要考虑多核组合方法,常见的有

线性组合方法[13]、扩展合成方法[19]、非平稳组合方法[16]及局部多核学习方法[20]等等,其中,线性凸组合多核学

习是最常见的一种.大量研究结果表明,多核学习方法是一种灵活性更强的基于核的学习方法,用它代替传统的

单核学习,可以大幅度提高模型的可解释性和泛化性能[21]. 
多核线性组合学习过程就是求取核组合权系数的过程.针对如何获取核组合的权系数,目前已经有了多种

有效的学习手段,如 Boosting 多核组合模型学习方法[22]、超核学习方法[17]、半定规划多核学习方法[23]、二次

约束型二次规划多核学习方法[21]以及简单多核学习方法[15]等等.以上的所有多核学习方法对权系数的约束条

件都是||θ ||≤1(即 L1 约束),最终得到的是权系数的稀疏解,即核组合中多数核的权系数为 0.稀疏核组合的好处

是模型易于解释,易于处理.它表明:不相关的或代价较大的核应该从模型中去掉,以减少冗余,提高运算效率.但
稀疏解可能会导致模型有用信息的丢失和泛化性能变差.有研究表明,稀疏核组合在性能上很可能还不如直接 
使用非加权和核组合 mmK K= ∑ 的标准 SVM[24].因此,Kloft 等人提出了一种非稀疏的多核学习方法[25],通过对 
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权系数施加 L2范数约束,得到权系数的非稀疏解.相对于 L1约束,L2约束的多核学习有更强的抗噪声能力和更好

的鲁棒性.随后,Kloft 等人又将 L2 范数约束推广到任意 Lp 范数约束[26,27],其中,p>1,以进一步增强模型的泛化性

能,并对 Lp 范数约束的收敛特性进行了讨论[28]. 
S3VM 学习算法是基于聚类假设的,通常在具有这种结构的数据集上表现有较好的分类精度,但是对于具

有流形结构特征的数据集以及数据包含有多个子类的问题,考虑了数据几何性质的 LapSVM[29]往往表现更为

出色.事实上,任何一种半监督学习算法都是在特定假设条件下有较好的性能,没有证据表明,基于一种假设的

算法就一定优于基于另外一种假设的算法.而组合两种假设,在 S3VM 中考虑数据本身的几何特征,可以使算法

得到一定的改善[3,30]. 
本文结合传统的 S3VM 学习以及多核学习的理论和方法,提出了基于 Lp 范数约束的多核 S3VM 学习模型

(Lp-MKL-S3VM),在多核框架中同时学习基本核和流形核,以实现两种假设的结合.通过对核组合系数θ施加 p
范数约束,得到θ的非稀疏解,以提高 S3VM 的可解释性和泛化性能. 

本文的模型继承了 S3VM 的非凸非平滑特性.我们采用一种改进的拟牛顿法[31]和成对标签交换的局部搜

索法来解决其非凸非平滑问题,并将提出的算法应用在二分类问题上,在人工数据集和真实数据集上进行仿真,
通过实验证明了算法的有效性和较好的泛化性能. 

本文第 1 节概要介绍 S3VM 的基本形式.第 2 节介绍一种改进的拟牛顿法(用于解决模型非平滑问题).第 3
节提出基于 Lp 范数约束的多核 S3VM(Lp-MKL-S3VM)的优化模型.第 4 节推导出 Lp-MKL-S3VM 的求解过程.
第 5 节是本文算法与其他算法的实验分析.最后是结论和展望. 

1   半监督支持向量机(S3VM) 

为了引导出 Lp-MKL-S3VM 模型,首先介绍 S3VM 的优化问题. 

考虑二分类问题,输入数据集为 D={x1,x2,…,xl+u},不失一般性,设数据集的前 l 个为已标记样本 1{ , }l
i ix y ,yi= 

±1,紧接着是 u 个未标记样本,其中,l<<u,l+u=n 且 xi∈R d.通常,S3VM 解决如下目标函数的最小化问题: 

 2 *

1 1
( , ) || || ( , ( )) (| ( ) |)

2

l l u

H i i i
i i l

J f b f C V y g x C U g xλ +

= = +

= + +∑ ∑  (1) 

公式(1)右边第 1 项定义了一个标准 SVM,超参数 C 和 C*用于平衡已标记样本和未标记样本的拟合误差. 
为避免出现将所有未标记样本分配到同一类的极端情况,最小化公式(1)需要满足平衡约束条件: 

1

1 max(0, ) ,n
ii l y r

u = +
=∑  

其中,r 为未标记数据中正样本所占比例.对于未标记数据而言,r 是未知的,通常通过已标记数据中正样本所占

的比例进行计算,也可以利用具体分类问题的先验知识来设置. 
式(1)中,yi=sign(g(xi))表示第 i 个样本的类别标签,取值为+1 或−1.U 和 V 通常采用如下的损失函数: 
(1) V(yi,g(xi))=max(0,1−yig(xi)),用于度量已标记样本的真实类别标签 yi 与计算值 g(xi)之间的偏差; 

(2) 
1 | ( ) |, | ( ) | 1

(| ( ) |) ,
0,

i i
i

g x g x
U g x

− <⎧
= ⎨

⎩ 其他
用于对未标记样本被错误分类后实施惩罚. 

决策函数定义为 g(x)=f(x)+b,其中,标量 b 为偏差项,为了简化计算,本文中省略了该项;f 是再生核希尔伯特

空间 H 中的函数.对于非线性可分的样本数据,首先通过“核技巧”将数据映射到髙维再生核希尔伯特空间 H 中,
然后在 H 中构建线性决策边界.设φ:X→H 为一个映射,k(x,y)=φ(x)Tφ(y)为 H 对应的核,一旦采用了适当的核 k,就
隐含定义了原始样本到髙维空间 H 的映射函数φ,根据再生核希尔伯特空间的再生属性,有: 

f(xi)=〈f,k(xi,⋅)〉, 
于是,公式(1)可写成 

 2 *

1 1
( ) || || ( , ( , )) (| ( , ) |)

2

l l u

H i i i
i i l

J f f C V y fk x C U fk xλ +

= = +

= + ⋅ + ⋅∑ ∑  (2) 
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函数 V 和 U 的函数曲线图分别如图 1(a)和图 1(b)所示.由图可知,目标函数(2)是非凸(图 1(a))、非平滑(图
1(b))的. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  Characteristics of loss functions V and U 
图 1  损失函数 V 和 U 的特征 

2   一种改进的拟牛顿法 subBFGS 

第 3 节推导出的 Lp-MKL-S3VM 的优化函数继承了公式(2)的非凸非平滑特性.本文采用文献[31]中提出的

一种改进拟牛顿法(subBFGS)来解决函数的非平滑问题,这里首先对该方法做简要介绍. 
拟牛顿法是一种求解非线性优化问题的有效方法,具有超线性收敛性,用不包含二阶导数的矩阵来近似牛

顿法中 Hessian 矩阵的逆.根据构造近似矩阵的方法不同,有不同的拟牛顿法,常见的有 BFGS 公式和 LBFGS  
公式. 

拟牛顿法只能优化平滑的目标函数,但是在机器学习领域,很多目标函数在某些点是非平滑的,如公式(2)中
的损失函数 V 在 yf(x)=1 处是非平滑的(如图 1(a)所示),但是目标函数在这些点的次梯度 g 总是存在.对于平滑

函数,负梯度方向始终是函数的下降方向;但是对于非平滑函数,在非平滑点的任意负次梯度方向不一定是函数

的下降方向,从而导致拟牛顿法失效.文献[31]提出的 subBFGS 方法通过利用束方法(bundle method)的束搜索

(bundle search)产生下降方向 p 的迭代过程,以寻找非平滑点确切的下降方向.其基本思想如下: 
给定一个平滑目标函数 J:R d→R 及当前迭代ωt∈R d,构造一个局部二次型: 

 11( ) ( ) ( )
2

T T
t t t tQ p J p B p J pω ω−= + + ∇  (3) 

其中,正定矩阵 Bt 0 是函数 J 的 Hessian 矩阵的近似,∇J 是 J 的梯度.将二次型公式(3)改为如下形式: 

 Qt(p)=J(ωt)+Mt(p) (4) 

 1

( )

1( ) sup
2 t

T T
t t

g J
M p p B p g p

ω

−

∈∂
= +  (5) 

通过最小化 Qt(p)可以导出ω t 的迭代公式,这等价于最小化 Mt(p),即 

 1

( )

1min ( ) min sup
2d

t

T T
t t

p R g J
M p p B p g p

ω

−

∈ ∈∂

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (6) 

通过一个迭代过程,最小化 Mt(p)的凸下界来渐进逼近 Mt(p).第 i 次迭代时,Mt(p)的凸下界为 

 ( ) 1 ( )1( ) sup
2

i T i T
t t

j i
M p p B p g p−= +

≤

 (7) 

其中 ,i,j∈N,g(i)∈∂J(ωt).给定一个迭代 p(i),公式 (7)的下界通过计算 ( 1) ( )

( )
argsup

t

i T i

g J
g g p

ω

+

∈∂
= 而逐渐收紧 ,使得

( ) ( 1)( ) ( ) ( ),i i d
t t tM p M p M p p R+ ∀ ∈≤ ≤ 成立. 
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(a) 损失函数 V (b) 损失函数 U 
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t tpp R
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ξ

−
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则 

 
( ) ( ) 1

1

1arg min ( ) arg min
2

s.t.  ,..., ( ),  

d d

i i T
t t t

p R p R

T
k t i

p M p p B p

g g J g p

ξ

ω ξ

−

∈ ∈

⎧ ⎛ ⎞= = +⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎨

⎪ ∀ ∈∂⎩ ≤

 (9) 

我们的目标是寻找一个次梯度方向 p,使得∀g1,…,gk∈∂J(ωt),有 0T
ig p≤ 成立,subBFGS 从当前迭代的任意 

次梯度 g 和给定的下降方向 p(最开始不一定是真实的下降方向)开始,产生 p 的迭代过程,最终找到确切的下降

方向,具体算法见文献[31]. 

3   基于 Lp范数约束的多核 S3VM(Lp-MKL-S3VM) 

本文考虑多核线性组合形式,给定 M 个不同特征映射φm:X→Hm,m=1,…,M,Hm 对应的再生核为 km,我们的目 

标是学习这 M 个核的线性组合,即 1( , ) ( , ),M
i j m m i jmk x x k x xθ

=
= ∑ M 是基本核总个数,θm 为第 m 个核的权系数,是待 

优化参数.在多核学习情况下,决策函数定义为 

 1( ) ( )M
mmf x f x

=
= ∑  (10) 

则目标函数公式(2)在多核学习的情况下定义为如下形式: 

 
2

*

1 1 1 1 1
( , ) || || , ( , ) ( , )

2 m

M l M l u M

m m m H i m m i m m i
m i m i l m

J f f C V y f k x C U f k xλθ
+

= = = = + =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ ∑  (11) 

当 fm=0 时,公式(11)右边的第 1 项是不可微的,非平滑部分包含了第 1 项和第 3 项,根据文献[26]提出的基于

Lp 范数约束的监督学习优化代价函数,将公式(11)简化为如下形式: 

 

( )

2 *

1 1 1 1 1

1 1

1( , ) || || , ( ,.) ( ,.)
2

0, 01s.t.  ,  
,0

m

m i

M l M l u M

m m m H i m m i m m i
m i m i l mm

l u M T
mi l m

J f f C V y f k x C U f k x

ttK f r
u

λθ
θ

+

= = = = + =

+

= + =

⎧ ⎛ ⎞⎛ ⎞
= + +⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪ ⎝ ⎠
⎨

=⎧⎪ = = ⎨⎪ ∞⎩⎩

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ 约定
其他

 (12) 

本文对θm 施加了 Lp 范数约束,即 ( )1/

1 1,
pM p

mm θ
=∑ ≤ p≥1,θm≥0.当 p=1 时,得到的是θm 稀疏解;当 p>1 时,得到 

的是θm 非稀疏解.我们称该优化模型为 Lp-MKL-S3VM. 

4   优化 Lp-MKL-S3VM 模型 

直接优化目标函数 J(fm,θm)很难收敛,本文采用了双层优化过程对参数进行交替优化[26,30,32−34].把参数分成

两组:第 1 组为 fm,第 2 组为核混合系数θm.首先固定θm,则目标函数是关于 fm 的非凸非平滑函数,本文采用

subBFGS 算法、退火方法和成对标签交换的局部搜索算法分别解决非平滑和非凸问题;然后固定 fm,目标函数

是关于θm的非线性单调函数,在 Lp范数约束条件下,我们采用一阶导数求极值方法进行求解.这两个过程交替进

行,直到满足事先设定的收敛准则.下面介绍具体的求解过程. 

4.1   求解fm 

固定θm,目标函数是关于 fm 的最小化问题 minJ(fm).为了使用 subBFGS 算法,首先设 E,R,W 分别表示样本集

中被错误分类、被分在边界区域和被正确分类的样本的下标集合,即 

 
1

{1,2,..., }:1 ( , ) 0
M

i m m i
m

E i l u y f k x
=

⎧ ⎫
= ∈ + − ⋅ >⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑  (13) 
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M

i m m i
m

R i l u y f k x
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⎧ ⎫
= ∈ + − ⋅ =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑  (14) 

 
1

{1,2,..., }:1 ( , ) 0
M

i m m i
m

W i l u y f k x
=

⎧ ⎫
= ∈ + − ⋅ <⎨ ⎬

⎩ ⎭
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则关于 fm 的导数(次微分)为 

 * *
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1, 1,

l l u l l u
T T T T

m i i m i i i m i i i m i i i m i
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+ +

= = + = ∈ = + ∈
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其中, *
( ) ( )

1, 1,

1,        
, [0,1],  

0,       

l l u
T T

m i i m i i i m i i
i i E i l i Em

i E
w f C y K C y K i R

i W

λ β β β
θ

+

= ∈ = + ∈

∈⎧
⎛ ⎞ ⎪= − + = ∈⎜ ⎟ ⎨
⎝ ⎠ ⎪ ∈⎩

∑ ∑ ,Km 表示第 m 个核对应的核矩阵,Km(i)表 

示 Km 的第 i 列. 
在 subBFGS 算法中,对于给定的下降方向 p,需要计算该方向与次微分内积的上确界,即 

 *
( ) ( )

( ) 1, 1,
sup sup inf

( )m

T l l u
T T T T

i i m i i i m i
g J f i i R i l i Rm

Jg p p w p C y K C y K p
f

β β
+

∈∂ = ∈ = + ∈

⎛ ⎞⎛ ⎞∂
= = − +⎜ ⎟⎜ ⎟

∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  (17) 

对于一个给定的方向 p,当 i∈R 时,有βi∈[0,1],因此可以通过下面的约定得到
( )

sup :
m

T

g J f
g p

∈∂
 

 ( )

( )

0, 0
1, 0

T
i m i

i T
i m i

y K p
y K p

β
⎧⎪= ⎨ <⎪⎩

≥
 (18) 

得到了确切的下降方向 p 以后,需进行一维线性搜索确定最佳的步长η,通过求解下面的最小化问题得到: 
 

0 0
arg min ( ) arg min ( )mJ f p

η η
η φ η η

> >
= = +  (19) 

下面给出求解 fm 的算法描述. 
算法 1. 求解 fm. 

输入:样本集(x1,y1),…,(xl,yl),(xl+1),…,(xn);参数λ,C, *ˆ ,C θm,Hessian 矩阵 Bm=I,当前的 fm. 
输出:fm. 
算法步骤: 

1. * 5 *ˆ10 ;C C−=  

2. WHILE * *ˆC C≤  
2.1. 针对已标记和未标记的样本,利用 subBFGS 求解函数 J(fm); 
2.2. t=1; 
2.3. WHILE (t≤u/2) 

IF 在未标记样本中,∃xi,xj 满足临时标签互换的条件 
则交换两个样本 i,j 的临时标签,并且 t=t+1; 

ELSE BREAK; 
END IF 

END WHILE 
2.4. C*=10×C*; 

END WHILE 
3. RETURN fm; 
公式(12)中的超参数 C*需要事先设定,用于反映未标记样本在优化模型中的重要性.目标函数的非凸性质

使得拟牛顿法得到的 fm 将陷入局部最优解.S3VM 的求解本身是一个 NP 问题,因此我们的目标是要获取全局次

优解.在算法 1 中,首先让 C*从一个比较小的值开始逐步增长,目的是避免目标函数在优化过程中过快陷入局部

最优解,同时,第 2.3 步循环实现的是针对当前的局部最优解 fm,通过成对标签交换方法进行局部搜索,在未标记
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样本集合中,如果存在一对临时标签分别为+1 和−1 的样本 xi,xj,则互换这对临时标签后可以降低目标函数的值,
即满足如下条件: 

 
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1

1, 1,

                                               1, 1,
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M MT T
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i m j mm m

Loss y K f Loss y K f

Loss y K f Loss y K f

= =

= =

= + + = − >

= − + = +

∑ ∑

∑ ∑
 (20) 

则将这两个样本的临时标签互换,通过这种成对临时标签互换的局部搜索算法可得到目标函数的次优解. 

4.2   求解θm 

对于θm,本文采用与文献[26]相同的求解方法. 
固定 fm,此时要求解的是如下关于θm 函数的最小化问题: 
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最小化公式(21)等价于: 

 ( )
21/
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1: 0 1 1 1 1 1
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≥
 (22) 

其中,μ>0.对θm 求导并令其等于 0,得到: 

 ( )2
2 1

2 1|| || 0,  1,...,
2 m

pMp p
m H m ii

m

f m Mλ μθ θ
θ

−
−

=
− + = ∀ =∑  (23) 

进一步将上式转化为如下的优化条件: 

 
2 /( 1)

, 1,..., :
m

p

m m H
m M fξ θ ξ λ

+
∃ ∀ = =  (24) 

由于 fm≠0, ( )1/

1 1.
pM p

ii θ
=∑ ≤ 当 ( )1/

1 1
pM p

ii θ
=

=∑ 时,能得到 minJ(θm)的最优解.将公式(24)带入 ( )1/

1 1,
pM p

ii θ
=

=∑  

得到: 

 
2 /( 1)

1
i

pp pM
ii H

fξ λ
+

=
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
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将公式(25)代入公式(24),得到: 

 { } ( ){ }1/
2 /( 1) 2 /( 1)

1|| || || ||
m i

pMp p p
m m H i Hif fθ + +

=
= ∑  (26) 

4.3   算法描述 

最后,我们得到 Lp-MKL-S3VM 的算法描述如下: 
算法 2. Lp-MKL-S3VM 优化算法. 
输入:样本集(x1,y1),…,(xl,yl),(xl+1),…,(xn). 
输出:fm,θm. 
算法步骤: 

1. 初始化:M=核的个数,fm=O, 1/ ;p
m Mθ =  

2. 利用已标记样本学习多核线性组合的 SVM,得到初始的 fm,θm,m=1,…,M; 

3. 对于未标记的样本集 Xu(Xu=xl+1,…,xn),计算 ( )1 ,M T
m i mm K f

=∑ 并按降序进行排序; 

4. 按正负样本的比例 r 给未标记样本赋值临时标签+1 或−1; 
5. REPEAT 

固定θm,利用算法 1 计算 fm,直到 fm 收敛; 
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固定 fm,利用公式(26)计算θm; 
UNTIL θm 收敛或者满足其他收敛条件. 

4.4   时间复杂度分析 

算法 1、算法 2 之间是属于嵌套关系,算法 1 可以在很少迭代次数内得到确切的下降方向,算法 2 的循环也

可以在较少的次数内使θm 收敛.因此,算法 2 的时间复杂度体现在算法 1 的运算上,而算法 1 的时间复杂度体现 
在两个嵌套的循环,即时间复杂度为 3S VM-subLBGFS

( ( ))u switchesO n n n+ ,其中,nu 为算法 1 中第 1 个循环的次数,nswitches

为成对标签互换次数,最多为 u/2 次, 3S VM-subLBGFS
n 为用 subLBGFS 算法求解 fm 的迭代次数.另外,在进行标签互换

和计算 fm 时,都需要做
( )1 m i

M T
mm

K f
=∑ 运算,因此,总的时间复杂度还与核的个数 M、输入样本集大小 l+u 有关,总 

的时间复杂度约为 O(M(l+u)3). 
文献[30]提出了一种基于 L1 约束的多核半监督学习算法,并将该算法成功运用到 BCI 的数据分析.作者采

用了 DC Programming 过程解决目标函数的非凸非平滑问题,通过对偶问题和梯度下降法求解核的组合系数.
函数 U 为 U(|g(xi)|)=Rs(g(xi))+Rs(−g(xi))−(1−s),其中,Rs(g(xi))=max(0,1−yig(xi))+max(0,s−yig(xi)).这直接导致目标

函数关于未标记样本被计算了 2 次,相当于未标记样本增加了 1 倍,从而算法的计算复杂度最坏情况下为

O(M(l+2u)3).另外,该算法还增加了一个超参数 s. 

5   实验分析 

为了验证算法的性能,实验分别与一些有代表性的半监督学习算法进行比较,包括 S3VMlight[2],LapSVM[29], 
S3VMCCCP[5]及 TSVM-MKL[30],除 TSVM-MKL 外,其余的都是单核半监督学习算法.S3VMlight 通过解决一系列的

SVM 问题来优化目标函数,利用成对标签交换来改善优化结果,每次迭代交换两个样本的标签,以满足所施加

的正负样本平衡约束.LapSVM 是一种基于流形学习的 SVM 扩展方法.它将基于图的拉普拉斯作为正则化项应

用到半监督学习中,以此提高分类的准确性.S3VMCCCP使用 CCCP(concave-convex procedure)方法来优化目标函

数,将目标函数分解为一个凸函数和一个非凸函数,再通过迭代优化这两个函数,最终达到优化目标函数的目

的.TSVM-MKL 是一个半监督多核学习框架,采用与 S3VMCCCP 相同的方法来解决目标函数的非凸非平滑问题,
该算法对权系数施加的是 L1 约束,因此得到的是核组合的稀疏解. 

我们分别在 3 组人工数据集 2MOONS,G241C,G241D 及 3 组真实数据集 COIL100,USPST,TEXT 上进行实

验.其中,后 5 种数据集来自文献[1]: 
• G241C:241 维,该数据集具有聚类假设的结构,每类样本为 750 个,分别来自具有各向同性、单位方差的

两个高斯分布.在一个随机方向上,设置这两个高斯分布的中心点之间的距离为 2.5,即||μ1−μ2||=2.5,在
这个随机方向上的二维投影图如图 2(a)所示. 

• G241D:241 维,具有易产生误导的聚类假设结构,从两个各向同性、单位方差的高斯分布中分别产生

375 个点(共 750 个点),并且在一个随机方向上,两个高斯分布的中心点的距离为 6,这些点构成+1 类; 
−1 类的产生方式和+1 类相同,两类在另一个随机方向上的高斯分布中心点之间的距离为 2.5.在两个

随机方向上的二维投影图如图 2(b)所示. 
• COIL100:来自 COIL-100 图形数据库,该数据库共有 100 个对象,每个对象从 0~360°的水平方向旋转,

每隔 5 度采集一副图片,则每个对象包含 72 副图像,图片大小为 128×128 像素.先从 100 个对象中随机

选择 24 个对象(共 24×72=1728 副图片),划分为+1 和−1 两类,每类 12 个对象.然后将图片按比例压缩为

16×16 像素,并随机删除每类中的 114 副图片.最后,随机选择 241 列并做一定的图像模糊处理. 
• USPST:来自于美国邮政的手写数字(0~9)数据集,随机选择每个数字的 150 副图片,“2”和“5”被分为+1

类,其余的为−1 类,与 COIL00 数据集类似,对该数据集进行了模糊处理.该数据集是非平衡的,同时具有

聚类假设和流形假设的结构. 
• TEXT数据集:用于文本分类的新闻组数据集,数据项是 0或 1,具有髙维稀疏的特性.实验中随机选择了
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其中的 1 000 个数据,每类样本各占 500. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.2  Two-Dimensional projections of G241C and G241D 
图 2  G241C 和 G241D 数据集的二维投影图 

5.1   参数设置 

超参数λ=1,C=C*,并在[0 10 100 500]上采用格点搜索选取最优参数,r 取值为表 1 中实际正负样本的比例, 
LapSVM 算法的超参数γA 和γI 采用了文献[1]中的设置.实验使用的是高斯核 K(x1,x2)=exp(−||x1−x2||2/2σ 2),σ 的取

值见表 2.对于单核学习算法,采用 10 折交叉验证选择最优的σ作为参数.为了利用样本数据分布的几何特征,两
个多核学习算法中同时加入了带高斯权重的流形核,采用如下公式生成: 

1( , ) ( , ) ( ) ,
i j

T
i j i j x xk x x k x x K I MK MK−= + +  

其中,M=(γI/γA)Lp,L=D−W 为一个拉普拉斯矩阵.如果 xi 和 xj 为 K 近邻(TEXT 的 K 取值为 50,其余的为 5),则
Wij=exp(−||xi−xj||2/2σ 2);否则,Wij=0.Dii=Wij 为一个对角矩阵.核的总数为 6,基本核和流形核各 3 个. 

Table 1  Characteristics of datasets 
表 1  数据集的特征 

数据集 维数 样本 n r 数据集 维数 样本 n r 
2MOONS 2 200 0.5 COIL100 241 1 500 0.5 

G241C 241 1 500 0.5 USPST 241 1 500 0.2 
G241D 241 1 500 0.5 TEXT 11 960 1 000 0.5 

Table 2   Settings of parameter σ 
表 2  σ参数设置 

数据集 σ 取值 数据集 σ 取值 
2moons (0.1,0.5,1) COIL100 (0.5,2,4) 
G241C (0.5,1,2) USPST (0.1,0.5,2) 
G241D (0.5,1,2) TEXT (0.1,0.5,2) 

当约束范数 p 的取值为 1 时,部分权系数趋近于 0,得到的是θ的最稀疏解;当 p 趋于∞时,目标函数是关于 

mmK K= ∑ 的非加权和多核学习.文献[26,28]通过实验表明,最优的性能通常介于两者之间.本文的实验中 p 最 

终取值为 5,这样,θ既有一定的稀疏度,又可以使较好的核能够保留较高的权系数. 

5.2   实验结果 

(1) Transductive 实验 
训练集包含 l+u=n 个样本,通过预测未标记样本的标签来评估算法的性能.实验时,l 分别取值为训练集的

5%和 10%.将数据集分为 l/n 折,每次选取一折作为已标记样本,采用交叉验证统计各算法的平均误分类情况,最
后一折已标记样本不足的,采用从训练集中随机选择补足.表 3 是平均误分类率及标准差. 
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Table 3  Misclassification rates for transductive experiment 
表 3  Transductive 实验的误分类情况 

数据集 2MOONS G241C G241D COIL100 USPST TEXT l 
S3VMlight 5.27±1.05 18.94±3.01 25.36±2.25 24.27±3.13 13.42±1.02 27.72±1.34 
LapSVM 4.65±0.32 23.43±3.14 26.76±2.67 18.53±2.52 8.81±1.73 29.45±2.54 

TSVMCCCP 4.72±0.67 17.65±1.21 22.54±2.14 21.54±2.33 11.23±1.37 26.53±3.52 
TSVM-MKL 4.56±0.53 17.14±1.34 22.25±1.67 21.21±2.06 10.57±0.56 25.47±2.31 

Lp-MKL-S3VM 4.23±0.41 15.32±1.15 21.23±1.35 18.44±1.07 9.52±0.51 25.36±2.35 

5% 

S3VMlight 3.52±0.81 17.03±2.17 18.19±2.43 21.73±1.54 8.05±1.24 24.67±3.21 
LapSVM 2.45±0.33 20.15±1.67 22.41±2.18 15.74±2.54 4.25±0.73 26.06±2.54 

TSVMCCCP 2.57±0.56 14.65±1.28 15.84±1.28 17.26±1.08 5.41±0.52 24.43±2.92 
TSVM-MKL 2.63±0.25 14.09±1.42 15.76±1.36 16.45±1.35 5.14±0.46 23.78±2.05 

Lp-MKL-S3VM 2.04±0.42 13.22±1.07 14.58±1.05 15.42±1.24 4.43±0.43 22.43±2.65 

10% 

(2) Inductive 实验 
将数据集分成训练集和测试集两部分,利用训练集中已标记和未标记样本训练分类器,以预测测试集样本

标签的精度来评估算法的性能.其中,训练集和测试集参数设定见表 4,训练集和测试集随机生成. 

Table 4  Parameter settings for inductive experiment 
表 4  Inductive 实验的参数设置 

数据集 训练集 n 测试集 数据集 训练集 n 测试集 
2MOONS 100 100 USPST 800 600 

G241C 800 600 COIL100 800 600 
G241D 800 600 TEXT 600 400 

在这个实验中,我们选取了 3 种算法与本文的算法进行比较,已标记样本 l 分别取值为训练集的 5%,10%, 
15%及 20%,采用 l/n 折交叉验证训练分类器,最后一折已标记样本不足的,采用从训练集中随机选择补足.图
3(a)~图 3(f)是各算法在测试集上的分类情况. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Fig.3  Classification accuracies on different datasets 
图 3  不同数据集上的分类精度 

160

85

LapSVM 
TSVMCCCP 
MKL-TVSM 
Lp-MKL-S3VM

80

75

70

精
度

(%
) 

120 80 40

已标记样本数 
20 

98

96

94

92

90

精
度

(%
) 

15 10 5 
已标记样本数 

 

LapSVM

TSVMCCCP

MKL-TVSM

Lp-MKL-S3VM

LapSVM 
TSVMCCCP 
MKL-TVSM 
Lp-MKL-S3VM 

160

86
84
82
80
78
76
74
72

精
度

(%
) 

1208040

已标记样本数

LapSVM

TSVMCCCP

MKL-TVSM

Lp-MKL-S3VM

LapSVM 
TSVMCCCP 
MKL-TVSM 
Lp-MKL-S3VM

160 

86
84
82
80
78
76
74
72

精
度

(%
) 

120 80 40 
已标记样本数 

 

LapSVM

TSVMCCCP

MKL-TVSM

Lp-MKL-S3VM

LapSVM 
TSVMCCCP 
MKL-TVSM 
Lp-MKL-S3VM 

160

96

94
92
90
88
86
84
82

精
度

(%
) 

1208040

已标记样本数

LapSVM

TSVMCCCP

MKL-TVSM

Lp-MKL-S3VM

LapSVM 
TSVMCCCP 
MKL-TVSM 
Lp-MKL-S3VM

120

80

75

70

65

精
度

(%
) 

80 40

已标记样本数 

LapSVM

TSVMCCCP

MKL-TVSM

Lp-MKL-S3VM

LapSVM 
TSVMCCCP 
MKL-TVSM 
Lp-MKL-S3VM

(a) 2MOONS (b) G241C (c) G241D 

(d) COIL100 (e) USPST (f) TEXT 



 

 

 

2532 Journal of Software 软件学报 Vol.24, No.11, November 2013   

 

从两种实验的结果可以看出:大多数情况下,本文提出的算法比其他算法具有有更好的分类精度.本算法通

过在多核框架中加入流形核共同学习,避免了单一假设算法的局限,在一定程度上提高了算法在具有流形结构

数据集上的学习性能.由于采用了相同的优化方法,S3VMCCCP 和 TSVM-MKL 的结果比较接近,TSVM-MKL 要

略微优于 S3VMCCCP.LapSVM 算法在 G241C,G241D 以及 Text 上表现较差,但在两个图像数据集上表现却比较

突出,这表明 LapSVM 适合处理具有流形结构特征的数据集. 
在非平衡数据集 USPST 上,本文的算法要稍差于 LapSVM,特别是在 l 较小的情况下,这种差距比较明显.

但是当 l 增加到 120 时,基本上达到了 LapSVM 的分类精度.这可能是流形核在 l 较小的情况下没有起到改善的

作用.但本文的算法明显比 S3VMCCCP 和 TSVM-MKL 要好. 
稀疏解会导致模型有用信息的丢失,这是因为θm 多数为 0 或者系数很低,从而使得可能有用的核,如混合的

流形核被从模型中去掉,失去了其应有的改善作用,从而导致泛化性能变差.因此,实验数据表明,L1 范数约束的

TSVM-MKL 算法在个别情况下出现了不如单核学习算法 S3VMCCCP 和 LapSVM 的情况. 
相反的是,非稀疏解能够尽可能地保留模型中的有用核,模型倾向于选择最好的核,但对模型有改善作用的

核也能够以一定的系数得到保留,从而提高了算法的性能.因此,本文提出的算法能够表现出比其他算法更好的

分类性能. 

6   结论和展望 

过去的相关研究主要集中在学习多核的凸组合及如何提高算法的执行效率,稀疏的核组合在实际应用中

并不一定表现得比单核的要好.因此,本文结合传统的半监督支持向量机学习以及多核学习的理论和方法,提出

了基于 Lp 范数约束的多核半监督支持向量机学习模型 Lp-MKL-S3VM,并采用了一种改进的拟牛顿法和成对标

签交换的局部搜索法来优化模型.在多核学习框架中,我们同时加入了基本核和流形核,以在学习过程中利用数

据的几何属性,这样可以改善单一假设算法的局限,使算法在具有流行假设结构或聚类假设结构的数据集上都

表现出较好的性能.人工数据集和真实数据集上的仿真实验结果验证了算法的有效性和较好的分类精度.将来

可以把该算法扩展到多类问题上,研究流形核嵌入对算法性能的影响.另外,p 的取值与数据集大小、数据的稀

疏性、数据的几何性质以及核个数之间的关系,也是值得研究的内容. 
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