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摘  要: 机器学习正面临着数据规模日益扩大的严峻挑战,如何处理大规模甚至超大规模数据问题,是当前统计

学习亟需解决的关键性科学问题.大规模机器学习问题的训练样本集合往往具有冗余和稀疏的特点,机器学习优化

问题中的正则化项和损失函数也蕴含着特殊的结构含义,直接使用整个目标函数梯度的批处理黑箱方法不仅难以

处理大规模问题,而且无法满足机器学习对结构的要求.目前,依靠机器学习自身特点驱动而迅速发展起来的坐标优

化、在线和随机优化方法成为解决大规模问题的有效手段.针对 L1 正则化问题,介绍了这些大规模算法的一些研究

进展. 
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Abstract:  Machine learning is facing a great challenge arising from the increasing scale of data. How to cope with the large-scale even 
huge-scale data is a key problem in the emerging area of statistical learning. Usually, there exist redundancy and sparsity in the training 
set of large-scale learning problems, and there are structural implications in the regularizer and loss function of a learning problem. If the 
gradient-type black-box methods are employed directly in batch settings, not only the large-scale problems cannot be solved but also the 
structural information implied by the machine learning cannot be exploited. Recently, the state-of-the-art scalable methods such as 
coordinate descent, online and stochastic algorithms, which are driven by the characteristics of machine learning, have become the 
dominant paradigms for large-scale problems. This paper focuses on L1-regularized problems and reviews some significant advances of 
these scalable algorithms. 
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自 1995 年以来,统计机器学习的理论分析经历了“间隔”和“损失函数”两个重要的发展阶段,在理论分析工

具方面已经基本成熟[1−4].众所周知,在损失函数具有贝叶斯一致性的前提条件下,目前大多数的机器学习算法

都遵循正则化经验损失的设计框架.在具体应用中,一旦一个学习问题的损失函数确定以后,所面临的任务主要

是如何求解正则化损失函数导致的优化问题[4].目前,机器学习和优化理论的研究者已经将多种不同优化原理

的算法引入到机器学习领域,取得了显著的效果[5].随着计算机和网络技术的飞速发展,机器学习所面临的数据
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规模正变得越来越大,一个普通文本数据库就会达到 1010 样本个数或 1010 样本维数的规模.显然,如何有效求解

这种大规模正则化损失函数优化问题,是目前机器学习亟需解决的科学问题. 

1   L1 正则化学习问题 

本文仅考虑最简单的一种典型稀疏学习问题,即下面具有 L1 正则化项的二分类问题: 
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其中,训练样本集 S={(x1,y1),…,(xm,ym),(xi,yi)∈Rn×{−1,+1}}由独立同分布的样本组成,l(w(xi,yi))为样本(xi,yi)的损

失.从稀疏性定义的角度来说,正则化项为 L0 范数的优化问题(1)才是原始的稀疏学习问题,但此时优化问题是

NP 完全的,目前仍无有效方法求解.从逼近和方便计算的角度来说,人们采用 L1 正则化项代替了导致问题的 L0

正则化项.这主要是因为:一方面,L1 正则化导致的优化问题是凸的,从而可以有效求解;另一方面,如果实际问题

的解具有稀疏性,那么采用 L1 正则化项的方法在一定条件下确实能够得到这种稀疏解[6]. 
目前,机器学习领域所使用的术语“稀疏学习问题”实际上指的是使用逼近正则化项的优化问题. 
由于公式(1)是一个无约束的凸优化问题,人们首先想到的是直接使用来源于凸分析的批处理优化算法进

行求解,如使用梯度下降方法和内点法就能得到很好的效果,但如果将机器学习中正则化损失函数优化问题完

全归结于一个数学规划问题来研究,特别是对大规模问题,无论是求解方法还是解的含义,往往会无法满足机器

学习的实际需求.这主要是因为: 
① 由于求解正则化损失函数的梯度需要知道每一个样本的信息,因此批处理梯度方法的每一步迭代都不 

得不遍历所有的样本,同时又要使用所有维的信息,这种求解方式构成了处理大规模数据的主要瓶颈. 
② 数学规划问题的数据来源往往十分确切,优化理论的方法重点关注算法的收敛速度与精度,而在统计 

学习问题中,实际训练数据存在着不确定性和噪声.由于统计学习算法的解与贝叶斯解之间不可避免 
地存在着一些差异,因此统计学习的优化算法具有完全不同的评价标准,即无须具有很快的理论收敛 
速度或者以很高的精度收敛,只要能够很快获得泛化性能较好的模型且计算开销小即可. 

③ 大规模机器学习问题的数据来源具有一定的特点:首先,样本是独立同分布,在一些情形下,样本集合存 
在着冗余现象,少部分样本甚至极少一部分样本已足以反映样本集合的统计规律;其次,样本是稀疏的, 
部分甚至绝大部分属性是 0.如果不充分利用这些特点,完全依赖黑箱批处理方法直接求解,往往会 
由于硬件条件的限制而使优化算法无法运行,或者由于求解时间的局限无法满足实际需求. 

为了解决黑箱批处理方法的存储和计算代价问题,机器学习领域目前主要采用一次处理一个样本点或者

一次处理一维坐标的方法,这就是随机和坐标优化方法的主要思想.这些方法能够充分利用学习问题的特点,已
经迅速发展成为解决大规模问题的有效手段.值得指出的是,这些方法往往是已有批处理优化方法的拓广,但机

器学习优化问题中的正则化项和损失函数往往有着特殊的含义.对于这种具备学习特点的优化问题,如果直接

使用已有的黑箱优化方法不加区别地作用于整个目标函数,那么,一方面难以得到机器学习期望的实际结构效

果;另一方面,由于没有具体问题具体分析,正则化项的凸性和损失函数的光滑性没有得到充分的利用,将导致

在理论上很难得到理想的收敛速度结果. 
对于求解具体领域的优化问题,优化理论方面的著名学者 Nesterov 曾经指出:“黑箱方法在凸优化问题上的

重要性将不可逆转地消失,彻底地取而代之的是巧妙运用问题结构的新算法”[7]. 
本文考虑典型的稀疏学习优化问题,即 L1 正则化损失函数优化问题,以求解大规模问题为目的,介绍利用

训练样本集合冗余和稀疏特点且保证正则化项结构的优化算法,其中包括在线优化、随机优化以及坐标优化方

法的一些重要进展. 

2   在线和随机优化方法 

实际上,机器学习所研究的在线优化算法在优化理论中早已有所讨论,只不过使用的术语不同罢了.在优化
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理论中,人们常常使用术语增量算法[8],其主要思路是:当目标函数由一些子函数之和组成时,可以通过每次仅对

一个子函数进行“首尾相接”依次传递式的梯度优化迭代而最终得到原问题的最优解.可以证明,一般形式的投

影次梯度方法就可以扩展成增量算法的形式,且具有和批处理方法同样阶的收敛速度[8].当我们按照随机的方

式挑选子函数而不是按顺序依次进行优化时,此时的增量式梯度下降方法可以简单地从形式上称为随机梯度

优化方法(stochastic gradient descent,简称 SGD). 
正则化损失函数优化问题(1)具有子函数和的形式,且子函数具有明确的含义,即表示单个样本导致的正则

化损失,因此,问题(1)的增量投影次梯度方法与在线学习算法的表现形式极为相似.而随机梯度下降算法可以表

示为对随机挑选样本导致的损失进行优化,这和机器学习中随机优化的基本思想完全吻合.由于每次迭代计算

仅仅是优化一个样本点造成的损失,与批处理算法相比大大缩减了内存开销.但也正是每次仅仅优化单个样本

点造成的损失,收敛速度不可避免地会受到影响.然而,对机器学习问题来说,由于样本点是独立同分布的,当样

本集合冗余时,达到一定泛化能力所需样本点往往只占大规模样本集合中很少甚至是极少的一部分,因此,只要

针对部分样本点运行随机优化步骤后,优化问题解的学习精度就已经呈现出稳定的趋势,这就是随机优化方法

特别适合求解大规模学习问题的主要原因. 
虽然在形式上在线和随机优化差别甚微,似乎只是抽取样本方式上的差异,但近期的研究结果表明,它们在

收敛性方面存在着重要的区别.下面围绕如何将不同一阶梯度优化算法扩展成为保持稀疏解的在线和随机优

化算法,介绍近期的一些具有重要影响的研究成果. 

2.1   一阶梯度在线方法 

2003 年,Zinkevich 提出了一种在线优化算法[9].它实际上就是优化理论中增量投影次梯度方法处理学习问

题的一种特例,即对于约束优化问题: 

1
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∈ =
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其中,Q 为闭凸集合,li(w)=li(w,(xi,yi)),文献[9]中,在线投影次梯度方法的主要迭代步骤为 
wt+1=PQ(wt−ηt∂lt(wt)), 

其中,PQ 为 Q 上的投影算子,ηt 为步长,∂lt 为 lt(w)的次梯度.为了衡量在线优化策略的优劣,定义 regret: 

1 1
( ) ( ) ( ).

T T

t t t
t t

R l l
= =

= −∑ ∑w w w  

从 regret 的定义中不难发现,它能够定量描述迭代过程中在线算法的解与批处理问题解之间的差异,从而

可以定量描述在线优化算法的收敛速度.Zinkevich 的这项研究在机器学习优化算法的发展过程中具有极其重

要的影响,它规范了机器学习对在线学习的认识,使得机器学习在线优化算法的研究有了统一的理论框架,摆脱

了长期以来一直依赖启发式策略的尴尬.遗憾的是,上述研究仅仅局限于收敛性分析.或许是由于缺乏必要的实

验结果,这项研究当时并未引起人们的充分关注. 
在在线优化算法的基础上,很容易衍生出具有相应收敛速度的随机优化算法.2007 年,Shalev-Shwartz 首先

对 L2 正则化的支持向量机问题使用强对偶定理得到优化问题的球形约束区域,从而使用随机投影次梯度在线

算法进行求解,该方法称为 Pegasos[10].Pegasos 在大规模数据库上获得了很好的实验效果,处理 80 万个样本的

RCV1 数据库仅需几秒钟的时间.事实上,当对随机挑选的 5 000 个样本运行 Pegasos 以后,算法的学习精度已经

趋于稳定.与当时的其他算法相比,Pegasos 的优势明显.至此,在线投影次梯度算法无论是在理论还是在应用上

都取得了成功,引起了众多学者的广泛关注.由于优化问题(1)等价于约束问题: 

 1 0
1

min ( ), { :|| || }
m

iQ i
l Q λ

∈ =

=∑ ≤
w

w w w  (2) 

人们自然想拓广 Pegasos 求解优化问题(2).当 Duchi 于 2008 年提出了高效 L1 球投影算法以后[11],投影次梯度

方法求解稀疏学习问题似乎迎刃而解.由于每一步迭代都进行 L1 投影运算,在线投影次梯度方法求解优化问题

(2)很好地保证了解的稀疏性,但在每一步迭代中不可缺少的投影计算却是该方法难以克服的瓶颈,在实际运行
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中会导致循环嵌套循环的问题.如何使投影计算更为简洁和高效,一直是人们关注的问题,一些文献采用了不使

用投影或者仅仅在最后一步迭代中使用投影而中间过程不做投影运算的思路[12,13].另外,和批处理算法一样,在
线算法对步长特别敏感,往往一开始能使目标函数急剧下降,但不久就会进入震荡或缓慢下降阶段,常用的方法

是使用线性搜索[14].最近的研究进展表明,也可以采用求解对偶优化问题方法加以避免. 
不难发现,问题(2)还是与 L1 正则化问题存在着一定的区别,人们还是想直接使用投影次梯度方法处理正

则化问题.但当将整个正则化项和损失函数作为目标函数使用投影次梯度在线算法时,所得结果却与使用批处

理形式的约束投影方法不同,这主要是由于浮点数计算不能抵消为 0,出现了解的稀疏性无法保证的现象,这意

味着使用 L1 正则化项期望获得的稀疏性在优化过程中实际上并没有得到保证,此时,人们已经意识到在线和随

机优化过程中保持正则化项结构的必要性. 
在优化理论领域,除了典型的投影次梯度算法以外,还有很多高效的一阶梯度方法.自然地,能否将这些方

法扩展成在线形式并保证正则化项的结构,是在线学习应该考虑的问题.2009 年,Xiao 将 Nesterov 的对偶平均优

化算法[15]推广为在线形式,称为 RDA(regularized dual averaging)[16];随后,Duchi 等人于 2010 年将经典的镜面下

降算法[17]拓展为在线形式,称为 COMID(composite objective mirror descent)[18],统一了在线算法研究很多零散

的研究结果.为了能够处理正则化机器学习优化问题,RDA 和 COMID 分别对原有的优化方法进行了必要的改

进.它们的共同点是:在优化过程中将正则化项和损失函数分别看待,对损失函数进行近似线性展开而保持正则

化项不变.RDA 和 COMID 的区别仅仅是损失函数近似展开方式的不同,前者一阶项由所有迭代权向量的平均

决定,后者由瞬时梯度决定.特别地,对 L1 正则化问题,对涉及正则化项和损失函数线性展开的优化子问题可以

采用软阈值方法进行解析求解[16],即 
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其中,COMID 算法中的||w−wt||2 可以换成更一般的 Bregman 项.当损失函数一般凸时,取步长βt 与 t 同阶;当损 
失函数强凸时,取步长βt≤lnt[16].与投影算子类似,软阈值方法可以有效保证每一步迭代中解的稀疏性.由于可以

获得解析解,有效地避免了投影算子的计算代价问题.从上述在线算法的研究进展中不难看出,能否根据不同的

优化原理得到一些新的在线算法,这项研究无论是在理论上还是在实际应用中都具有重要意义. 
扩展拉格朗日交替方向乘子法 ADMM(alternating direction method of multipliers)是一种基于对偶空间的

梯度下降方法[19,20],近几年来受到了机器学习领域的普遍关注,在图像分类等实际问题上有很好的表现[21,22].为
了应用 ADMM 求解正则化问题,一般首先将问题(1)转化为如下等价形式的约束优化问题: 

1
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对这种等价的优化问题,ADMM 的主要迭代步骤为 
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其中,ρ>0 为步长.值得指出的是,在对偶空间求解梯度是一件很复杂的事情,其计算代价甚至相当于求解原来的

优化问题.在 ADMM 中,采取了对优化变量进行分解交替更新的方式,这也是交替方向名称由来的主要原因.目
前,ADMM 在收敛速度上取得了一些重要进展,批处理 ADMM 具有关于变分不等式 O(1/t)的收敛速度[22]. 

为了处理大规模问题,人们已经将 ADMM 拓展为在线形式[23,24].和批处理 ADMM 一样,在线 ADMM 的交

替更新也体现为对正则化项和损失函数项分别更新.由于仅仅涉及到单个样本的损失,这两个更新都可以获取
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解析解.与 RDA 和 COMID 类似,使用软阈值方法可以保证在线 ADMM 迭代过程中解的稀疏性. 
至此,在优化理论中占重要地位的多种一阶梯度算法已经被成功地扩展为在线优化的形式.对于目标函数

为凸的情形,上述在线结构优化方法可以获得根号形式的 regret 界.而当目标函数凸性假设进一步增强为强凸

情形时,上述在线结构优化算法都可以获得更好的对数形式 regret 界[25].在线优化方法的优点之一是与样本的

数目无关,理论上可以处理任意规模的数据.有些研究者甚至认为,在线优化能够敏锐地捕捉到数据变化的趋

势,进而可以解决数据非同分布和实时学习问题.但如何从统计学习理论的角度来研究参数漂移等实际问题,还
存在着诸多困难. 

2.2   一阶梯度随机方法 

在优化领域,随机梯度方法实际上是在随机优化的框架下讨论的.随机梯度优化算法通常不要求知道目标

函数的具体形式,仅需知道目标函数梯度的无偏估计即可.对于学习问题,在线和随机算法优化的目标也是不同

的,即,在线优化算法一般应满足 regret 的平均值趋于 0,而随机优化算法的目标函数是 

1 ( , )|| || ( , ( , )).
i iy i iE l yλ + xw w x  

在处理随机优化学习问题时,人们通常假设单个样本损失函数的梯度是整个训练集合上损失函数梯度的

无偏估计.显然,如果样本点是独立同分布的,这个假设自然成立.正是在这个合理的假设条件下,处理学习问题

的随机优化算法在形式上表现为每次仅优化随机抽取的一个样本导致的正则化损失.由于形式上的相似性,随
机优化过程中正则化项的稀疏性问题可以采用与在线优化方法完全相同的技巧加以解决. 

在比较实验中,训练样本集合的数目通常是固定的,一般都采取随机选取样本的方式来验证在线优化算法

的性能,此时使用的算法实际上已经变为随机优化算法了.所以一段时间以来,机器学习随机优化算法的研究思

路几乎都是首先提出在线算法,建立 regret 界,随后通过在线与随机算法之间的标准切换技巧,给出相应收敛速

度的随机算法,Pegasos,RDA 和 COMID 都是按照这种方式进行的.但这种研究方式却在最优收敛速度方面遇到

了问题.另外,人们往往会直观地认为随机算法的最优速度一定与批处理算法相当,只是差一个常数因子罢了.
实际上,批处理和随机算法的最优收敛速度以及与在线算法 regret 界之间还是存在着一定的区别的,特别是对

目标函数为强凸或者损失函数为光滑的情形. 
对于目标函数是强凸的问题,在线算法 regret 界衍生的收敛速度只能达到 O(lnt/t),但通过在随机次梯度方

法中嵌入内循环(epoch),可以获得 O(1/t)的收敛速度.据此,Hazan 等人指出,在线算法的分析方法并不适用于随

机算法[26,27].实际上,在线算法 regret 定义的形式比较苛刻,而随机算法只讨论收敛速度.相对来说,收敛速度的分

析较为宽松,因此对一些优化算法,有时需要避开在线优化 regret 界的分析而直接讨论随机算法的收敛速度.对
优化算法 ADMM 来说,与其在线形式对应的收敛速度相比,近期的研究结果表明,随机 ADMM 获得了更好的收

敛速度上界[23,24]. 
对于优化问题(1),当损失函数光滑时,即损失函数的梯度满足 Lipschitz条件时,可以将损失函数进行局部二

阶展开,从而近似地看成二次多项式,得到下述迭代算法: 

1 2
1arg || || ( ), || || ,

2
t t t tLlλ+ ⎡ ⎤= +〈∂ − 〉 + −⎢ ⎥⎣ ⎦w
w w w w w w w  

其中,∂l(wt)是
1

( )
m

i
i

l
=
∑ w 的次梯度,L 是损失函数梯度的 Lipschitz 常数.此时,每一步迭代的目标函数具有可分离的 

性质,即每维可独立处理,因此可根据软阈值方法解析求解二阶展开式的最小值.基于这种迭代思想的批处理算

法具有 O(1/t)的收敛速度[17].1983 年,Nesterov 采用按一定规律变化步长的插值技巧将这种算法的最优收敛速

度加速为 O(1/t2)[15,28].但由于随机算法中的随机因素的存在,整个训练集合上损失函数的梯度与单个样本损失

函数的梯度之间不免存在着方差,这个方差的大小会影响到最优收敛速度.当损失函数满足光滑性条件时,无论

目标函数是否强凸,随机和批处理算法的最优收敛速度均不在同一个数量级别[16]. 
从总体上说,一阶梯度随机方法简单、高效,并且与样本的数目无关.从已有收敛速度的研究结果来看,正则

化损失函数机器学习优化问题中只需假设损失函数光滑性,对整个目标函数并没有要求,这与优化理论中黑箱
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算法存在着明显的区别.另外,一些研究者还讨论了随机优化算法的泛化能力问题[29,30].至此,随机学习的研究

无论是在优化方法还是在统计分析方面均取得了令人瞩目的进展.但是,一阶梯度随机优化算法应用于机器学

习问题仍然存在着很多问题,特别是在稀疏学习优化中,由于迭代过程中采用平均权向量作为最终的近似解,这
往往会导致稀疏程度比批处理算法得到的解要差.另外,对一般凸的非光滑损失函数情形,采取何种平均权向量

的策略以获得随机算法的最优收敛速度问题也还没有完全解决. 

3   坐标优化方法 

在大规模数据处理方面,除了简单实用的 SGD 以外,另一个值得关注的方法就是坐标下降(coordinate 
descent,简称 CD).CD 的思路非常简单,主要是对高维优化问题采取各个击破的方法分而治之.具体的迭代步骤

就是固定其他维坐标,一次仅对选中的一维坐标进行优化求解.坐标最小化方法可以追溯到优化领域的交替优 
化原理[31],其主要思路是:求出一维优化问题的解析解或近似解析解,进而根据目标函数的下降特性得到收敛

性.其理论问题主要是:如何在不同凸性和光滑性的假设下,得到理想的收敛速度上界. 
CD 以简洁的操作流程和快速的实际收敛效果,成为处理大规模优化问题,特别是稀疏文本数据的首选方

法.在线算法和 CD 存在着明显的区别:首先从形式上看,前者每一步迭代需要解单个样本关于所有维数的优化

问题,而后者每一步迭代需要解关于所有样本的单维优化问题;另外,在具体的执行过程中,SGD 一般不去计算

整个训练集合上目标函数的值或者其梯度的值,因为计算一次需要遍历所有样本,这实际上已经与整个求解算

法的计算代价相当,然而在 CD 中,每一步迭代都会计算训练集合上目标函数的值或梯度的值.因此,巧妙的计算

技巧在 CD 中起着十分关键的作用.著名学者 Nesterov 甚至认为,如果没有计算代价低廉的方向导数计算技巧, 
CD 就失去了生存的依据[32]. 

Paul Tseng 是 CD 方法研究方面的著名学者,他从优化理论的角度对多种问题建立了坐标优化算法,其中也

包括了机器学习正则化损失函数的优化问题[33−35].但是,他的研究工作大都偏重于理论分析.机器学习的一些研

究者分别针对具体的学习问题提出了一些实用的 CD,其中,对偶问题的置换循环 CD是性能最好的一种.它的内

循环遍历所有坐标,在进行外循环时对样本集合进行一次排序置换.如果在内循环中仅仅是随机抽取一维坐标

进行优化,一般称为随机 CD.为清楚起见,下面分原问题和对偶问题的坐标优化方法进行讨论. 

3.1   原问题的坐标优化方法 

原始问题的坐标下降方法(primal coordinate descent,简称 PCD)是坐标下降方法中最常见的一种形式.对 L2
正则化项 L2 损失建立的坐标优化算法是 PCD 的典型例子[36].之所以能够对这类问题可以建立坐标优化算法,
主要是因为损失函数具有很好的光滑性,单变量子问题可以近似求得解析解.文献[37]中的 PCD 正是利用广义

导数对损失函数进行二阶近似展开求得解析解,并证明了这种循环坐标优化方法具有超线性的收敛速度. 
损失函数二次展开项的系数对算法的实际性能往往会产生十分重要的影响,这种影响甚至超过了算法本

身.为了进一步提高算法的效率,一般都采用线性搜索策略寻求合适的系数,这必然需要计算目标函数的值.另
一方面,在求单坐标优化问题时还需要知道目标函数的梯度,因此在 PCD的运行过程中,从目前常用损失函数的

具体形式来看,权向量与所有样本之间的内积运算总是无法避免的,这种内积运算一般会导致高达 O(mn)的计

算代价 .如果每一次更新都需要这样复杂的计算代价 ,坐标优化方法在处理大规模数据方面将一无是处 .然
而,CD 涉及的内积运算具有一定的规律,在首次的更新中计算内积后,其后的更新无须重新计算,只需计算这两

次更新的差异即可.坐标下降方法中求偏导数的技巧能够方便地计算这种差异,从而巧妙地避免了内积计算的

瓶颈,使得更新一次的计算复杂度仅为 O(m). 
对于优化问题(1),当使用 L2 损失函数时,可以对目标函数使用 Lipschitz 条件展开,从而类似地建立 PCD,

与 L2 正则化问题 PCD 的区别仅仅是求解单坐标优化子问题方式不同.由于此时使用的是 L1 正则化项,可以应

用软阈值方法求取近似展式的解析解.但由于 L1 正则化仅仅具有较弱的凸性,循环坐标优化算法只是在较强的

假设下得到了收敛速度[37]. 
不难发现,文献[37]中的 PCD 和文献[17]中的批处理算法都是建立在损失函数二次近似展开的基础上,但
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批处理方法将目标函数变成可以分离形式的基础上同步独立处理各个坐标分量,而 PCD 是将每个坐标依次更

新,即任一坐标的更新都是在所有前面坐标已经更新的基础上进行的.在这种思路的启发下,我们从批处理形式

的结构优化方法如 RDA 和 COMID 出发来设计 PCD[38],突破了已有文献在解单坐标优化子问题需要损失函数

光滑性的限制,可得到非光滑损失函数的坐标下降方法.根据批处理算法和随机 PCD之间的关系,容易证明随机

PCD 和批处理算法具有同样阶的收敛速度.实验结果表明,所得到的非光滑损失函数随机 PCD 对正则化 Hinge
损失问题实现了坐标优化预期的效果. 

从形式上看,PCD 仅仅以一种优化算法的身份出现在机器学习问题的求解中,保持正则化项结构的问题主

要体现在子问题的求解上.即便如此,求解机器学习原问题的坐标下降方法仍然有很多问题没有解决.特别是一

般情形下的循环坐标下降方法收敛速度,至今还是一个 Open 问题. 

3.2   对偶问题的坐标优化方法 

由于支持向量机的损失函数是非光滑的,在处理原问题时往往需要增添额外的辅助项来处理单维坐标优

化子问题[16,38],但其对偶问题的目标函数却是二次多项式形式的.尽管存在着约束条件,对应的单维子问题是闭

区间上的单变量二次优化问题,可以方便地解析求解.正是利用这一事实,研究者提出了对偶坐标下降方法(dual 
coordinate descent,简称 DCD)求解支持向量机问题[39],避开了原问题的非光滑性,并且得到了 DCD 关于对偶变

量的指数收敛性. 
与 PCD 完全类似,在求对偶问题单坐标优化子问题时也需要知道对偶目标函数的梯度,同样也可以采用增

量的方式计算,将计算代价由 O(mn)减少至 O(m),只不过这时对偶目标函数的偏导数可以使用大家熟知的权向

量与支持向量的关系表示为权向量与样本的内积,从而可以借助于权向量的增量来高效计算. 
由于 L2 正则化优化原问题是强凸的,因此其对偶问题目标函数具有光滑性[8].无论是对 SMO 批处理算法

还是坐标优化算法,光滑性都给涉及的子优化问题求解带来了极大的便利,但对于 L1 正则化问题,由于其仅具

有一般的凸性,尽管根据共轭函数可以得到对偶优化问题[8],但得到的对偶问题甚至比原问题还要难解.所以一

段时间以来,很少有使用对偶方法求解 L1 正则化问题的报道.近期的研究表明,L1 正则化问题的求解可以转化

为 L1 和 L2 混合正则化项的问题,这为使用 DCD 求解 L1 正则化问题铺平了道路,此时,可以使用多种方法近似

解析求解单坐标子问题[40].对于光滑损失函数问题,当循环次数充分大时,DCD 关于原问题目标函数收敛速度

的界比 SGD 目前收敛速度的界要好;而对于非光滑损失函数,DCD 关于原问题目标函数的收敛速度与 SGD 的

最优收敛速度相当[39,41].这些理论分析保证了当 DCD 数次遍历训练样本集合以后,会获得较好的收敛效果. 
从形式上看,在原问题中使用 SGD 随机抽取某个样本进行优化,相当于在对偶问题中使用随机 DCD 中求

该向量对应坐标分量的系数,它们的更新方式非常相似,因此,随机 DCD 对于冗余样本问题也特别有效.但两者

还是存在着一些区别:首先,SGD 不需要固定样本集合的大小,DCD 需要预先知道样本的个数并在迭代过程中

存储所有样本对应坐标分量的系数;其次,它们具体的更新运算也是不同的,SGD 一般是人为地根据凸性条件设

定衰减步长,而在 DCD 中,这种步长是通过使对偶问题最速下降近似解析求解得到的,特别当重复抽取某一样

本时,SGD 无须考虑该样本先前的优化结果,而 DCD 需要在以前的结果上更新;另一方面,对于机器学习问题,
直接处理原问题和求解对偶问题各有长处.因此,PCD 与 DCD 也各有特点[36].一般来说,相对于 DCD,PCD 更适

合一些样本非零特征维数远小于样本个数的学习问题,是处理文本分类的首选方法[42].从应用方面来说,采用置

换策略的循环 DCD 在大量高维数据库上取得了远比 PCD 和当前流行的一些算法更快的收敛效果.鉴于对偶坐

标优化在解决大规模问题中如此重要的地位,林智仁教授继开发了著名的支持向量机软件包 LIBSVM 之后,又
针对大规模数据的线性分类问题专门开发了 LIBLINEEAR 软件包,其中包含了各种形式的坐标优化算法. 

与简单、高效的 SGD 相比,DCD 不存在步长的选择问题,实际收敛性能往往更好.美中不足的是,由于更新

方式的限制,在算法执行过程中需要存储每个损失函数对应的对偶变量坐标,这对于处理复杂问题,如 pairwise
形式的损失函数问题会带来难以承受的存储开销.另外,对于很多实际的大规模问题,坐标优化读取数据的时间

远远高于优化算法执行所需要的时间,因此,分布式和并行处理策略成为必然的选择.但目前的分布式系统和并

行框架并不是专门为机器学习优化算法设计的,如何充分利用机器学习优化问题的结构特点,采用高效分布式
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或并行算法进行求解,是一个有前景的研究方向. 

4   结束语 

一阶随机梯度和坐标优化这两种方法在求解高维大样本问题时简单、高效,各有特点和优势.一阶随机梯

度方法主要利用大规模数据独立同分布的统计规律;而坐标优化主要利用高维数据稀疏的特性,并具有复杂性

较低的计算目标函数及其梯度的技巧.因此,坐标优化、随机和在线优化方法充分地利用了机器学习问题自身

的特点,很好地满足了机器学习问题大规模和结构的实际需求.这两种优化方法已经成为机器学习主流的求解

方法. 
应该看到,目前大多数的大规模优化算法仅仅讨论是线性分类问题,并且处理的大都是稀疏或冗余数据问

题,对大规模的稠密数据或者非线性分类优化问题的求解依然任重道远. 
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