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Abstract:  By means of Borel probability measures on the valuation set endowed with the usual product topology, 
the notion of probability truth degrees of propositions in n-valued and [0,1]-valued Łukasiewicz propositional logics 
is introduced. Its basic properties are investigated, and the integral representation theorem and the limit theorem of 
probability truth degree functions in n-valued case, in particular, are obtained. Theses results show that the notion of 
truth degree existing in quantitative logic is just a particular case of Borel probability truth degrees, and a more 
general quantitative model based on the notion of Borel probability truth degree for uncertainty reasoning can be 
then established. 
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摘  要: 通过视赋值集为通常乘积拓扑空间,利用其上的 Borel 概率测度在 n 值及连续值 Łukasiewicz 命题逻辑系

统中引入了命题的Borel概率真度概念,讨论了它的基本性质,特别是给出了 n值情形中概率真度函数的积分表示定

理,并得到了其与连续情形概率真度函数之间关系的一个极限定理.结果表明,计量逻辑学中命题的真度概念只是所

研究工作的一个特例,因而基于概率真度概念可以为不确定性推理建立一种更为宽泛的计量化模型. 
关键词: Łukasiewicz 命题逻辑;Borel 概率测度;概率真度;极限定理 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A 

尽管二值逻辑在非此即彼式的数学推理中取得了巨大成功,但它却不能有效地模拟人类的思维过程.因为

人们在实际生活中遇到的命题往往都是模糊的、不确定的,因而不能再简单地用数字 1(表示真)或 0(表示假)来
描述一个命题的真假.请看一个著名的例子:在 1920 年,Łukasiewicz 问“明年 12 月 21 日中午我将在华沙”这一

命题是真还是假?再比如,问“人的寿命一般都不超过 90 岁”是真还是假?显然,这种带有不确定性的命题是难以
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判断真假的.在逻辑上,处理不确定性信息的主要方法就是通过接受除经典真值 1 和 0 之外的更多真值建立多

值逻辑系统 [1−4].当初 ,Łukasiewicz 就是通过添加中间真值 0.5 建立了第 1 个多值逻辑系统 ,现称为三值

Łukasiewicz 逻辑系统[2].在多值逻辑系统中,一个命题可能取到多个不同的真值,并且不同的命题取到的真值的

大小可能也不完全一样.因此,在多值逻辑中,命题应该有真假程度之分,但对于如何利用这些真值来评价命题

的真假程度的问题逻辑学家们并未达成一致意见.1952 年,Rosser 和 Turquette 通过选定包含 1 在内的部分真值

作为指派真值(designated truth values),而包含 0 在内的另一部分为反指派真值(antidesignated truth values)的方

式来反映逻辑命题的真假程度[1].称在任意赋值下的真值都是指派真值的命题为重言式,而在任意赋值下的真

值都是反指派真值的命题为矛盾式.但如今,常用的多值逻辑系统(如 MTL,BL,Łukasiewicz,Gödel,NM,L*及它们

的 n 值扩张等)都只取 1 作为指派真值,只取 0 作为反指派真值[2−6].这种只用经典真值衡量多值逻辑中命题的真

假程度的做法显然是不尽合理的,况且无论是重言式还是矛盾式,它们只是全体命题中的很少一部分,而绝大多

数命题既不是重言式也不是矛盾式.所以,指派真值的做法仍未能评价大多数命题的真假程度.而 Pavelka 则走

向了另一个极端,他以真值作为命题的隶属度,把所有命题都抽象为一个模糊集,进而把所有逻辑概念都进行了

全盘程度化[7].随后,Novák 和 Turunen 等人系统地发展了 Pavelka 的理论[8,9],但 Pavelka 的这种全盘程度化的方

法仍未能回答到底用哪些真值来反映命题的真假. 
王国俊教授等人在如何评价命题的真假程度方面也取得了研究成果,1998 年,他通过利用命题所取全体真

值的下确界来反映该命题真假的思想,提出了广义重言式理论[10],进而对逻辑命题进行了分类.由于这种方法是

利用下确界来反映命题的真假程度,所以即使是同类广义重言式,它们之间也可能差别很大,因而这种程度化方

法是比较粗糙的.为了更为细致、精确地表示命题的真假程度,王国俊教授又通过考虑命题取各个真值的赋值

在全体赋值中的比重,并采用加权求和的方式在多值命题逻辑中建立了命题的真度理论[11−13],成功地将数值计

算引入到命题逻辑中,展开了程度化推理理论[14−23],从而在多值命题逻辑中找到了用均匀概率测度来聚合全体

真值,以刻画命题真假程度的有效方法,因而开辟了一个新的研究方向——计量逻辑学[4,24],并由此取得了一系

列研究成果[25−30]. 
计量逻辑学中的真度概念是基于均匀概率测度空间的无穷可数乘积而引入的,因而每个原子命题(在逻辑

中,通常把表示简单命题的符号称为原子命题或命题变元)都具有相同的真度值 0.5,并且它们是相互独立的.按
此方法,前面例子中的两个毫不相干的简单命题的真度都是 0.5.这一状况显然是不符合实际的,事实上,现实生

活中各简单命题是否为真以及在多大程度上为真,是不确定的、随机的、不独立的.基于这样的考虑,文献[26]
利用单位开区间(0,1)中的随机数列在二值命题逻辑中引入了随机真度概念.但令人遗憾的是,随机真度仍要求

各原子命题彼此独立.原子命题独立的根源在于,每个随机数列都可唯一地生成赋值集上的一个乘积概率测度,
所以随机真度概念的引入仍未完全弥补真度理论缺乏随机性的不足.此外,文献[26]中的方法由于计算太复杂,
也不易于向多值逻辑系统中进行推广.随后,本文作者在文献[31,32]中通过视全体赋值之集为通常乘积拓扑空

间,利用该空间上的Borel概率测度也是在二值命题逻辑中引入了命题的概率真度概念,克服了计量逻辑学中的

真度理论与文献[26]中的随机真度理论分别要求赋值集上的概率测度必须均匀和独立的局限.结果表明,真度、

随机真度均可作为概率真度的特例纳入到统一框架中,从而建立了更为宽泛的概率计量逻辑理论框架. 
有趣的是,文献[26,31,32]中刻画命题概率真度的方法都是在二值命题逻辑而不是在多值逻辑中提出的.本

文的目的是将文献[31,32]中的方法推广到多值(包括有限值及连续值)命题逻辑系统中,进一步在多值框架下弥

补计量逻辑缺乏随机性的不足,建立起多值命题逻辑框架下的概率计量逻辑理论.目前存在各式各样的多值命

题逻辑系统(如前面提到的 MTL,BL,Łukasiewicz,Gödel,NM,L*及它们的 n 值扩张系统等),由于本文分别在有限

值和连续值情形引入概率真度概念,并通过建立极限定理将这两种情形中的概率真度函数和谐地统一起来,所
以使用的多值命题逻辑系统中的逻辑连接词在[0,1]上的对应算子都应该是连续的,以便建立此极限定理.显然,

满足这一条件的只有 Łukasiewicz 命题逻辑系统及其 n 值扩张
∗∗. 

                                                             

∗∗ 通过给 Łukasiewicz 命题逻辑系统添加常值命题而得到的 Pavelka 型扩张也满足上述条件,但本文暂不考虑这样的多值逻辑. 



 

 

 

周红军:Łukasiewicz 命题逻辑中命题的 Borel 概率真度理论和极限定理 2237 

 

1   n-值 Łukasiewicz 命题逻辑中命题的 Borel 概率真度理论 

分别用 Łn 和 Ł 表示赋值集为
1 20, ,..., ,1

1 1n
nW W

n n
−⎧ ⎫= = ⎨ ⎬

− −⎩ ⎭
和 [0,1]W W= = 的 n 值和连续值 Łukasiewicz 命 

题逻辑系统,Łn 和 Ł 的逻辑语言是一样的.设 S={p1,p2,…},F(S)是由 S 生成的(¬,→)型自由代数,其中,¬是一元逻

辑连接词,→是二元逻辑连接词,则称 F(S)中的元为(抽象)逻辑命题,简称命题,称 S 中的元为原子命题.在 Łn 和 Ł
中,由初始连接词¬和→还可引入新的连接词,如:设ϕ,ψ∈F(S), 

• ϕ∨ψ=(ϕ→ψ)→ψ; 
• ϕ∧ψ=¬(¬ϕ∨¬ψ); 
• ϕ⊕ψ=¬ϕ→ψ; 
• ϕ&ψ=¬(ϕ→¬ψ). 
由于本文的计量化方法是从语义角度入手的,所以我们不关心 Łn 和 Ł 的语构理论,只简单介绍它们的语义

理论. 
对应于 F(S)中的连接词¬和→,在 Wn 和W 中定义运算¬和→,如 

¬x=1−x, x→y=(1−x+y)∧1, x,y∈W. 
在 W 中还可进一步引入新运算: 
• x∨y=(x→y)→y=max{x,y}; 
• x∧y=¬(¬x∨¬y)=min{x,y}; 
• x⊕y=¬x→y=(x+y)∧1; 
• x⊗y=¬(x→¬y)=(x+y−1)∨0. 
称(¬,→)型同态 v:F(S)→W 为 F(S)的赋值,F(S)的全体赋值之集记为Ω.在 Łn 和 Ł中分别记Ω为Ωn 和 Ω . 
由于 F(S)是由 S 生成的自由代数,所以一个赋值 v∈Ω完全由它在 S 上的限制 v|S 决定.设 v(pm)=vm(m∈N),

则得 Wω中的向量(仍记为 v)v=(v1,v2,…);反过来,任取 Wω中的向量 v=(v1,v2,…),则存在唯一的 v∈Ω,使得 v(pm)=vm, 

m∈N.由此一一对应,可以把 v∈Ω与 v=(v1,v2,…)不加区分,从而Ω=Wω,即 , [0,1]n nW Wω ω ωΩ Ω= = = . 

设ϕ,ψ∈F(S),若对任意 v∈Ω都有 v(ϕ)=1(v(ϕ)=0),则称ϕ为重言式(矛盾式),并把重言式ϕ记为Bϕ.若Bϕ→ψ且

Bψ→ϕ,则称ϕ与ψ逻辑等价. 

设ϕ∈F(S),不妨设ϕ=ϕ(p1,…,pm),则ϕ可诱导出一个 m 元函数 : mW Wϕ → 如下: 

1( ,..., ) ( ),mx x vϕ ϕ=  

其中,xk=v(pk),k=1,…,m,v∈Ω.称ϕ 为ϕ诱导的真函数,亦称为ϕ的 McNaughton 函数.命题ϕ还可以自然地诱导出Ω
上的一个函数(仍记为ϕ)ϕ:Ω→W 如下: 

ϕ(v)=v(ϕ),v∈Ω. 
易见,逻辑等价的命题诱导的Ω上的函数相同. 
先在 Łn 中建立命题的 Borel 概率真度理论. 

给 Xk=Wn 赋予离散拓扑(k=1,2,…),给
1

n n k
k

W XωΩ
∞

=

= = ∏ 赋予通常乘积拓扑,称Ωn 为赋值空间. 

设B(Xk)和B(Ωn)分别是空间 Xk 和Ωn 中的 Borel 子集之集,则易见B(Xk)=P(Xk);又由文献[33]中的命题 8.1.5 
可知,B(Ωn)是由Ωn 的拓扑基 

U={A1×…×Am×Xm+1×Xm+2×…|Ak∈B(Xk),k=1,…,m;m∈N} 
生成的σ-代数.再设μ是定义在B(Ωn)上的 Borel 概率测度,则(Ωn,B(Ωn),μ)是一 Borel 概率测度空间. 

定义 1. 在 Łn 中,设ϕ∈F(S),μ是Ωn 上的 Borel 概率测度,定义 

 
1

1
,

0
( )

1 1

n

n
i

i i
n nμτ ϕ μ ϕ

−
−

=

⎛ ⎞⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠
∑  (1) 

称τn,μ(ϕ)为ϕ关于μ的 Borel 概率真度,简称μ-真度.上式右侧把命题ϕ看成了函数ϕ:Ωn→Wn.今后,在不致混淆时把
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τn,μ(ϕ)简记为τμ(ϕ). 
注 1: 
(i) 设 n=2,则τμ(ϕ)=μ(ϕ−1(1)),这恰是文献[31,32]在二值命题逻辑中给出的表达式. 
(ii) 由定义 1 可知,逻辑等价的命题具有相同的μ-真度.为方便计算,以后总假设命题ϕ由前 m 个原子命题

p1,…,pm 构成,即ϕ=ϕ(p1,…,pm). 

(iii) 设 ϕ=ϕ(p1,…,pm), 则 对 任 意 i=0,1,…,n−1,
11

11 1 k
k m

i i X
n n

ϕ ϕ
∞−−

= +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∏ . 由于 对 任意 ,m

nE W⊆  

1
( )k n

k m
E X Ω

∞

= +

× ∈∏ B ,所以ϕ是从乘积空间Ωn 到离散空间 Wn 的连续函数,从而是 Borel 可测的,所以ϕ可视为概率

测度空间(Ωn,B(Ωn),μ)上的随机变量,因而, 

 

1
1

0
( )

1 1

         ( )d
n

n

i

i i
n n

v

μ

Ω

τ ϕ μ ϕ

ϕ μ

−
−

=

⎛ ⎞⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠

=

∑

∫
 (2) 

是随机变量ϕ的数学期望. 

(iv) 设μ是Ωn 上的 Borel 概率测度.对任意 m∈N,定义 ( ) : ( ) [0,1]m
nm Wμ →B 如下: 

 
1

( )( ) , ( )m
k n

k m
m E E X E Wμ μ

∞

= +

⎛ ⎞
= × ∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏ B  (3) 

则μ(m)是 m
nW 上的 Borel 概率测度.设ϕ=ϕ(p1,…,pm),则公式(1)可简化为 

 

1
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0

1 1

0 1

1 1
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∑

∑ ∏

∑

 (4) 

(v) 公式(4)还可进一步化为 
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∑ ∑
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1 1

1 1 1
0

1 1 1

         ( ,..., ) ( )({( ,..., )}) ( ,..., )
1

         { ( ,..., ) ( )({( ,..., )}) | ( ,..., ) }

n

m m m
i

m
m m m n

ix x m x x x x
n

x x m x x x x W

ϕ μ ϕ

ϕ μ

− −

=

⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞= ∈⎨ ⎬⎜ ⎟−⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

= ∈

∑∑

∑

 (5) 

(vi) 设μ=μ1×μ2×…是由各子空间 Xk 上的(Borel)概率测度μk(k=1,2,…)生成的乘积概率测度,则μ(m)=μ1×…× 

μm,且若 1 1 1... , ( )( ) ( ) ... ( )m
m n m mE A A W m E A Aμ μ μ= × × ⊆ = ⋅ ⋅则 (见文献[33]).此时有, 

 
1 1 1

1 1 1 1
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0
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特别是当 n=2 时,
1

1 1 1( ) { ({ }) ... ({ }) | ( ,..., ) (1)}m m mx x x xμτ ϕ μ μ ϕ
−

= ⋅ ⋅ ∈∑ .若令 D=(P1,P2,…), 1 0, 1k k k kQ P Q P= = − ,

其中,Pk=μk({1}),k=1,2,…,则 1
1

1 1( ) { ... | ( ,..., ) (1)}mxx
m mQ Q x xμτ ϕ ϕ

−
= ⋅ ⋅ ∈∑ 就是文献[26]定义的随机真度τD(ϕ). 

(vii) 设μ=μ1×μ2×…,其中,μk 是子空间 Xk 上的均匀概率测度(k=1,2,…),则μ(m)是 m
nW 上的均匀概率测度. 

此时, 
1 1

0

1

1

0

1 1

0

( ) ( )
1 1

1         
1

1         .
1 1

n

i

n

m
i

n

m
i

i im
n n

i
ni

n n
i i

n n n

μτ ϕ μ ϕ

ϕ

ϕ

− −

=

−

−

=

− −

=

⎛ ⎞⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠= ⋅

−

⎛ ⎞= ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

∑

∑

∑

 

这就是文献[4,24]定义的真度函数. 
(viii) 设 v=(v1,v2,…)∈Ωn,取 Xk=Wn 上的(Borel)概率测度μk,其中,μk 满足 

1,   
({ }) ,

0,  
k k

k k
k k

x v
x

x v
μ

=⎧
= ⎨ ≠⎩

 

其中,xk∈Xk,k=1,2,….设μ=μ1×μ2×…,则由公式(6)知,对任意ϕ=ϕ(p1,…,pm)∈F(S), 1( ) ( ,..., ) ( )mv v vμτ ϕ ϕ ϕ= = ,所以 

τμ=v.这说明每个赋值 v∈Ωn 也是定义 1 意义下的概率真度函数. 
由注 1 知,文献[11−13,24−26]中已有的真度函数均是本文所定义的 Borel 概率真度函数的特例,因而我们将

为不确定性推理建立更为宽泛的计量化模型. 
例 1:(i) 设ϕ1=p1,ϕ2=p2→p3,ϕ3=p1∨p2∨p3,ϕ4=p1∧p2∧p3,在 Ł3 中求τμ(ϕi),i=1,…,4. 
解: 

因命题ϕi 只涉及前 3 个原子命题 p1,p2 和 p3,所以由公式(4),我们可只考虑
3

3
3

10, ,1
2

W ⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

上的(Borel)概 

率测度μ(3). 

设 1 2 3 1 2 3
1 1 1 1 1 1(3)({(1,1,1)}) 0.3, (3) , , 0.2, (3)({( , , )}) 0.02 iff ( , , ) (1,1,1), , ,
2 2 2 2 2 2

x x x x x xμ μ μ
⎛ ⎞⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = ∉⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎝ ⎠
,则 

1 1
1 2 3 2 3 3 1 2 3 2 3 3

1 1(1) {(1, , ) | , }, , , , .
2 2

p x x x x W p x x x x W
− − ⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ∈ = ∈⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
 

所以, 
1 1

1 1 1
1 1( ) (3)( (1)) (3)
2 2
1         0.3 0.02 8 (0.2 0.02 8)
2

         0.64.

p pμτ ϕ μ μ
− −⎛ ⎞⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

= + × + × + ×

=

 

又
1 13 3

2 1 2 3 3 2 3 2 1 2 3 3 2 3
1 1(1) {( , , ) | }, ( , , )
2 2

x x x W x x x x x W x xϕ ϕ
− − ⎧ ⎫⎛ ⎞= ∈ = ∈ = +⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎩ ⎭
≤ ,所以, 

1 1
2 2 2

1 1( ) (3)( (1)) (3)
2 2

1          (0.3 0.2 0.02 16) (0.02 6)
2

          0.88.

μτ ϕ μ ϕ μ ϕ
− −⎛ ⎞⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

= + + × + × ×

=

 

又
3

1 1
3 1 2 3 1 2 3 3

1 1(1) {( , , ) | , , }, 0, {(0,0,0)}
2 2

x x x x x xϕ ϕ
− − ⎛ ⎞ ⎧ ⎫= = −⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎩ ⎭
有其一为1 ,所以, 
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1 1
3 3 3

1 1( ) (3)( (1)) (3)
2 2

1          (0.3 0.02 18) (0.2 0.02 6)
2

          0.82.

μτ ϕ μ ϕ μ ϕ
− −⎛ ⎞⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

= + × + × + ×

=

 

又
3

1 1
4 4

1 1(1) {(1,1,1)}, ,1 {(1,1,1)}
2 2

ϕ ϕ
− − ⎛ ⎞ ⎧ ⎫= = −⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎩ ⎭
,所以, 

1 1
4 4 4

1 1( ) (3)( (1)) (3)
2 2

1          0.3 (0.2 0.02 6)
2

          0.46.

μτ ϕ μ ϕ μ ϕ
− −⎛ ⎞⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

= + × + ×

=

 

(ii) 设μ(3)是
310, ,1

2
⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

上的均匀概率测度,则 1 2 3 4
1 7 5 1( ) , ( ) , ( ) , ( )
2 9 6 6μ μ μ μτ ϕ τ ϕ τ ϕ τ ϕ= = = = . 

例 2:设μ是由Ωn 的各子空间上的均匀概率测度生成的乘积概率测度,求 p1,p2→p3,p1∨p2 以及 p1∧…∧pm 的μ-
真度. 

解: 
1 1

1 1
0

1

1

1 1
2 3 2 33

0

2 2

3
1

2
2

1( )
1 1

1          
1

1 ( 1)          
( 1) 2

1          ,
2

1( )
1 1

1 ( 1)( 1) ( 1)
( 1) 2

1 (5 )
6 ( 1)

n

i

n

i

n

i

n

i

i ip p
n n n

i
n n

n n
n n

i ip p p p
n n n

n n n n i i
n n

n n
n n

μ

μ

τ

τ

− −

=

−

=

− −

=

−

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

=
−

−
= ⋅

−

=

⎛ ⎞→ = → ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

⎛ ⎞+ −
= ⋅ + +⎜ ⎟

− ⎝ ⎠

= −
−

∑

∑

∑

∑

1

1 2 2
0

1 1
1 1

0

1

0

( 1)

5 1,
6

1( ) (2 1)
1

4 1                  ,
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1( ... ) ...
1 1

1                         [( ) ( 1) ]
1

                         

n

i

n
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n
m m

m
i

n

n
n
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n
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τ

−

=

− −
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=
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−
=
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−

+
=
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作为实际应用,我们再考虑引言部分给出的第 1 个例子的概率真度. 
例 3:用 p1 表示简单命题“明年 12 月 21 日中午我将在华沙”.为简单起见,仍在三值 Łukasiewicz 命题逻辑系 
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统 Ł3中考虑其概率真度,即 p1可取真值 0, 1
2
和 1.由注 1知,

1 1
1 1 1

1 1( ) (1)( (1)) (1)
2 2

p p pμτ μ μ
− −⎛ ⎞⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
,其中,

1
1 (1)p

−
=  

{1}表示 p1 为真,
1

1
1 1
2 2

p
− ⎛ ⎞ ⎧ ⎫= ⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎩ ⎭
表示不确定,μ(1)为 10, ,1

2
⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

上的一个概率测度.考虑以下情形: 

(i) 假设“已经预定了明年 12 月 21 日中午前到华沙的机票,并假定不会再出现其他意外情况”,则在此情形 

下,μ(1)应满足μ(1)({1})=1,从而
1

1 1( ) (1)( (1)) 1p pμτ μ
−

= = ,表示 p1 为真; 

(ii) 假设“又接到明年 12 月 21 日中午去纽约的通知,并且所要办的事情同样重要”,此时应有μ(1)({1})= 
1(1)({0})
2

μ = ,这时 1
1( )
2

pμτ = ,表示 p1 为真的程度只有一半; 

(iii) 假设“现阶段完全不能确定去还是不去,都有可能”,此时应要求μ(1)为均匀概率测度,从而也有 

1
1( ) .
2

pμτ =  

由此可见,有了概率真度概念后,当事人可以根据实际情况(用概率测度表示)作出恰当判断,以使推理更符

合实际,更具灵活性. 
下面我们研究τμ的基本性质.先介绍几个概念,设μ是Ωn 上的 Borel 概率测度. 

• 设 m∈N,若对任一 1( ,..., ) m
m nx x W∈ ,μ(m)({(x1,…,xm)})≠0,则称μ是 m-原子的; 

• 若对任意 m∈N 及任一 1( ,..., ) m
m nx x W∈ ,都有μ(m)({(x1,…,xm)})≠0,则称μ是有限原子的; 

• 若对任意 v∈Ωn,μ({v})=0,则称μ是非原子的. 
命题 1. 设μ是Ωn 上的 Borel 概率测度,ϕ,ψ∈F(S),则: 
(i) 0≤τμ(ϕ)≤1; 
(ii) 若ϕ是重言式(矛盾式),则τμ(ϕ)=1(τμ(ϕ)=0); 
(iii) 若ϕ与ψ逻辑等价,则τμ(ϕ)=τμ(ψ); 
(iv) 设ϕ=ϕ(p1,…,pm)∈F(S),μ是 m-原子的,若τμ(ϕ)=1(τμ(ϕ)=0),则ϕ是重言式(矛盾式); 
(v) 若μ是有限原子的,则对任一命题ϕ∈F(S),若τμ(ϕ)=1(τμ(ϕ)=0),则ϕ是重言式(矛盾式); 
(vi) τμ(ϕ)+τμ(¬ϕ)=1; 
(vii) τμ(ϕ)+τμ(ψ)=τμ(ϕ∨ψ)+τμ(ϕ∧ψ); 
(viii)τμ(ϕ)+τμ(ϕ→ψ)=τμ(ψ)+τμ(ψ→ϕ); 
(ix) 若Bϕ→ψ,则τμ(ϕ)≤τμ(ψ); 

(x) τμ(ϕ∧ψ)≥τμ(ϕ)+τμ(ψ)−1; 
(xi) τμ(ψ)≤τμ(ϕ→ψ). 
证明:以(viii)为例证明,其他各条由公式(1)~公式(6)可以类似验证.任取 v∈Ωn,易验证 v(ϕ)+v(ϕ→ψ)=v(ψ)+ 

v(ψ→ϕ),作为Ωn 上的函数,有ϕ(v)+(ϕ→ψ)(v)=ψ(v)+(ψ→ϕ)(v).从而有, 

( ) ( ) ( ) ( )( )d

[ ( ) ( )( )]d

[ ( ) ( )( )]d

( ) ( ).

n n

n

n

v d v

v v

v v

μ μ Ω Ω

Ω

Ω

μ μ

τ ϕ τ ϕ ψ ϕ μ ϕ ψ μ

ϕ ϕ ψ μ

ψ ψ ϕ μ

τ ψ τ ψ ϕ

+ → = + →

= + →

= + →

= + →

∫ ∫
∫
∫

 

命题 2. 设μ是Ωn 上的 Borel 概率测度,ϕ,ψ∈F(S),则 
τμ(ϕ)+τμ(ψ)=τμ(ϕ⊕ψ)+τμ(ϕ&ψ). 

证明:由命题 1(vi)和命题 1(viii)可知, 
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( ) ( & ) ( ) ( ( ))

                                    ( ) 1 ( )

                                    ( ) ( ) ( ) 1 ( )

                                    

μ μ μ μ

μ μ

μ μ μ μ

τ ϕ ψ τ ϕ ψ τ ϕ ψ τ ϕ ψ

τ ϕ ψ τ ϕ ψ

τ ϕ τ ϕ ψ τ ϕ ψ τ ϕ

τ

⊕ + = ¬ → + ¬ → ¬

= ¬ → + − → ¬

= ¬ + ¬ → − → ¬ + − ¬

= ( ) ( ) ( ) ( )

                                    ( ) ( ) ( ) ( )

                                    ( ) ( ).

μ μ μ μ

μ μ μ μ

μ μ

ψ τ ψ ϕ τ ϕ ψ τ ϕ

τ ϕ τ ψ τ ϕ ψ τ ϕ ψ

τ ϕ τ ψ

+ → ¬ − → ¬ +

= + + → ¬ − → ¬

= +

 

下面再给出τμ的一些性质.由于对任意ϕ∈F(S),τμ(ϕ)∈[0,1],所以自然可像在 W=[0,1]中那样在 Hμ={τμ(ϕ)| 

ϕ∈F(S)}中引入运算¬,→,⊗等,进而导出τμ的一些性质.任取ϕ,ψ∈F(S),定义¬:Hμ→[0,1]及 2, : [0,1]Hμ→ ⊗ → 如下: 

• ¬τμ(ϕ)=1−τμ(ϕ); 
• τμ(ϕ)→τμ(ψ)=(1−τμ(ϕ)+τμ(ψ))∧1; 
• τμ(ϕ)⊗τμ(ψ)=(τμ(ϕ)+τμ(ψ)−1)∨0. 
命题 3. 设μ是Ωn 上的 Borel 概率测度,ϕ,ψ∈F(S),则: 
(i) τμ(¬ϕ)=¬τμ(ϕ); 
(ii) (τμ(ϕ)⊗τμ(ϕ→ψ))→τμ(ψ)=1; 
(iii) τμ(ϕ∨ψ)=(τμ(ϕ)→τμ(ϕ∧ψ))→τμ(ψ). 
证明:(i)显然成立,由命题 1(x)及τμ(ϕ∧ψ)≤τμ(ψ)得知(ii)成立,下证(iii).由命题 1(vii)得知: 

( ( ) ( )) ( ) (1 ( ) ( )) 1 ( )

                                                (1 ( ) ( )) ( )

                                               [1 (1 ( ) ( )) ( )] 1

   

μ μ μ μ μ μ

μ μ μ

μ μ μ

τ ϕ τ ϕ ψ τ ψ τ ϕ τ ϕ ψ τ ψ

τ ϕ τ ϕ ψ τ ψ

τ ϕ τ ϕ ψ τ ψ

→ ∧ → = − + ∧ ∧ →

= − + ∧ →

= − − + ∧ + ∧

                                             [ ( ) ( ) ( )] 1

                                                ( ).
μ μ μ

μ

τ ϕ τ ψ τ ϕ ψ

τ ϕ ψ

= + − ∧ ∧

= ∨

 

由命题 2 和命题 3(iii)的证明得知,若把命题 3(iii)中的析取∨和合取∧分别换成强析取⊕和强合取&也成立: 
命题 4. 设μ是Ωn 上的 Borel 概率测度,ϕ,ψ∈F(S),则 

τμ(ϕ⊕ψ)=(τμ(ϕ)→τμ(ϕ&ψ))→τμ(ψ). 
最后,我们再给出全体μ-真度值之集的一些性质.先回忆有关 Łn 的一个事实: 

引理 1[34]. 在 Łn 中,对任意 1( ,..., ) m
m nx x W∈ ,存在命题

1( ,..., ) ( )
mx x F Sδ ∈ ,使得对任意 v∈Ωn, 

1( ,..., )
1,   ( ) , 1,...,

( ) .
0,  m

k k
x x

v p x k m
v δ

= =⎧
= ⎨

⎩ 否则
 

命题 5. 设μ是Ωn 上的非原子的 Borel 概率测度,则: 
(i) Hμ是[0,1]中的可数稠密子集; 

(ii) 当μ是各子空间上的均匀概率测度生成的乘积测度时, 0,1,..., ;m
m

k k n m N H
n μ

⎧ ⎫
= ∈ ⊆⎨ ⎬

⎩ ⎭
; 

(iii) μ-逻辑度量空间(F(S),ρμ)中没有孤立点,其中ρμ(ϕ,ψ)=1−τμ((ϕ→ψ)∧(ψ→ϕ)). 

证明:(i) 任取ε>0,则由μ是非原子的知,存在 m∈N 使得对任一点 1( ,..., ) m
m nx x W∈ , 

1 1
1

( )({( ,..., )}) ( ,..., ) .m m k
k m

m x x x x Xμ μ ε
∞

= +

⎛ ⎞
= × <⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏  

任取 m
nE W⊆ ,令 

1( ,..., ) 1{ | ( ,..., ) },
mE x x mx x Eϕ δ= ∨ ∈  

则由引理 1 得知
1 1
(1) , (0) m

E E nE W Eϕ ϕ
− −

= = − ,所以
1

( ) ( )( (1)) ( )( )E Em m Eμτ ϕ μ ϕ μ
−

= = ,从而, 

{ ( )( ) | } .m
nm E E W Hμμ ⊆ ⊆  
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所以 Hμ在[0,1]中稠密;又 Hμ显然是可数的,所以命题 5(i)成立. 

(ii) 任取 m∈N 及 k∈{0,…,nm},取 m
nE W⊆ 满足|E|=k,则由(i)知 ( ) ( )( )E m

km E H
nμ μτ ϕ μ= = ∈ . 

(iii) 任取ϕ=ϕ(p1,…,pm)∈F(S),ε>0,由μ是非原子的知,存在充分大的 k∈N,使得对任一点(x1,…,xm,xm+1,…, 

xm+k)∈ 1 1, ( )({( ,..., , ,..., )})m k
n m m m k mW m k x x x x

n
εμ+

+ ++ < ,从而, 

1( ,..., ) 1( ) ( )( ( ,..., )) .
m m k

m m
x x n m m k mm k W x x n

nμ
ετ δ μ ε

+ + + += + × < × =  

令
1( ,..., )m m kx xψ ϕ δ

+ +
= ∧ ¬ ,则 

1

1

1

( ,..., )

( ,..., )

( ,..., )

( , ) 1 (( ) ( ))

1 ( )

1 ( )

1 ( )

( )

.

m m k

m m k

m m k

x x

x x

x x

μ μ

μ

μ

μ

μ

ρ ϕ ψ τ ϕ ψ ψ ϕ

τ ϕ ψ

τ ϕ δ

τ δ

τ δ

ε

+ +

+ +

+ +

= − → ∧ →

= − →

= − → ¬

− ¬

=

<

≤
 

2   n-值 Łukasiewicz 命题逻辑中命题的概率真度的积分表示 

从本节开始,我们也把 [0,1]ωΩ = 视为通常乘积拓扑空间.这样,自然可以利用其上的 Borel 概率测度在 Ł中

引入命题的积分真度.这一问题我们留到下一节再加以研究.本节先考虑 Ω 上的一种特殊的 Borel 概率测度,从 
而给出τn,μ的积分表示. 

因为
1 20, ,..., ,1

1 1n
nW

n n
−⎧ ⎫= ⎨ ⎬

− −⎩ ⎭
,所以, m

nW 是一个由 nm 个元素组成的均匀分布的 m 维点阵,即 

1{ ( ,..., ) | ,1 }.m
n m k nW x x x x W k m= = ∈ ≤ ≤  

以下的关键技巧在于将 m
nW 中的每个点转化为[0,1]m 中的一个 m 维 Borel 可测小方体.为此,可在[0,1]中加

入 n−1 个等分点
1 1,..., n
n n

− ,则[0,1]被分成 n 等份.设 1 10, ,..., ( 1,..., )k
n k m

n n
α −⎧ ⎫∈ =⎨ ⎬

⎩ ⎭
,则 

1 1( ,..., ) ,..., .
1 1 1

m
m m n

n n n W
n n n

α α α α⎛ ⎞= ∈⎜ ⎟− − −⎝ ⎠
 

引入一个符号: 
1 1, ,  

1, .
1 1, ,  

k k k

k k

k k k

n
n n

n n
n n

α α α
α α

α α α

⎧ −⎡ ⎞+ ≠⎟⎪⎢⎪⎣ ⎠+ = ⎨
−⎡ ⎤⎪ + =⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎩

c fd gd ge h
 

定义: 

1 1
1( ,..., ) ( ,..., ) [0,1] , , 1,..., ,m

m m k k kcube x x x k m
n

α α α α
⎧ ⎫⎪ ⎪= ∈ ∈ + =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

c fd gd ge h
 

则 1 1( ,..., ) ( ,..., )
1

m
m m n

ncube W
n

α α α α⎧ ⎫
∈⎨ ⎬

−⎩ ⎭
是 nm 个两两不交的 Borel 可测之集,且 

1 1( ,..., ) ( ,..., ) [0,1] .
1

m m
m m n

ncube W
n

α α α α⎧ ⎫
∈ =⎨ ⎬

−⎩ ⎭
∪  

设μ是 1 20, ,..., ,1
1 1n n

nW
n n

ω
ωΩ −⎧ ⎫= = ⎨ ⎬

− −⎩ ⎭
上的 Borel 概率测度,则Ωn 是乘积空间 [0,1]ωΩ = 的子空间.设μ*是 Ω
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上满足如下条件的 Borel 概率测度 * : ( ) [0,1]μ Ω →B :对任意 m∈N 及 1
1 1,..., 0, ,...,m

n
n n

α α −⎧ ⎫∈ ⎨ ⎬
⎩ ⎭

, 

 *
1 1( )( ( ,..., )) ( ) ,...,

1 1m m
n nm cube m

n n
μ α α μ α α

⎛ ⎞⎧ ⎫⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎩ ⎭⎝ ⎠
 (7) 

这样的μ*是存在的.如,令 *( ) ( ), ( )nμ Σ μ Σ Ω Σ Ω= ∩ ∈B ,则μ*就满足公式(7).本节用到的 Ω 上的 Borel 概率 

测度恒指公式(7)意义下的μ*.在不致混淆时,仍把μ*记为μ. 

设ϕ=ϕ(p1,…,pm)是 Łn 中的一个命题,则由前面已知ϕ可诱导出一个 McNaughton 函数 : m
n nW Wϕ → .为给出ϕ

的μ-真度的积分表示,还需引入ϕ在[0,1]m 上诱导的阶梯函数ϕ . 

定义 2. 设ϕ=ϕ(p1,…,pm)∈F(S),定义 :[0,1] [0,1]mϕ → 如下: 

1 1 1( ,..., )  iff ( ,..., ) ( ,..., ).
1m m m

ix x x x cube
n

ϕ α α= ∈
−

 

这里, 1,..., , 0,1,..., 1
1 1 1m

n n i i n
n n n

ϕ α α⎛ ⎞ = = −⎜ ⎟− − −⎝ ⎠
.称ϕ 为ϕ在[0,1]m 上诱导的阶梯函数. 

定理 1(积分表示定理). 设ϕ=ϕ(p1,…,pm)∈F(S),μ是Ωn 上的 Borel 概率测度,则按公式(7),μ可诱导出 Ω 上的 
一个 Borel 概率测度(仍记为μ),且 

, 1[0,1]
( ) ( ,..., )d ( ).mn mx x mμτ ϕ ϕ μ= ∫  

证明:对每个 i=0,1,…,n−1,令 

1 1( ,..., ) ,..., ,
1 1 1i m m

n n icube
n n n

σ α α ϕ α α
⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞= =⎨ ⎬⎜ ⎟− − −⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
∪  

则σ0,σ1,…,σn−1 组成[0,1]m 的一个分划,且
1 1( )( ) ( )

1 1i
i im m

n n
μ σ μ ϕ μ ϕ

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
.由此可得: 

1 1
1

,
0 0

( ) ( )( ).
1 1 1

n n

n i
i i

i i i m
n n nμτ ϕ μ ϕ μ σ

− −
−

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞= =⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑  

又由定义 2 可知, 

1 1( ,..., ) iff ( ,..., ) , 0,1,..., 1.
1m m i

ix x x x i n
n

ϕ σ= ∈ = −
−

 

所以, 
1

,
0
1

1
0

1[0,1]

1[0,1]

( ) ( )( )
1

( ,..., )d ( )

( ,..., )d ( )

( ,..., )d .

i

m

n

n i
i
n

m
i

m

m

i m
n

x x m

x x m

x xω

μ

σ

τ ϕ μ σ

ϕ μ

ϕ μ

ϕ μ

−

=

−

=

=
−

=

=

=

∑

∑∫

∫

∫

 

这就证明了定理 1. □ 

3   [0,1]-值 Łukasiewicz 命题逻辑中命题的积分概率真度及极限定理 

正如第 2 节开始所述,利用通常乘积拓扑空间 [0,1]ωΩ = 上的 Borel 概率测度μ,在 Ł 中可引入命题的μ- 
积分真度.此外,我们还将通过建立极限定理将 n 值情形的μ-真度函数τn,μ和μ-积分真度函数和谐地统一起来. 

定义 3. 设ϕ=ϕ(p1,…,pm)∈F(S),μ是 [0,1]ωΩ = 上的 Borel 概率测度.定义 
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, [0,1]

1[0,1]

( ) ( )d

( ,..., )d ( ),m m

v

x x m

ωμτ ϕ ϕ μ

ϕ μ

∞

∞

=

=

∫
∫

 

其中, :[0,1] [0,1]mϕ∞ → ,为ϕ在 Ł中诱导的 McNaughton 函数.称τ∞,μ(ϕ)为ϕ的μ-积分真度. 

注意,由 Łukasiewicz 运算¬和→的连续性ϕ和ϕ∞ 都是 Borel 可测的,从而定义 3 是合理的. 

利用定义 3 可直接验证,命题 1~命题 4 对τ∞,μ仍成立.事实上,这可从如下的极限定理直接得出. 

定理 2(极限定理). 设ϕ∈F(S),μ是 n nW ωΩ = 上的 Borel 概率测度,μ也是 [0,1]ωΩ = 上按公式(7)诱导的 Borel 

概率测度,则在多值 Łukasiewicz 命题逻辑中有 

, ,lim ( ) ( ).nn μ μτ ϕ τ ϕ∞→∞
=  

证明:由定义 3 和定理 1 可知,以下只需证明:当 n→∞时, ϕ 在[0,1]m 上关于μ一致收敛于ϕ∞ . 

事实上,因ϕ=ϕ(p1,…,pm)分别在 m
nW 及[0,1]m 上所诱导的 McNaughton 函数 : m

n nW Wϕ → 和 :[0,1] [0,1]mϕ∞ →

的结构完全相同,只不过ϕ 的定义域 m
nW 是ϕ∞ 的定义域[0,1]m 的一部分而已,所以, 

 1 1,..., ,...,
1 1 1 1m m

n n n n
n n n n

ϕ α α ϕ α α∞
⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (8) 

这里, 1 10, ,..., ( 1,..., )k
n k m

n n
α −⎧ ⎫∈ =⎨ ⎬

⎩ ⎭
.因为ϕ∞ 是从通常乘积空间[0,1]m 到通常拓扑空间[0,1]的连续函数,所以ϕ∞

在紧集[0,1]m上一致连续,从而对任意给定的正数ε,取 n充分大即可使ϕ∞ 在每个小方体 cube(α1,…,αm)的振幅小

于ε.又,由定义 2 定义的阶梯函数ϕ 在每个 cube(α1,…,αm)都取常值 1,...,
1 1 m

n n
n n

ϕ α α⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

,所以由公式(8)得知

| |ϕ ϕ∞ − 在每个 cube,从而在整个[0,1]m 上处处小于ε.由ε的任意性得知,当 n→∞时, ϕ 在[0,1]m 上以测度μ一致收

敛于ϕ∞ .这就证明了极限定理. □ 

当取μ为Ωn 的各子空间上的均匀概率测度生成的乘积概率测度,而 Ω 上的μ为 Lebesgue 测度时,它们也满 
足公式(7),所以此时定理 2 也成立,即: 

推论 1[12]. 设ϕ=ϕ(p1,…,pm)∈F(S),记
1 1

1 1[0,1]
0

1( ) , ( ) ( ,..., )d ...d
1 1 m

n

n m mm
i

i i x x x x
n n n

τ ϕ ϕ τ ϕ ϕ
− −

∞ ∞
=

⎛ ⎞= =⎜ ⎟− −⎝ ⎠
∑ ∫ ,则 

lim ( ) ( ).nn
τ ϕ τ ϕ∞→∞

=  

例 4:由例 2 和推论 1 可知, 1 2 3 1 2 1
1 5 2( ) , ( ) , ( ) , lim ( ) 0
2 6 3 mm

p p p p p p pτ τ τ τ∞ ∞ ∞ ∞→∞
= → = ∨ = ∧…∧ = . 

4   结束语 

本文通过把多值 Łukasiewicz 命题逻辑中的赋值之集赋予通常乘积拓扑,利用其上的 Borel 概率测度引入

了命题的 Borel 概率真度概念,研究了它的基本性质,并建立了 n 值系统中的真度函数与连续值系统中的联系.
结果表明,计量逻辑学中已有的真度概念都是本文的特例.所以,基于本文的 Borel 概率真度函数可以引入概率

相似度及伪距离概念,进而建立 Borel 型的逻辑度量空间,并展开相应的不确定性推理理论.这些内容将于另文

讨论. 
另外,需要说明的是,我们也可使用赋值集上的一般概率测度定义命题的概率真度概念,只要能够保证每个

命题都是赋值集上的可测函数即可.随后,我们通过给出概率真度函数的公理化定义,证明满足该公理的真度函

数都可由赋值空间上的 Borel 概率测度按本文的定义 1 表出,我们只使用 Borel 概率测度就够了. 
最后,本文的方法也可以推广到其他多值命题逻辑系统(如 Gödel,NM,L*及它们的 n 值扩张系统)中.但由于

其逻辑连接词的不连续性,在建立极限定理时要对概率测度μ做些限制,具体将于另文加以讨论. 
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