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Abstract:  This paper presents a novel weighted linear method for the camera pose estimation. The key idea of this 
method is to replace the algebraic error in the classic linear method with the weighted algebraic error that closes the 
geometric error. The method provides a linear solution whose accuracy is close to the accuracy of an ML estimation. 
Based on the DLT (direct linear transformation) algorithm and EPnP algorithm, the weighted DLT (WDLT) and 
weighted EPnP (WEPnP) algorithms are obtained by using the weighted linear technique. Experimental results with 
simulative data and real images show that the WDLT and WEPnP algorithms remarkably outperform the DLT and 
EPnP algorithms and in the case of small depth ratio, both of them outperform the Lu’s nonlinear algorithm. 
Key words: camera pose; DLT (direct linear transformation); EPnP; WDLT (weighted DLT); WEPnP; ML 

estimation 

摘  要: 针对摄像机位姿问题提出了一种加权线性方法,其关键思想是通过加权使经典线性方法的代数误差近似

于重投影算法的几何误差,从而达到接近于最大似然估计(Levenberg-Marquardt 简称 ML)的精度.通过对经典

DLT(direct linear transformation)算法和 EPnP 算法使用加权的方法,给出了加权 DLT 算法(WDLT)和加权 EPnP 算法

(WEPnP).大量模拟数据和真实图像实验结果均表明,WDLT 和 WEPnP 算法不仅能提高 DLT 和 EPnP 算法的精度,
而且在深度较小的情况下优于 Lu 的非线性算法. 
关键词: 摄像机姿态;DLT(direct linear transformation);EPnP;WDLT(weighted DLT);WEPnP;最大似然估计 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

给定摄像机内参数,从空间点与它的图像点对应估计摄像机的旋转R和位置 c,通常称为摄像机位姿估计问

题,也称为 PnP 问题.PnP 问题是计算机视觉中的经典问题,在计算机视觉和图形学领域有很多的重要应用,因此

一直受到人们的关注.求解 PnP 问题的方法一般可以分为两类:一类方法是线性算法[1−5],算法速度较快,但因未

使用内在的旋转约束而得不到较高的精度;另一类为非线性迭代算法[6−9],对某种目标函数进行迭代优化,通常

能够获得较高的精度但计算量较大. 
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解决 PnP问题所需要的最少点对应数为 3(P3P),它最多有 4个解[10,11].Gao等人[12]通过吴方法[13]给出了 P3P
的完全解分类.Quan 和 Lan 对于 P4P 和 P5P 问题给出了线性 SVD 算法[2],他们把 PnP 问题转化为多个 P3P 问

题,根据 P3P 问题之间的关系线性求解 PnP,其算法时间复杂度较高.在 n≥6 的情况下,经典的线性算法是

DLT(direct linear transformation)算法[1],它忽略了旋转矩阵的正交约束,将投影矩阵 12 个变量看作独立变量而

得到线性约束 .Fiore 在文献 [3]中提出了一种时间复杂度为 O(n2)的线性算法 ,但是对噪声较为敏感 [5].最
近,Moreno 和 Lepetit 提出了一种高效、高精度线性算法 EPnP[4],其基本思想是把空间点都通过 4 个虚拟的控

制点所建立的坐标系来表示,其中 4 个控制点的选取分别为空间点集的中心以及 3 个主方向上的单位点.然后

根据图像点的信息求解 4 个控制点的摄像机坐标系下的坐标,进而得到旋转矩阵和摄像机坐标.EPnP 被认为是

一种高效的线性算法 ,其时间复杂度为 O(n),但实验结果表明 ,当深度幅度变化较为剧烈时(即深度比较小

时),EPnP 算法难以获得较好的估计结果. 
非线性迭代算法[6−9]是以最小化某种代价函数为目标,Lu 方法[6]是基于空间距离最小化的迭代算法,相比

较其他迭代算法,其速度较快,但在图像点噪声服从高斯分布下,其精度劣于重投影误差最小化算法[9].如果图像

点噪声服从高斯分布,则重投影误差最小化方法在最大似然意义下是最优的.非线性迭代算法虽然能够达到很

高的精度 ,但对初值却非常依赖 ,其可能得到局部极小值 ,而非全局极小值 ,并且计算量大大高于线性算法 . 
Hartley 和 Kahl[7]最近提出一种利用无穷范数的全局优化算法.他们利用四元数[14],以一个半径π的球为旋转参

数空间,并通过遍历旋转空间和分支定界算法寻找全局最优解.但是这种算法运算量巨大,并且实验结果表明,
在高斯噪声假设情况下,其精度低于重投影误差最小化方法的精度. 

本文提出了一种新的线性算法,该算法除了继承 DLT 算法速度快的优点以外,与现有的其他线性算法相比

能够获得较高精度,并且对深度变化较为稳定,在深度变化幅度较大的情况下仍然可以获得较好的结果.本文算

法的主要思想是使用加权技术,使线性算法中的代数距离误差近似于重投影算法的几何距离误差,从而达到接

近最大似然算法的精度. 
本文第 1 节给出加权求精算法的基本思想.第 2 节和第 3 节分别给出加权 DLT 算法(WDLT)和加权 EPnP

算法(WEPnP).第 4 节是模拟数据与真实图像的实验对比.第 5 节总结全文. 

1   加权的基本思想 

给定一组空间点与图像点对应 { ( ,1) ( ,1) | 1,2,..., }T T T T
i i i i i N= ↔ = =x x u u ,其中,xi 表示空间点在世界坐标系

下的齐次坐标, ( , , )T
i i i ix y z=x 是该空间点的非齐次坐标,ui 表示图像点的齐次坐标, ( , )T

i i iu v=u 是它的非齐次坐 

标.记 P=(A,b)为投影矩阵,如果 R 为摄像机坐标系关于世界坐标系的旋转,并且摄像机中心在世界坐标系中的 

齐次坐标为 ( ,1) ,T=c c 则 ,= = −A KR b KRc .即,投影矩阵能够表示为 ( , )= −P KR I c .其中:K 是摄影机内参数矩

阵, ( , )−R I c 是外参数矩阵,即摄像机的姿态.本文仅考虑摄像机姿态估计问题,即摄像机内参数是已知的,不失

一般性,假定内参数 K=I.此时,投影矩阵则可以被表示为 ( , )= −P R I c .空间点的齐次坐标 xi 和图像点齐次坐标 
ui 在针孔模型下存在映射关系,其表示为投影方程: 
 ( , ) , 1,2,...,i i i is i N= = − =u Px R Rc x  (1.1) 

姿态估计问题是根据图像点和空间点的对应信息估计旋转矩阵 R 和摄像机位置 c,使之尽可能地满足投影

方程(1.1). 

假定空间点 xi 在摄像机坐标系下的非齐次坐标为 ( ,, , )c c c c T
i i i ix y z=x 它在图像上的真值为 iu ,ui 是 iu 的测量

点.令 c c
i i iz=′x u ,则代数误差为 || ||c c

A i id ′ ′= −x x ,因此,重投影算法的几何误差为(如图 1 所示) 
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其中,R3 为旋转矩阵 R 的第 3 行.不难看出,代数误差 dA 与几何误差 dG 成正比例关系,即 .c
A i Gd z d=  

假设图像点的噪声服从高斯分布,那么几何误差最小化估计在最大似然意义下是最优的.但在最小化过程 
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中,因分母 3( )i −R x c 存在未知项而无法进行线性求解.相对于几何误差最小化的方法,最小化代数误差虽然可 

以线性求解,但是对深度变化较为敏感,如果深度变化剧烈,最小化代数误差往往得不到很好的估计.根据代数

误差和几何误差的关系,如果几何误差相同,空间点的深度越大,其代数误差越大;深度越小,其代数误差越小.如
果在使用最小二乘算法的过程中忽略了以上误差关系,那么优化时会对大的误差项有所偏重,因而在一定程度

上忽略了小误差项.因此,对于深度较大的数据项应赋予较小的权值,深度较小的数据项赋予较大的权值,使得

每个数据项的代数误差相对于整体误差有同等贡献,线性算法的估计精度就能被提高.这就是本文所提加权线

性算法的基本思想. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  Geometric error and algebraic error 
图 1  代数误差和几何误差 

在下面的两节中,我们将给出两种具体的加权线性算法,它们分别是加权 DLT 算法和加权 EPnP 算法. 

2   加权 DLT 算法 

2.1   DLT算法 

由向量 ui 左叉乘投影方程(1.1),我们得到: 
 [ui]×Pxi=0,i=1,2,…,N (2.1) 
其中, 

 
0 1
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i i

v
u

v u
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⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

u  (2.2) 

由于反对称矩阵[ui]×的秩为 2,所以对于每个点对应,方程(2.1)只能提供两个独立方程[9].如果忽略旋转矩阵

R 的正交约束,将投影矩阵 P 的每个元素作为独立变量,通过等式(2.1)、等式(2.2)可以推导出这两个独立方程: 
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其中,P i 是投影矩阵 P 的第 i 行.因此,使用 N(≥6)个点对应,我们得到投影矩阵 P 的线性方程: 
 Mp=0,p=(P1,P 2,P 3)T (2.4) 
其中,矩阵 M 是由 N 个点对应提供的 2N 个线性方程所组成的 2N×12 的矩阵,即 
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DLT 算法分为下述两个步骤: 
(1) 在约束条件||p||=1 下,求线性方程(2.4)的最小二乘解,它是矩阵 M 的最小奇异值的右奇异向量,得到投

影矩阵 P 的最小二乘估计,记为 PLs=(A,b); 

(2) 置 ˆ ˆ( , ),Ls =P A b 其中 , 1/ 3 1/ 3ˆ ˆ( )) , ( ( ))( ( ) ( ( )))( ,sig A sign det dde etn t tde − −= =A A b A A bA 则摄像机的位置为

1ˆ ˆ−= −c A b .摄像机的旋转 R 是 Â 的最佳旋转近似,即 R=UVT,其中,U,V 分别是 Â 的左、右奇异向量 
矩阵. 

2.2   加权DLT算法 

不难看出,DLT 算法的最小二乘估计是最小化代数距离||[ui]×Pxi||的平方和,即||siui−Pxi||的平方和.因此,在
DLT 算法步骤 1 中的最小二乘估计 PLs 可被等价表述为 

 3 2

|| || 1 1
arg min || ||

F

N

LS i i i
i= =

= −⋅∑p
P P x u Px  (2.6) 

其中, 3 c
ii z=P x 是空间点 xi的深度,||⋅||F是矩阵的 F-范数.因此,DLT算法忽略了各数据代数误差之间的关系,必然 

对大误差项有所偏重,而在一定程度上忽略了小误差项,从而使估计的代数误差严重偏离真实的代数误差,在小

误差项上尤为明显,如图 2(a)所示(其中 30 个点对应(分为 3 组,每组深度分别为 10,100,190),图像点添加 1 像素

的等距噪声,图 2(b)与此相同).好的估计的代数误差应和真实的代数误解相一致,但从图 2(a)可以看出,DLT 算法

估计的代数误差严重偏离了真实代数误差(小深度所对应 DLT 估计误差大于真实误差,大深度所对应的 DLT 估

计误差小于真实误差),因此,DLT 算法的估计 PLs 不是一种好的估计. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) Algebraic errors of DLT (AeD) and true algebraic errors (AeT)             (b) RMS of depth error 
(a)  DLT 的代数误差和真实代数误差                       (b) 深度误差的均方根 

Fig.2  Mean of algebraic errors and RMS of depth error of 10 000 independent experiments 
图 2  10 000 次独立实验的代数误差的均值和深度误差的均方根 

DLT 算法是一种最基本的算法,虽然在数据噪声存在的情况下它不能提供高精度的摄像机位姿估计,但是

通过大量模拟数据实验我们发现 ,DLT 算法所估计的空间点的深度与真实深度具有一致性 .即真实深度较

大,DLT所估计的深度也较大,如图 2(b)所示.根据加权的基本思想,如果将 DLT所估计深度的倒数作为对应数据

项的权值,则通过最小化加权代数误差的平方和,就能保证每个数据项对整体误差贡献一致.因此,我们提出下

面的加权 DLT 算法: 

• 深度的最小二乘估计:由 DLT 算法步骤 1 计算投影矩阵 PLs=(A,b),然后通过公式 * 3
i LS is = P x 得到空间 
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点 xi 的深度估计; 

• 投影矩阵的加权最小二乘估计:求解
||

31* 2

1|| 1
||a ( ( ) ||rg min ) ,

F

N

WLS i i i i
i

s −

==
= −⋅∑

P
P P x u Px 得到投影矩阵 PWLS.这可

以通过下述方法来实现:令 1 * * *
1 22 2 2, ,...( ) ,,W Ndiag s s s−=M I I I M 然后对矩阵 MW 进行 SVD 分解,得到投 

影矩阵 PWLS; 
• 摄像机位姿估计:以 PWLS 替换 DLT 算法中的 PLs,用 DLT 算法步骤 2 计算摄像机位姿. 
加权 DLT 算法与 DLT 算法一样,都可以通过 SVD 分解技术来实现.在计算量方面,加权 DLT 算法是 DLT

算法的两倍.但大量的实验结果表明,加权 DLT 算法能够有效提升 DLT 算法的估计精度. 

3   加权 EPnP 算法 

3.1   EPnP算法 

EPnP 算法的基本思想是:首先选取 4 个非共面的虚拟点作为控制点,然后根据空间点和控制点的位置关系

以及空间点图像,求解控制点在摄像机坐标系下的坐标,从而得到摄像机位姿.为了加以区别,我们用右上标 w 来 

表示世界坐标系下的坐标,右上标 c 表示摄像机坐标系下的坐标.假定 { : 1,2,3,4}w
i i =z 是 4 个控制点在世界坐标

系下的非齐次坐标,这 4 个控制点通常被选择作为空间点集 { : 1,2,..., }w
i i N=x 的重心和 3 个主方向的单位点,令

{ : 1,2,3,4}c
i i =z 是它们在摄像机坐标系下的非齐次坐标, ( ,1)c cT T

i i=x x 为空间点在摄像机坐标系下的齐次坐标,

则空间点 ( ,1)w wT T
i i=x x 与控制点世界坐标{ : 1,2,3,4}w

i i =z 存在下述关系: 

 
4

1
, 1,2,...,w w

i ij i
j

a i N
=

= =∑x z  (3.1) 

其中,向量(ai1,ai2,ai3,ai4)T 为空间点 w
ix 在以控制点{ : 1,2,3,4}w

i i =z 为基的欧式空间中的坐标,即 

 1
1 2 3 4 1 2 3 4( , , , ) [ , , , ] , 1,2,...,T w w w w w

i i i i ia a a a i N−= =z z z z x  (3.2) 

根据线性关系在欧式变换下的不变性, 

 
4

1
, 1,2,...,c c

i ij i
j

a i N
=

= =∑x z  (3.3) 

于是, 
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1
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i i i ij i
j

s a i N
=

= = =∑u x z  (3.4) 

其中,si 表示空间点 ( ,1)w wT T
i i=x x 的投影深度.令 ( , , ) ,c c c c T

i i i ix y z=z 则有 
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s a z i N
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= =∑  (3.5) 

因此,方程(3.4)可以重写为 
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a z i N
= =

− = =∑∑ u z  (3.6) 

令 12
1 2 3 4( , , , ) ,cT cT cT cT T R= ∈z z z z z 则方程(3.6)的矩阵形式为 

 Mz=0 (3.7) 
其中, 
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因此,z 的解是矩阵 M 的核空间,对于透视模型矩阵 M 的零空间的维数为 1.在图像数据有噪声时,z 的最小

二乘解 zLS 是矩阵 M 的最小奇异值的右奇异向量.由于方程(3.6)是一个齐次线性方程,因此,zLS 与控制点的摄像

机坐标向量相差一个常数因子 s,这个常数因子 s 可以通过欧氏变换的保距性来确定. 

根据控制点的世界坐标 w
iz 及其摄像机坐标 c

iz 以及方程(3.1)、方程(3.3),得到空间点的世界坐标 w
ix 和它的

摄像机坐标 c
ix ,即得到摄像机位姿的线性方程组如下所示: 

 , 1,2,...,T c w
i i i N+ = =R x c x  (3.9) 

根据此方程组,通过使用 Horn 绝对定位算法[14]得到摄像机姿态估计 ( , )LS LSR c .总结上述讨论,EPnP 算法可 

被如下概括: 

• 选择空间点集 { : 1,2,..., }w
i i N=x 的重心和 3 个主方向的单位点作为 4 个控制点 { : 1,2,3,4},w

i i =z 根据 

公式(3.8)构造矩阵 M,通过求解 M 的最小奇异值的右奇异向量得到 4 个控制点在摄像机坐标系下的 
坐标; 

• 通过方程(3.1)、方程(3.3)得到空间点的世界坐标 w
ix 和它的摄像机坐标 c

ix ,通过使用 Horn 绝对定位算

法[14]得到摄像机姿态估计 ( , ).LS LSR c  

EPnP 算法是一种精度较高的快速线性算法[4].由于控制点坐标是相互独立的,所以求解控制点在摄像机坐

标系下的坐标避免了未知量之间的交互.因此,EPnP 算法在一定程度上提高了 DLT 算法的精度.但从实验结果

(如后文图 3(b)所示)可以看出,在小深度比时,即深度变化剧烈的情况下,EPnP 算法的估计精度相比 ML 算法在

大深度比的情况下明显要差,因此对深度变化剧烈的数据,EPnP 算法不能提供好的估计.将本文的加权基本思

想应用于 EPnP 算法,能够显著地提高 EPnP 算法的估计精度,特别是对深度变化较大的数据. 

3.2   加权EPnP算法(WEPnP) 

由方程(3.7)求出的最小二乘解 zLS 等价于下述最小二乘问题: 

 
2

4

|| || 1 1 1
arg min ( )

F

N
c c

LS ij j i j
i j

a z
= = =

= −∑ ∑
z

z u x  (3.10) 

所以,在 EPnP 算法第 1 步中,最小二乘解 zLS 与 DLT 算法一样,也是最小化代数距离的平方和.EPnP 算法的

第 2 步是绝对定位问题,在最小化过程中同样需要施加约束:深度越大的空间点的代数误差越大;深度越小的空

间点的代数误差越小,即施行加权绝对定位算法才能获得更好的估计.因此,本文所提加权基本思想也适用于

EPnP 算法.下面仅就加权绝对定位算法给出详尽描述: 

记 c
ix 为空间点摄像机坐标系下的坐标, w

ix 为空间点世界坐标系下的坐标,满足: 

 ( ),  1,2,...,c w
i i i N= − =x R x c  (3.11) 

则有, 

 ( ),  1,2,...,c w
i

c w
i i N− = − =x R xx x  (3.12) 

其中, 

 
1 1

1 1,  
N N

c

i

c w
i i

w

iN N= =

= =∑ ∑x xx x  (3.13) 

在等式(3.12)左、右两边分别除以对应空间点的深度 * ,ii
cs z= 即 

 * *
1 1( ) ( ),  1,2,...,c w

i i

c w
i i i N

s s
− = − =xxx Rx  (3.14) 

通过以下等式构造矩阵 D, 

 *2
1

1 ( )( )c w
N

c w
i i

T

i is=

= − −∑ x xD x x  (3.15) 

根据 Horn 的绝对定位算法[14]对矩阵 D 进行 SVD 分解,D=UΣVT,获得旋转矩阵 R 的估计: 
 R=UVT (3.16) 
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摄像机位置可通过公式(3.11)得到: 

 w cT= − Rx xc  (3.17) 
综上所述,WEPnP 算法有下述具体步骤: 
• 初始估计:根据系数矩阵[aij]和图像点构造矩阵 M 对矩阵 M 进行 SVD 分解,并由奇异值的右奇异向量

的线性组合表示控制点坐标 zMLS.根据控制点之间的距离不变性,得到控制点最小二乘估计 zMLS.然 

后,根据等式(3.5)可以估计出每个点的深度值 *
is ; 

• 加权求精:用系数矩阵[aij]的第 i 行除以对应深度 *
is ,代数误差最小二乘经过加权后变成 

2

*
1

1min ( ) .
N

c c
i i i

i i

z
s=

−∑ u x  

可以看出,经过加权后的误差函数近似重投影误差.然后,使用新的系数矩阵再次构造矩阵 M,对矩阵 M
进行 SVD 分解,得到求精后的投影矩阵 zMLS; 

• 加权绝对定位 :利用欧氏变换的保距性恢复出控制点在摄像机坐标系下的坐标;然后求取全部空间 

点的摄像机坐标 c
ix ,并计算空间点集的中心在摄像机坐标系和世界坐标系下的坐标 cx 和 wx ;最后,根 

据等式(3.15)构造矩阵 D,通过 SVD 算法得到旋转矩阵 R 和摄像机坐标 c. 

4   实验结果 

为了验证加权线性算法的有效性,本节在模拟数据和真实图像上比较以下算法的估计精度: 
• DLT:经典 DLT 算法[1]; 
• EPnP:Moreno 和 Lepetit 提出的 EPnP 算法[4]; 
• ML:重投影误差最小化迭代算法[9]; 
• Lu:Lu 的空间距离平方和最小化迭代算法[6]; 
• WDLT:本文提出的加权 DLT 算法; 
• WEPnP:本文提出的加权 EPnP 算法. 

4.1   模拟数据 

在模拟数据实验中,假定内参数 K 为单位矩阵.图像点平均分布在[−1,1]×[−1,1]的范围内,空间点的最大深

度为 150,深度比(min(si)/max(si))的范围是 0.1~0.8.在深度和图像点已知的情况下,根据空间点在摄像机坐标 

系下的坐标 c
ix 与深度和图像点的关系 i i

c
i s=x u ,得到坐标真值 c

ix .给定旋转矩阵真实值 Rtrue 和光心坐标 ctrue,根 

据等式(3.11)计算空间点在世界坐标系下的世界坐标真值 xi.实验中使用旋转矩阵误差(||R−Rtrue||F)和光心误差

(||c−ctrue||)来评估各种算法的估计精度.值得指出的是,ML 算法和 Lu 算法都是非线性算法,并且 ML 算法在高斯

噪声下是最优的,我们不能指望存在一种线性算法能够优于 ML 算法.如果一种线性算法的估计精度接近于 ML
算法的估计精度,我们认为它是一种好的线性算法. 

• 深度比实验 
深度比(min(si)/max(si))的范围为[0.1,0.8],点数对应数 N=80.在每次实验中,随机选取图像点、深度、旋转矩

阵和光心坐标,并在图像点添加均值为 0 标准差为 1 个像素的高斯噪声.图 3 是各种算法进行 10 000 次独立随

机实验的旋转矩阵和光心的误差均方根. 
∗ 从图 3(a)可以看出,WDLT 有效地提高了 DLT 的估计精度.对于旋转矩阵,当深度比小于 0.35 时,WDLT

的估计精度明显优于 Lu 的非线性算法的估计精度;对于摄像机位置,当深度比小于 0.15 时,WDLT 的估

计精度也明显优于 Lu 的非线性算法的估计精度.对于小深度比,WDLT 算法接近于 ML 算法. 
∗ 从图 3(b)可以看出,WEPnP 也有效地提高了 EPnP 的估计精度.在更大深度比的范围内(旋转矩阵,深度

比小于 0.55;摄像机位置,深度比小于 0.35),WEPnP 算法的估计精度高于 Lu 的非线性算法的估计精度,
并且接近于 ML 算法的估计精度. 
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∗ 从图 3(a)和图 3(b)可以看出,WEPnP 算法的估计精度显著地高于 WDLT 算法的估计精度,更接近于 ML
算法. 

总之,对于深度比实验,加权线性算法(WDLT,WEPnP)比原始线性算法(DLT,EPnP)具有更好的数值稳定性

和更高的估计精度.WEPnP 在更大深度比的范围内优于 Lu 的非线性算法,并且更接近于最优 ML 算法. 
• 图像噪声的实验 
本实验的目的是比较各种算法随图像噪声变化的估计精度.在实验中,深度比被设置为 0.3,点数对应数

N=80,随机选取图像点、深度、旋转矩阵和光心坐标.图像点添加均值为 0、标准差为σ的高斯噪声,σ在[0.3,3]
内变化(步长为 0.3 个像素).对每个噪声水平进行 10 000 次独立随机实验,图 4 是各种算法的实验结果. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(b) 

Fig.3  Results of depth ratio experiments 
图 3  深度比的实验结果 

由图 4 我们可以看出: 
∗ 对于旋转矩阵,DLT 和 EPnP 两种算法具有相似的估计精度.随着噪声的增加,EPnP 的精度略高于 DLT,

它们在各种算法中是最差的;WDLT 和 WEPnP 两种加权线性算法都显著地提高了相应线性算法的估

计精度,并且都优于 Lu 的非线性算法;WEPnP 的精度比 WDLT 的精度要高,它非常接近于最优 ML 
算法. 

∗ 对于摄像机位置,DLT 的估计精度最差.虽然 WDLT 显著地提高了 DLT 的估计精度,但它仍劣于其他算

法;WEPnP 显著地提高了 EPnP 的估计精度,与 Lu 的非线性算法有相同的估计精度,与最优 ML 算法的

估计精度也非常接近. 
总之,对于图像噪声实验,两种加权线性算法(WDLT,WEPnP)比相应的原始线性算法(DLT,EPnP)具有更高

的估计精度.WEPnP 算法比 WDLT 算法具有更好的抗噪能力,其估计精度优于 Lu 的非线性算法,并且十分接近

于最优 ML 算法. 
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Fig.4  Results of noise experiments 
图 4  图像噪声的实验结果 

• 对应点数目的实验 
本实验的目的是比较各种算法随对应点数目变化的估计精度.在实验中,深度比被设置为 0.3,随机选取图

像点、深度、旋转矩阵和光心坐标,图像点添加均值为 0、标准差为 1 的高斯噪声.点数对应数目的变化范围为

[20,100],变化步长为 10.对每个对应点数目进行 10 000 次独立随机实验,图 5 是各种算法的实验结果. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.5  Results of points experiments 
图 5  对应点数目的实验结果 

从图 5 我们可以看出:所有算法的估计精度都随点对应数目的增加而有所提高.对于所有的对应点数目,两
种加权线性算法 WDLT 和 WEPnP 都提高了相应原始线性算法的估计精度,WEPnP 算法优于 Lu 的非线性算法,
并且十分接近于最优 ML 算法. 

• 实验总结 
加权线性算法 WDLT 和 WEPnP 比相应的原始线性算法 DLT 和 EPnP 具有更好的估计精度.WEPnP 算法

优于 Lu 的非线性算法,其估计精度十分接近于 ML 算法.因此,WEPnP 算法是一种优秀的线性算法,是一种在实

践中值得推荐的线性算法. 

4.2   真实图像 

在真实图像实验中,选取Nikon D40拍摄的 8幅不同角度的图像,如图 6所示.每幅图像的大小为 3008×2000,
相机的焦距为 2 320,每对图像手工选取 108个点对应(深度比为 0.6左右).选取标定块垂直面的交点为世界坐标

系的原心,3 条垂直边分别为世界坐标系的 x 轴、y 轴和 z 轴.根据标定块的结构关系,我们可以得到空间点在世

界坐标系下的真实坐标.标定算法选取 Heikkilä 的标定算法[15],使用 Heikkilä 提供的 Camera Calibration Toolbox 
for Matlab[16]对真实图像进行标定,再根据估计的畸变因子对图像进行矫正,最后用各种算法计算摄像机的外参

数.在实验中,图像点添加均值为 0、标准差为σ的高斯噪声,σ在[0,1]内变化(步长为 0.5 个像素).对每个噪声水平
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进行 500 次独立随机实验,进而模拟更多图像.因为无法得到真实的摄像机外参数,所以使用重投影误差和重构

误差的均方根来间接衡量各种算法的精度.图 7 是各种算法的实验结果. 

         
(a)                                           (b) 

         
(c)                                           (d) 

Fig.6  Real images 
图 6  真实图像 

 
 
 
 
 
 

(a) 

 
 
 
 
 
 

(b) 
 
 
 
 
 
 

(c) 
 
 
 
 
 
 

(d) 
Fig.7  Results of experiments on real data 

图 7  真实实验结果 

4.0

0   0.5    1 

Reprojection error

Noise 

R
M

S 

WEPnP
EPnP 
WDLT
DLT 
Lu 
ML 

3.5
3.0

2.5
2.0

1.2

1.0

0.8

0.6
0   0.5   1

Reconstruction error

Noise

R
M

S 

WEPnP 
EPnP 
WDLT 
DLT 
Lu 
ML 

4.4
4.0

3.2
2.8

0   0.5    1 

Reprojection error

Noise 

R
M

S 

3.6

WEPnP
EPnP 
WDLT
DLT 
Lu 
ML 

2.5

2.0

1.0
0.5

0   0.5    1

Reconstruction error

Noise

R
M

S 

1.5

WEPnP 
EPnP 
WDLT 
DLT 
Lu 
ML 

3.6

3.2

2.4
2.0

0   0.5    1 

Reprojection error

Noise 

R
M

S 2.8

WEPnP
EPnP 
WDLT
DLT 
Lu 
ML 

1.6
1.4
1.2
1.0
0.8

1.8

0   0.5   1

Reconstruction error

Noise

R
M

S 

WEPnP 
EPnP 
WDLT 
DLT 
Lu 
ML 

0   0.5    1

Reconstruction error

Noise

R
M

S 

2.6
2.4
2.2
2.0
1.8
1.6
1.4

WEPnP 
EPnP 
WDLT 
DLT 
Lu 
ML 

0   0.5    1 

Reprojection error

Noise 

R
M

S 

WEPnP
EPnP 
WDLT
DLT 
Lu 
ML 

3.6

3.2

2.4

2.8



 

 

 

2486 Journal of Software 软件学报 Vol.22, No.10, October 2011   

 

由图 7 我们可以看出: 
• 对于重投影误差均方根,WDLT 和 WEPnP 两种加权线性算法的重投影误差均方根明显小于相应线性

算法的重投影误差均方根;WEPnP 的重投影误差均方根明显比 WDLT 的重投影误差均方根要小,它最

为接近于最优 ML 算法. 
• 对于重构误差均方根,DLT 的重构误差均方根最大.虽然 WDLT 重构误差均方根明显小于 DLT 的重构

误差均方根,但它仍大于其他算法;WEPnP 重构误差均方根明显小于 EPnP 的重构误差均方根,与 Lu 的

非线性算法和最优 ML 算法非常接近. 
总之,对于真实图像实验,两种加权线性算法(WDLT,WEPnP)比相应原始线性算法(DLT,EPnP)具有更高的

估计精度.WEPnP 算法比 WDLT 算法具有更好的估计精度,且十分接近于 Lu 的非线性算法和最优 ML 算法. 

5   结束语 

本文利用加权求精的思想,使得加权后的代数误差近似于几何误差,给出了快速且精度较高的 WDLT 算法

和 WEPnP 算法.两种加权线性算法 WDLT 和 WEPnP 都明显提高了相应原始线性算法的估计精度,并且在深度

变化剧烈的情况下,WDLT 和 WEPnP 精度都可以接近最优 ML 算法,甚至比 Lu 的算法更为精确,并且计算量大

为减小.大量实验结果表明,WDLT 算法和 WEPnP 算法与其他线性算法相比,能够更有效地提高精度. 
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