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Abstract:  The main tractability problem of the constraint-based polyhedra abstract domain can be derived from 
the costly (strong) join operation, that is, the convex hull computation. This paper presents a series of cheap weak 
join operations as a sound substitution for the convex hull operation of the constraint-based polyhedra domain. To 
achieve a trade-off between efficiency and precision, a heuristic strategy is proposed which dynamically combines 
both strong join and weak join during program analysis. Experimental results show that the weak join operation can 
significantly improve the efficiency, scalability and robustness of the constraint-based polyhedra domain.  
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摘  要: 基于约束的多面体抽象域的处理能力主要受限于其高代价的(强)接合操作,即两多面体的凸闭包计算.针
对基于约束的多面体抽象域提出了一系列低代价的弱接合操作,以作为凸闭包计算的可靠替代候选.为了能够在分

析效率和精度之间取得合理权衡,还提出了一种启发式策略,以把强、弱接合动态地、有机地结合起来进行程序分

析.实验结果表明,弱接合能够极大地提升基于约束的多面体抽象域的效率、可扩展性和鲁棒性. 
关键词: 静态分析;抽象解释;多面体抽象域;凸闭包;强接合;弱接合  
中图法分类号: TP311   文献标识码: A 

抽象解释[1,2]是一种对数学结构进行近似(或抽象)的通用理论.该理论在静态分析中的一个重要应用是数

值程序分析[3],旨在自动产生程序中某程序点处的数值不变式,即每次程序执行均满足的数值变量间的关系(如
x−y≤1).基于抽象解释的数值程序分析在编译优化、程序分析与验证等方面都有着广泛的应用[4],可用来分析

程序中是否有除零错、数组越界、整数溢出等运行时错误,也可以用来分析程序中的断言以及契约中的前置条

件、后置条件和不变式. 
抽象域是抽象解释理论中的一个核心概念,由两部分构成:一个计算机可表示的对象(称为域元素)集合以
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及一个用来操纵这些对象的操作(称为域操作)集合.在程序分析中,程序的状态集合通过抽象域中的域元素来

近似,程序语义动作(赋值、测试、控制流接合、循环等)通过抽象域中的域操作来建模.数值抽象域的设计与实

现是基于抽象解释的数值程序分析的关键.近年来,该领域出现了许多在表达能力、运行效率等方面各有特色

的数值抽象域,包括区间域[5]、多面体域[6]、八边形域[7]、每不等式两变量域[8]、模板约束矩阵域[9]、子多面体

域[10]等. 
其中,多面体抽象域由 Cousot 和 Halbwachs 于 1978 年提出[6],是表达能力最强、应用最广泛的数值抽象域

之一.多面体抽象域可用来推导程序中变量之间的线性关系,即线性不变式(形如∑aixi≤c).经过 30 多年的发展,
多面体抽象域在软硬件系统分析与验证领域已取得了广泛应用[11].目前,多面体抽象域的一些开源实现库已经

开发出来,包括 PPL 库[12]、Polylib 库[13]、NewPolka 库[14](现已集成到 APRON 数值抽象域库[15]中)等. 
虽然这些实现库在实现方面做了很多优化,但由于多面体抽象域本身固有的高复杂度,多面体抽象域在许

多应用中仍受到可扩展性和易处理性方面的限制[16].目前,多面体域的实现[12−14]通常都是基于一种对偶表示[6],
即约束表示(constraint representation)和帧表示(frame representation).在约束表示中,一个多面体通过一组有穷

线性约束的交来描述.而在帧表示中,一个多面体通过其生成子(顶点和射线)的有穷集合来描述.一些域操作

(如,交和测试)在约束表示中实现更为高效,而另一些域操作(如,投影和接合)则在帧表示中实现更为高效.因此,
在基于多面体的分析过程中,经常需要把一种表示转化成另一种表示.这种对偶转化一般采用 Chernikova 算法

来实现,但是 Chernikova 算法计算代价较高,并可能产生相对输入指数级的输出[17].在基于对偶表示的多面体抽

象域中,这种经常性出现的、代价昂贵的对偶转化严重削弱了多面体抽象域的执行效率和可扩展性. 
为了避免多面体抽象域的高复杂度,一些研究建议抛弃通用多面体抽象域,而采用表达能力稍弱的弱关系

型抽象域(weakly relational abstract domain)[3].本质上,这些弱关系型抽象域都是受限形式的多面体,复杂度较低

并存在特定的高效算法来实现各种域操作.这种弱关系型抽象域包括八边形抽象域(形如±x±y≤c)[6]、每不等式

两变量抽象域(形如 ax+by≤c)[8]、模板约束矩阵域(又称模板多面体抽象域,形如∑aixi≤c,其中 ai 的取值事先固

定)[9]等.实践表明,这些弱关系型抽象域能够很好地改进多面体抽象域的复杂度,执行效率较高,可扩展性较好.
但是,这些弱关系型抽象域均由于表达能力的限制,不能在分析中推导出可能需要的形式任意的不变式,从而可

能不能证明某些用户感兴趣的程序性质. 
作为多面体对偶表示的一种替代候选,Simon 和 King[18]采用基于约束的凸闭包算法,把接合操作(即凸闭包

计算)转化为投影操作,以消除帧表示,从而避免对偶转化所带来的复杂度瓶颈.这种基于约束表示的接合操作

的出现使得只基于约束表示的多面体抽象域的实现成为可能.基于同样的思想,Chen,Mine 和 Cousot[19]给出了

只基于约束表示的多面体抽象域的完整实现,并提出了一个可靠的浮点多面体抽象域,进一步验证了只基于约

束的多面体抽象域的可行性.在基于约束的多面体抽象域中,凸闭包计算是通过转化为 Fourier-Motzkin 变量消

除来实现的,而 Fourier-Motzkin 变量消除序列一般会产生大量甚至指数级的冗余约束,从而可能引发冗余约束

的组合爆炸问题[20].正如文献[18]中所述,基于约束的凸闭包计算方法适合于低维稀疏约束系统.但对于高维的

或稠密的约束系统,由于计算过程中会产生大量冗余约束,该方法的执行效率将受到很大影响.线性约束系统中

的冗余约束通常需要采用线性规划技术逐一消除,而在凸闭包计算过程中,这种可能出现的大规模的线性规划

问题将会极大地降低线性规划求解器的执行效率 ,甚至导致线性规划求解器出现“数值不稳定性(numerical 
instability)”问题而不能找到最优解.因此,基于约束的接合操作成为基于约束表示的多面体抽象域的主要计算

瓶颈,极大地制约了其执行效率和可扩展性,难以在实际程序分析中广泛采用. 
Sankaranarayanan等人[9,21]称其模板约束矩阵域中的接合操作为弱接合(weak join),以区别传统通用多面体

抽象域中的(强)接合,即凸闭包.但是,模板约束矩阵域的主要缺陷在于,该域只能发现预先设计好的固定形式的

变量间线性关系(称为模板),而不能发现其他新的约束关系.与之不同的是,本文将面向通用多面体抽象域. 
本文为基于约束的通用多面体抽象域设计了弱接合操作,在不损失太多精度的前提下提高该抽象域的执

行效率、可扩展性和易处理性.其基本思想是,结合多面体凸闭包的几何性质,利用包络和界等易于计算的启发

式信息,把稠密的、复杂的多面体约束表示稀疏化、简单化,通过低代价的弱接合操作求得凸闭包的上近似,并
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保证可靠性.为了能够在程序分析的计算效率与精度之间取得合理权衡,本文还提出了一种启发式策略,把强、

弱接合动态地、有机地结合起来进行程序分析.实验表明,弱接合操作能够极大地提高基于约束的多面体抽象

域的分析效率和可扩展性,尤其对于稠密的、大型的约束系统,弱接合操作的应用能够极大地提高基于约束的

多面体分析的易处理性和鲁棒性. 
本文第 1 节首先回顾基于约束的多面体抽象域的接合操作的实现方法.第 2 节为基于约束的多面体抽象域

设计弱接合操作.第 3 节提出一个启发式策略,以在实际程序分析中把强、弱接合操作有机结合起来.第 4 节讨

论本文弱接合操作的基于浮点的可靠实现方法.第 5 节给出并比较基于弱接合的与基于强接合的多面体分析

的实验结果.第 6 节对本文进行总结并讨论未来的工作. 

1   基于约束的多面体抽象域的接合 

在基于约束表示的多面体抽象域中,在有理数 上,一个(凸)多面体 P 可通过一个线性不等式系统 P={Ax≤
b}来描述,其中,A∈ m×n 是一个有理数矩阵,b∈ m 是一个有理数向量,m 是不等式系统中约束的数目,n 是不等式

系统中变量的个数.其语义在几何上对应位于该多面体内的点的集合,即γ(P)={x∈ n|Ax≤b},其中,每个点 x 代表

一种可能的环境(或称状态),即对所有变量 x 的一种可能赋值.注意,等式型约束∑aixi=b 可通过一对≤型约束来

表示,即∑aixi≤b∧∑(−ai)xi≤-b,而形如∑aixi<b 的严格不等式则可以可靠地抽象为∑aixi≤b.一个不等式约束ϕ被 
一个多面体 P 蕴含,记为 P ϕ,当且仅当 γ(P)中的所有点都满足不等式ϕ .本文定义多面体域上的序关系如下: 

P1⊑P2 当且仅当γ(P1) ⊆γ(P2),即∀ϕ2∈P2.P1 ϕ 2,并称 P2 是 P1 的一个上近似.两个多面体 P1 和 P2 的交 P1⊓P2 定义 

为这两个多面体的约束的集合并所对应的多面体,从而γ(P1⊓P2)=γ(P1)∩γ(P2). 
基于约束表示的多面体抽象域的完整实现可以归结到两个基本原操作的实现:投影和线性规划[19].其中,接

合操作通过转化归结到投影操作,但是,投影操作消除变量的过程中可能引入冗余约束,而冗余约束的消除则需

要通过线性规划技术来实现. 

1.1   投  影 

投影是基于抽象解释的静态分析中的一个重要操作.在多面体抽象域中,它可以用来从给定多面体中消除

关于某特定变量 xi 的信息,而不影响到其他变量之间的关系.投影操作可以通过经典的 Fourier-Motzkin 变量消

除算法来实现,以从定义多面体 P 的约束系统中消除所有 xi 的出现: 
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1.2   线性规划 

线性规划(linear programming,简称 LP)是在一组给定有穷线性约束(称为可行空间)下寻找某线性函数(称
为目标函数)的最优值的方法.线性规划的理论和方法都已发展得很成熟,在科学与工程领域应用非常广泛.目
前,该领域研究人员已经开发了许多高效的、可扩展到成千上万规模变量数和约束数的线性规划算法和工具. 

求最小目标函数值的线性规划问题具有如下形式:min e subject to P,其中,P 是一个多面体的约束表示,称
为可行空间;e 是一个线性表达式,形如∑iaixi,称为目标函数.与之对应的是,求最大目标函数值的线性规划问题: 
max e subject to P. 

一个不等式约束ϕ:∑iaixi≤b 是否被一个多面体 P 蕴含,可以通过线性规划来判定.求解 LP 问题:μ=max ∑i  
aixi subject to P,如果μ≤b,则ϕ是被多面体 P 蕴含,即 P⊨ϕ,否则 P ϕ. 

1.3   冗余约束消除 

一个多面体的约束表示不是唯一的,两个不同的约束表示可能在几何上对应同一个多面体.比如,约束集合

{x=0,y=0}与{x=0,y=x}在几何上表示 x−y 平面上的同一个点(0,0).在实现时,为了保证执行效率,一般希望约束越

少越好,因而需要消除冗余约束.若一个不等式ϕ∈P 能够被 P 中其他约束蕴含,即 P\{ϕ}╞ϕ,则称不等式ϕ在 P 中
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是冗余的.对于 P 中任意一个不等式约束ϕ :∑iaixi≤b,可通过求解 LP 问题:μ=max ∑iaixi subject to P\{ϕ},来检查

ϕ是否是冗余的.如果μ≤b,则ϕ是冗余的,能够从 P 中删除.该过程可重复进行,直到 P 中没有更多的不等式可删

除为止. 

1.4   接  合 

在基于抽象解释的程序分析中,为了抽象控制流接合(join),需要计算程序变量的环境的并(union).然而,多
面体的并不是封闭的,即两多面体的并不一定是一个多面体.包含两多面体 P 和 P′的并的最小多面体是这两个

多面体的凸闭包(convex hull,简称 CH),记作 P⊔CHP′.两多面体的凸闭包可能包含一些不在原来两个多面体内 
的点. 

例如,对于图 1 中所示的程序,brandom 表示随机布尔值.在执行完 if 语句后,在①处,程序变量 x,y 的可能取

值为(x=0∧y=0)∨(x=1∧y=1),几何上对应 x−y 平面上的点(0,0)和点(1,1),即多面体 P={x=0,y=0}和多面体 P′={x=1, 
y=1}的并.这两个点的并不是一个凸的多面体,包含这两个点的并的最小多面体是连接这两个点的线段,即这两

个多面体的凸闭包 P⊔CHP′={y=x,0≤x≤1}. 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  A join operation in the polyhedra abstract domain 
图 1  多面体抽象域上的接合操作 

在基于对偶表示的多面体抽象域[6]中,两多面体的凸闭包通过帧表示上的生成子(即顶点和射线)的并来计

算,然后通过应用 Chernikova 算法把并结果的帧表示转化成约束表示,实现冗余生成子的消除.在基于约束的多

面体域中,一般采用文献[18]中给出的方法来计算该闭包.其主要思想是:两个多面体 P 和 P′的凸闭包可以通过

考虑分别来自这两个多面体的任意两点 z∈P 和 z′∈P′之间的凸组合(convex combination)来构造.两点 z∈P 和

z′∈P′之间的凸组合定义为 x=σ1z+σ2z′,其中,σ1,σ2∈[0,1]且σ1+σ2=1,几何上 x 代表了 z 与 z′之间连线线段上的任

意一点. 
给定γ (P)={x∈ n|Ax≤b}和γ (P′)={x∈ n|A′x≤b′},P 和 P′的凸闭包为 

{ }1 2 1 2 1 2( ) 1 0 0 ,n
HP x x z z Az b A z bγ σ σ σ σ σ σ′ ′ ′ ′= ∈ = + ∧ + = ∧ ∧ ∧ ∧≥ ≥ ≤ ≤  

其中,σ1,σ2∈ 和 x,z,z′∈ n.为了消除非线性等式 x = σ1z+σ2z′,我们引入 y=σ1z 和 y′=σ2z′,并把上述系统松弛成 

{ }1 2 1 2 1 2( ) 1 0 0 ,n
CHP x x y y Ay b A y bγ σ σ σ σ σ σ′ ′ ′ ′= ∈ = + ∧ + = ∧ ∧ ∧ ∧≥ ≥ ≤ ≤  

从γ (PCH)中投影掉σ1,σ2,y,y′即可得到 P 和 P′的凸闭包(的拓扑闭包). 
几何上,不难看出,凸闭包计算具有单调性. 

性质 1(凸闭包的单调性). 给定多面体 P1, 1 ,P′ P2 和 2 ,P ′ 若 P1⊑P′1 且 P2⊑ 2 ,P ′ 则 P1⊔CHP2⊑ 1P′⊔CH 2 .P ′  

例 1:给定多面体 P1={−4x−y≤34(1),−2x+3y≤24(2),x+3y≤6(3),x+y≤0(4),2x−3y≤−5(5),x−4y≤0(6)},P2={−x− 

2y≤2(7),−2x−y≤−5(8),−4x+y≤−7(9),−3x+4y≤11(10),−x+6y≤41(11),2x+3y≤53(12),2x+y≤39(13),2x−y≤33(14),3x−4y≤
52(15),x−4y≤28(16)},P1 与 P2 的凸闭包 P1⊔CHP2={−4x−y≤34(1),−2x+3y≤24(2),−x+6y≤41(11),2x+3y≤53(12),2x+y≤
39(13),2x−y≤33(14),3x−4y≤52(15),x−4y≤28(16),−4x+13y≤76(17),−3x−16y≤56(18)},如图 2 所示. 
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Fig.2  Polyhedral convex hull 
图 2  多面体凸闭包 

2   基于约束的多面体抽象域的弱接合 

多面体的接合操作具有很高的复杂度,运行代价很昂贵,但却是多面体抽象域中经常用到的一个操作[16].在
基于约束的多面体抽象域中,按前一节所述方法,接合操作可转化为投影操作,通过经典的 Fourier-Motzkin 变量

消除算法来实现.使用 Fourier-Motzkin 变量消除算法的一个主要缺陷在于该算法可能引入指数级的冗余约  
束[18],从而需要耗费大量线性规划求解来消除这些冗余约束.这是基于约束的多面体凸闭包计算方法代价昂贵

的根源. 
为了降低多面体接合操作的代价以提高多面体分析的效率,本节将在抽象解释框架下设计低计算代价的

多面体弱接合,记作⊔W.为了区别传统接合操作,本文把文献[6]中定义的接合操作称为强接合(strong join)操作,
记为⊔S.在基于约束的多面体抽象域中,⊔S 通过计算两多面体的凸闭包得到,即⊔S=⊔CH.基于抽象解释理论,弱接合

⊔W 是可靠的当且仅当 P1⊔SP2⊑P1 ⊔W P2,即多面体弱接合操作所得多面体应是强接合计算所得多面体的上近似

(over-approximation).几何上,所有位于强接合计算所得多面体内的点应在弱接合计算所得多面体内. 
从构成上看,两个多面体的凸闭包的约束表示可按来源分为两部分:旧关系型约束和新关系型约束.旧关系

型约束是指这些约束在凸闭包的输入参数多面体的约束表示中已出现过.新关系型约束是指这些约束在凸闭

包的输入参数多面体的约束表示中并没有出现,而是在凸闭包计算过程中新产生的.在如图 2 所示的凸闭包中,
用粗线标识的{−4x−y≤34(1),−2x+3y≤24(2),−x+6y≤41(11),2x+3y≤53(12),2x+y≤39(13),2x−y≤33(14),3x−4y≤52(15), 
x−4y≤28(16)}是旧关系型约束,而{−4x+13y≤76(17),−3x−16y≤56(18)}则是新关系型约束. 

定义 1(包络). 给定两个多面体 P1 和 P2,P1 和 P2 的(凸)包络(envelope)定义为:env(P1,P2)=S1∪S2,其中,S1= 
{ϕ∈P1|P2 ϕ},S2={ϕ2∈P2|P1 ϕ2}. 

事实上,两个多面体的包络构成了这两个多面体凸闭包中的旧关系型约束.设 i∈{1,2},对于任意约束ϕ∈Pi,
如果ϕ∈env(P1,P2),则称约束ϕ是 Pi 中的包络约束;否则,称ϕ是 Pi 中的非包络约束.值得注意的是,两个多面体包

络的计算只需简单的蕴含检查就可以在凸闭包计算之前低代价地确定下来. 
性质 2. 两多面体 P1 和 P2 的包络是其凸闭包的上近似,即 P1⊔CHP2⊑env(P1,P2). 
从定义 1 不难看出,包络可以通过(m1+m2)个线性规划求解的代价计算得到,其中 m1,m2 分别为 P1,P2 约束表

示中不等式的数目. 
在例 1 中 ,env(P1,P2)={−4x−y≤34(1),−2x+3y≤24(2),−x+6y≤41(11),2x+3y≤53(12),2x+y≤39(13),2x−y≤33(14), 

3x−4y≤52(15),x−4y≤28(16)}. 
定义 2(界盒). 如果一个多面体 P={Ax≤b}的约束表示形如±xi≤c(称为界约束),其中,c 是一个有理数常量

或+∞,则该多面体 P 是一个盒(box).一个多面体 P 的界盒(bounding box)是包含该多面体的最小的盒,记为

BB(P). 
给定两个盒 B1={a≤x≤b}和 B2={c≤x≤d},则这两个盒在区间抽象域(interval domain)上的接合定义为
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B1⊔IB2={min(a,c)≤x≤max(b,d)}.对于 n 维的多面体,其界盒可以通过最多 2n 次线性规划计算得到.显然,一个多

面体的界盒是该多面体的上近似,即 P⊑BB(P).两个盒 B1和 B2在区间抽象域上的接合,是这两个盒在多面体抽象

域上凸闭包的上近似,即 B1⊔CHB2⊑B1⊔IB2.两个多面体 P1 和 P2 对应界盒的凸闭包是这两个多面体凸闭包的上近

似,即 P1⊔CH P2⊑BB(P1)⊔CHBB(P2). 
性质 3. 两个多面体P1和P2的界盒在区间抽象域上的接合所得到的盒多面体,等价于这两个多面体凸闭包

的界盒,即 BB(P1⊔CH P2)=BB(P1)⊔IBB(P2). 
根据性质 3,两个多面体凸闭包的界盒的计算也可以在凸闭包计算之前以较低的代价确定下来,即通过计

算 BB(P1)⊔IBB(P2)得到.在基于约束的多面体抽象域的实现(如 FPPol[19])中,通常会为每个变量维护并及时更新

其上、下界信息. 
在例 1 中 ,BB(P1)={−9≤x≤−1,−2≤y≤4},BB(P2)={2≤x≤18,−5≤y≤9},BB(P1⊔CHP2)=BB(P1)⊔IBB(P2)=  

{−9≤x≤18,−5≤y≤9},BB(P1)⊔CHBB(P2)={−9≤x≤18,−5≤y≤9,−5x+11y≤89,−3x−11y≤49}. 
下面,将基于上述低计算代价可得到的旧关系型约束(即包络)和界约束,为基于约束的多面体抽象域设计

弱接合操作.其主要目标是在不损失太多精度的情况下,采用轻量级方法产生凸闭包的上近似,以逼近新关系型

约束. 

2.1   基于模板的弱接合 

类似于模板约束矩阵抽象域[9]的思想,如果用户能够提供一些模板(template)约束,则可以把这些模板约束

作为弱接合操作结果多面体中约束的候选,并通过线性规划求得凸闭包的上近似.对于多面体抽象域,其模板约

束形如∑iaixi≤c,其中变量 xi 的系数 ai 是一个固定的常数,常量项 c 是一个可变的参数,如 2x+3y≤c.给定两个多

面体 P1和 P2,对于模板∑iaixi≤c,通过求解如下线性规划问题:v1=max ∑iaixi subject to P1及 v2=max ∑i aixi subject 
to P2,我们可以把约束∑iaixi≤max(v1,v2)加入到弱接合结果中. 

如果用户不能提供模板约束,本文的策略是选择两个多面体 P1,P2 中约束较少的那个多面体中的约束作为

模板约束.这里,不妨设 P1 中的约束较少,不等式∑iaixi≤c1 是 P1 中的任意一个约束.求解线性规划问题:v=    
max ∑iaixi subject to P2,如果 v≠+∞,则把约束∑iaixi≤max(c1,v)加入到弱接合结果中.考虑到界约束的低计算代价

及其在程序值范围分析中的重要性,本文把±xi≤c 也作为模板约束,并通过 BB(P1)⊔IBB(P2)计算得到. 
基于模板的弱接合的优点在于其计算代价低,并能保证结果约束系统的约束不会太多.尤其是当参与接合

操作的两个多面体一个很简单、约束较少,而另一个很复杂、约束很多时,基于模板的弱接合能够得到比较简

单的结果,有利于后续分析. 
对于例 1 中的多面体,基于模板的弱接合的结果为{−2x+3y≤24,−4x−y≤34,x+3y≤40,x+y≤23,2x−3y≤36, 

x−4y≤28,x≤18,y≤9,−y≤5},如图 3 所示. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.3  Template based weak join 
图 3  基于模板的弱接合 

2.2   基于包络和界信息的弱接合 

给定两个多面体 P1 和 P2,定义 EEBB(P1,P2)=env(P1,P2)⊓(BB(P1)⊔IBB(P2)),则 EEBB(P1,P2)是由 P1 和 P2 的包
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络及其凸闭包之界盒所能确定的最小多面体.由 P1⊔CHP2⊑env(P1,P2)且 P1⊔CHP2⊑BB(P1)⊔IBB(P2),可以得到如下   
性质: 

性质 4. 给定两个多面体 P1 和 P2,EEBB(P1,P2)是 P1 和 P2 凸闭包的上近似,即 P1⊔CHP2⊑EEBB(P1,P2). 
EEBB(P1,P2)精确地保留了两个多面体的包络和界信息,但是不能发现新关系型约束.为了能够产生和逼近

凸闭包中的新关系型约束,本文基于包络和界信息定义如下弱接合操作: 
• 设i∈{1,2},定义EB(Pi)=BB(Pi)∪(env(P1,P2)∩Pi),即为由Pi中的包络约束及Pi的界盒所确定的最小多面体.

定义弱接合操作:P1⊔EBP2=(EB(P1)⊔CHEB(P2))⊓EEBB(P1,P2). 
• 对偶地,定义NEB(Pi)=BB(Pi) ∪{ϕ∈Pi|ϕ∉env(P1,P2)},即为由Pi中的非包络约束及Pi的界盒所确定的最小

多面体.定义弱接合操作:P1⊔NEBP2=(NEB(P1)⊔CHNEB(P2))⊓EEBB(P1,P2). 
• 根据参与凸闭包计算的每个输入多面体中的包络约束数和非包络约束数,启发式地确定其上近似.如果

该多面体的包络约束少于非包络约束,则使用包络约束及界约束来作为该多面体的上近似;否则,使用非

包络约束及界约束来作为该多面体的上近似.记使用该策略为输入多面体Pi确定的上近似为XB(Pi),定义

弱接合操作:P1⊔XBP2=(XB(P1)⊔CHXB(P2))⊓EEBB(P1,P2). 
显然,EB(Pi),NEB(Pi),XB(Pi)都是Pi的上近似,并且都比Pi要稀疏. 
性质 5. 给定两个多面体 P1 和 P2,P1⊔EBP2,P1⊔NEBP2,P1⊔XBP2 都是 P1 和 P2 凸闭包的上近似,即 P1⊔CHP2⊑    

P1⊔EBP2,P1⊔CHP2⊑P1⊔NEBP2,P1⊔CHP2⊑P1⊔XBP2. 
通常,由于 EB(Pi),NEB(Pi),XB(Pi)的约束数都比 Pi 要少,也比 Pi 要稀疏,因而 P1⊔EBP2,P1⊔NEBP2,P1⊔XBP2 的计

算效率和鲁棒性都会优于 P1⊔CHP2.为了进一步提高 P1⊔EBP2,P1⊔NEBP2 与 P1⊔XBP2 的精度,在实现时,我们把 
EB(P1)⊔CHEB(P2),NEB(P1)⊔CHNEB(P2),XB(P1)⊔CHXB(P2)执行产生的新关系型约束(未在 P1,P2 中出现的非界约

束)作为模板约束,采用基于模板的弱接合的思想对弱接合结果进行缩紧. 
P1⊔EBP2,P1⊔NEBP2 与 P1⊔XBP2 的优点在于它们能够产生新关系型约束,并且结果的精度相对较高. 
对于例 1 中的两个多面体,EEBB(P1,P2)={−4x−y≤34,−2x+3y≤24,−x+6y≤41,2x+3y≤53,2x+y≤39,2x−y≤

33,3x−4y≤52,x−4y≤28,−y≤5}.采用模板缩紧技术后 ,P1⊔EBP2 的结果为{−4x−y≤34,−2x+3y≤24,−x+6y≤41, 
2x+3y≤53,2x+y≤39,2x−y≤33,3x−4y≤52,x−4y≤28,−19x+48y≤306,−3x−10y≤44,−y≤5},P1⊔NEBP2 的结果为

{−4x−y ≤ 34,−2x+3y ≤ 24,−x+6y ≤ 41,2x+3y ≤ 53,2x+y ≤ 39,2x−y ≤ 33,3x−4y ≤ 52,x−4y ≤ 28,−15x+52y ≤ 311, 
−3x−17y≤61},P1⊔XBP2 的结果为{−4x−y≤34,−2x+3y≤24,−x+6y≤41,2x+3y≤53,2x+y≤39,2x−y≤33,3x−4y≤52, 
x−4y≤28,−15x+43y≤262,−3x−16y≤56},如图 4 所示. 

2.3   基于两变量约束的弱接合 

类似于八边形抽象域[7]和每不等式两变量抽象域[8]的思想,本文采用两变量约束的动机基于如下观察:在
实际程序分析中,最多只涉及两变量的不变式通常占有意义的、用户感兴趣的不变式中的大多数,在许多情况

下,这种不变式足以分析和验证用户所关注的程序性质.本文基于两变量约束的弱接合的主要目标是产生合适

的两变量约束作为上近似来逼近凸闭包. 
定理 1. 给定两个盒 B1 和 B2,B1 和 B2 的凸闭包多面体的约束表示中每个不等式约束最多只涉及两个变量,

即两个盒的凸闭包多面体可以精确地在每不等式两变量抽象域中计算得到. 
根据定理 1,两个盒 B 和 B′的凸闭包可以在每不等式两变量抽象域中计算得到.考虑任意两个变量 x 和 y,

在 x−y 平面上,盒 B,B′各自定义了一个矩形(可能不限界).在 x−y 平面上,两个矩形的凸闭包将由一些形如±x≤c
的单变量约束(即界约束,对应 x,y变量的最小下界和最大上界),以及一些形如 ax+by≤c的两变量约束构成.几何

上,这些两变量约束可以通过计算连接两矩形顶点的直线所确定的半平面得到.无论这两个矩形的布局如何,其
凸闭包最多产生 4 个两变量约束,分别连接两个矩形各自的左上与左上、左下与左下、右上与右上、右下与右

下顶点,如图 5 所示. 
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Fig.4  Weak join based on envelope and bounds information 
图 4  基于包络和界信息的弱接合 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.5  Polyhedral convex hull of boxes 
图 5  盒的多面体凸闭包 

给定两个 n 维盒 B={l≤x≤u}和 B′={l′≤x≤u′},其中 l,u,l′,u′都是一个 n 维有理数常数(可能取值±∞)向量,x
是一个 n 维向量,下面给出计算 B 和 B′的多面体凸闭包的具体算法. 

算法 1. 盒的凸闭包计算算法. 
输入:参与凸闭包计算的两个盒 B 和 B′的约束表示. 
输出:盒的凸闭包多面体 PB. 
1. 在 x 向量中任意选择两个变量 xi 和 xj,盒 B 和 B′在 xi−xj 平面上投影后得到两个矩形 Bij={li≤xi≤ui,lj≤

xj≤uj}和 B′ij={l′i≤xi≤u′i,l′j≤xj≤u′j},其中 li,ui,lj,uj,l′i,u′i,l′j,u′j∈ ∪{±∞}.记 B 和 B′的凸闭包多面体为 PB. 

1.1(界约束). 设 k∈{i,j},若 max{uk,u′k}≠+∞,则把 xk≤max{uk,u′k}放入 PB 中;若 min{lk,l′k}≠−∞,则把−xk≤

−min{lk,l′k}放入 PB 中. 
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1.2(两变量约束). 分如下 4 种情况考虑: 
1.2.1(左上左上). 若−∞<li<l′i∧uj<u′j<+∞或−∞<l′i<li∧u′j<uj<+∞,则把(uj−u′j)xi+(l′i−li)xj≤l′iuj−liu′j 放入

PB 中. 
1.2.2(左下左下). 若−∞<li<l′i∧−∞<l′j<lj 或−∞<l′i<li∧−∞<lj<l′j,则把 (l′j−lj)xi+(li−l′i)xj≤ lil′j−ljl′i 放入  

PB 中. 
1.2.3(右上右上). 若 u′i<ui<+∞∧uj<u′j<+∞或 ui<u′i<+∞∧u′j<uj<+∞,则把(u′j−uj)xi+(ui−u′i)xj≤uiu′j−uju′i

放入 PB 中. 
1.2.4(右下右下). 若−∞<l′j<lj∧u′i<ui<+∞或−∞<lj<l′j∧ui<u′i<+∞,则把(lj−l′j)xi+(u′i−ui)xj≤lju′i−uil′j 放入

PB 中. 
2. 在 x 向量中选择其他两个变量,重复第 1 步,直到所有变量对都被考虑为止. 
算法 1 最终将最多产生 2n 个界约束(单变量约束).由于对于每个 xi−xj 平面而言,算法 1 最多产生 4 个两变

量约束,算法 1 总共最多产生 2n(n−1)个两变量约束.因此,算法 1 最终将最多产生 2n2 个不等式约束. 
定义基于两变量约束的弱接合操作:P1⊔TVPIP2=(BB(P1)⊔CHBB(P2))⊓EEBB(P1,P2).根据定理 1,两个多面体的

界盒的凸闭包,即 BB(P1)⊔CHBB(P2),可以采用算法 1 在每不等式两变量抽象域上计算得到,并且其计算代价   

较低. 
性质 6. 给定两个多面体 P1 和 P2, P1⊔TVPIP2 是 P1⊔CHP2 的上近似,即 P1⊔CHP2⊑P1⊔TVPIP2. 
类似地,把 BB(P1)⊔CHBB(P2)得到的两变量约束作为模板约束,采用基于模板的弱接合的思想对凸闭包结果

进行缩紧可以提高精度. 
基于两变量约束的弱接合操作的优点在于它能够避免凸闭包计算过程中的大量的冗余约束消除计算以及

凸闭包计算潜在的指数级输出,保证接合结果中的约束数在 O(n2)数量级内,并能产生程序分析中用户感兴趣的

两变量约束. 
对于例 1 中的两个多面体,采用模板缩紧技术后,P1⊔TVPIP2 的结果为{−4x−y≤34,−2x+3y≤24,−x+6y≤41, 

2x+3y≤53,2x+y≤39,2x−y≤33,3x−4y≤52,x−4y≤28,−5x+11y≤74,−3x−11y≤46,−y≤5},如图 6 所示. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.6  Weak join based on two-variable constraints 
图 6  基于两变量约束的弱接合 

3   启发式结合策略 

前一节提出的弱接合操作⊔W 均满足 P1⊔SP2⊑P1⊔W P2,即弱接合所得多面体均是强接合所得多面体的一个上

近似,因此这些弱接合操作都是可靠的.相对强接合,弱接合执行效率较高但存在一定程度的精度损失.同时,本
文提出的弱接合操作也各有优缺点:基于模板的弱接合执行效率很高,但是不能产生新关系型约束;基于包络和

界信息的弱接合可以产生任意形式的新关系型约束,但是依然存在凸闭包计算过程中产生指数级冗余约束的

隐患;基于两变量约束的弱接合计算比较简单,但是只能产生最多涉及两个变量的新关系型约束.在实际程序分

析中,为了在执行效率和精度之间取得折中,需要把强接合与这些弱接合动态地结合起来进行程序分析.为此,
本文提出一种启发式的结合策略,以在程序分析过程中根据输入多面体的参数特性动态地选择合适的接合  

P1 
P2 
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操作. 
给定输入多面体,可以对其复杂度和稀疏程度进行定量评价,评价指标包括:多面体的维数、多面体的约束

数、系数矩阵中非 0 系数的个数、系数矩阵中非 0 系数的复杂度(小整数、大整数、还是浮点数)等.据此,给定

两个输入多面体,本文按如下策略选择接合操作:(1) 若两者都很简单(如约束少、系数矩阵稀疏),则结合策略选

择强接合操作,以尽量不损失精度;(2) 若两者都很复杂(如约束多、系数矩阵稠密),则结合策略选择基于两变量

约束的弱接合操作,以提高效率;(3) 若其中一个很简单而另一个非常复杂,则结合策略选择基于模板的弱接合

操作,其模板约束由比较简单的输入多面体的约束组成;(4) 若两者非包络约束之和远大于(小于)包络约束之

和,则使用基于包络(非包络)约束与界约束的弱接合;(5) 对于一般情况,结合策略选择基于包络/非包络约束和

界约束的弱接合:如果一个多面体中的包络(非包络)约束较少,则使用包络(非包络)约束和界约束来作为该多面

体的上近似. 
此外,结合策略还将根据程序分析的不同阶段来选择合适的接合操作.在基于抽象解释的程序分析中,一般

采用“迭代+加宽(widening)”的方法来计算程序不动点.在第 1 次迭代完成之前,尽可能地选择强接合操作来产

生约束,以尽量不丢失最终可能稳定的约束,即不变式.在随后的迭代中,经常会出现参与接合操作的两个多面

体中存在许多相同约束的情况,此时使用弱接合可极大地提高分析效率.在加宽算子应用之后,包络约束和界约

束往往在最终稳定的不变式中占很大比率,此时 ,使用弱接合操作可以提高分析效率 ,而又不会损失太多的   
精度. 

4   基于浮点的可靠实现方法 

通常,多面体抽象域的实现都是基于任意精度有理数的,以保证实现的可靠性,但是这种实现会影响多面体

抽象域的可扩展性[16].任意精度的有理数不能被当前硬件直接支持,而是通过软件方法来实现,因而运行速度慢

并且占用空间多.与此同时,实际程序分析中,这种实现容易导致大数问题,耗费大量 GCD 计算,影响到分析的效

率,如果使用线性规划,还会影响到 LP 求解器的数值稳定性.而浮点数能够被当前硬件直接支持,运行速度快,而
且基于相同位数 ,浮点数比机器整数所能表示的数值范围大得多 .比如 ,64 位机器整数的表示范围约为

[−9.2e+18,+9.2e+18],而 64 位浮点数的表示范围约为[−1.7e+308,+1.7e+308].因此,在很大程度上,浮点数能够缓

解大数带来的问题.同时,由于 IEEE 浮点数的非均匀分布特性,浮点数支持一种渐进式的精度损失.但是,由于浮

点算术的舍入误差,浮点实现的可靠性难以得到保证. 
文献[19]提出了一种基于约束的多面体抽象域的可靠的浮点实现方法.其中,两个多面体的凸闭包操作通

过一个可靠的浮点 Fourier-Motzkin 变量消除算法和一种轻量的基于浮点的严格线性规划技术来实现.同样地,
本文中的弱接合也可以基于这些方法采用浮点数来实现.文献[19]中浮点 Fourier-Motzkin 变量消除算法和基于

浮点的严格线性规划技术的可靠性也保证了本文基于浮点实现的弱接合的可靠性,即弱接合的浮点实现总是

输出一个比多精度有理数实现更保守的结果,即一个上近似的多面体. 
对于算法 1 中的两变量约束产生方法,其浮点实现作如下考虑以保证可靠性.例如,对于算法 1 的 1.2.4(右下

右下)情形,若−∞<l′j<lj∧u′i<ui<+∞成立,则把((lj⊖−∞l′j)⊘−∞(ui⊖+∞u′i))xi−xj≤((lj⊖−∞l′j)⊘−∞(ui⊖+∞u′i))u′i⊖+∞l′j 作为结果加

入到 PB 的约束表示中.其中,{⊕r,⊖r,⊗r,⊘r}表示四则浮点算术,舍入模式 r∈{+∞,−∞},其中,+∞,−∞分别表示向上、向

下舍入.对于算法 1 的其他情形,按照类似方法可适配到浮点运算上并保证可靠性. 

5   实验结果与分析 

本文对基于约束的浮点多面体抽象域 FPPol[19]进行了扩展 ,采用双精度浮点数并使用线性规划工具

GLPK[22]实现了本文提出的弱接合操作.为了比较相同输入下,强接合和弱接合操作的执行效率,本文针对一些

来自实际程序分析中的不同规模、不同复杂度的多面体输入进行了测试.为了评估应用弱接合在实际程序分析

中的效果,本文把扩展后的 FPPol 适配到数值抽象域 APRON 库[15]中,并使用静态分析工具 Interproc[23]进行了

一系列实验,在结果不变式和性能等方面比较了基于强接合的程序分析与基于弱接合的程序分析. 
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本文采用的实验平台为:Fedora 9 Linux 操作系统,2GB 物理内存,Intel P4 2.8GHz 单核 CPU 处理器.本文的

测试程序源于 StInG[24]和 LpInv[9],这些测试程序原本是以线性迁移系统形式给出的,本文使用 Interproc 支持的

spl 语言重写了这些测试程序.这些测试程序都是控制流接合密集型程序,符合本文的实验需求.Interproc 采用传

统的基于抽象解释的不动点迭代方法,并支持延迟的加宽策略.表 2 中的“加宽算子延迟参数”给出了加宽算子

应用之前的迭代次数.在实验过程中,如果约束系统太复杂,则 GPLK 可能会面临“数值不稳定”问题,不能找到最

优解,从而不能消除约束系统的冗余约束,导致基于约束的多面体分析失效.对于这种情形,表 1、表 2 中使用“×”
来标注. 

• 单纯接合操作实验 
首先,本文使用 FPPol 抽象域,采用传统基于强接合的多面体分析方法对这些测试程序进行分析.我们把每

个测试程序分析过程中所产生的较为复杂的、耗时较多的、甚至导致分析失效的一个强接合操作的输入多面

体记录下来,作为比较单个强、弱接合操作执行效率的测试用例.单纯单个接合操作测试的实验结果如表 1 所

示.表 1 给出了参与该次接合操作的两个输入多面体的变量数以及各自的约束数.对于这些输入,表 1 给出了这

些多面体的强接合和各种弱接合操作的运行时间以及计算过程中出现的最大约束数. 
从表 1 可以看出,大部分情况下弱接合操作的执行效率都要优于强接合操作的执行效率.尤其是,基于模板

和基于两变量约束的弱接合总是大大优于强接合的执行效率,并且鲁棒性好,不会出现失效情况.但是,在某些

情况下,由于接合操作输入多面体的拓扑布局的特点,基于约束和界信息的弱接合操作的执行效率可能比强接

合操作的执行效率要低.通过比较接合操作结果多面体,我们发现,不同弱接合的结果约束各有特色,精度各有

差异,难以断言哪个弱接合操作一定比另一个弱接合操作更精确.一般而言,基于包络约束和界信息的弱接合比

基于模板和基于两变量约束的弱接合要精确.综上所述,在实际程序分析中,应根据输入多面体参数的特点来动

态地选择合适的弱接合操作. 

Table 1  Comparision of strong join and weak join for constraint-based polyhedra domain 
表 1  基于约束的多面体强接合和弱接合结果比较 

Computation time in seconds (the largest number of constraints appearing during the join)
Weak join based on Programs where 

join comes 
from 

Number 
of 

variables

Number 
of 

constraints Strong join Templates
Envelopes 

& 
bounds 

Nonenvelopes
& 

bounds 

Envelopes/ 
nonenvelopes 

& bounds 

Two- 
Variable 

constraints
Our Example 1 2 6,10 1.323(793) 0.002(10) 0.049(132) 0.020(102) 0.014(80) 0.002(14)

see-saw 2 9,8 1.654(762) 0.002(12) 0.037(103) 0.034(106) 0.003(13) 0.001(12)
berkeley 4 8,8 0.034(52) 0.002(15) 0.029(40) 0.014(34) 0.031(63) 0.001(17)
dragon 5 54,45 ×(≥6927) 0.034(54) ×(≥6129) 0.024(105) 0.035(107) 0.005(103)
heap 5 28,17 80.370(4145) 0.003(14) 0.061(34) 169.988(5766) 0.051(34) 0.004(21)
robot 6 8,6 0.014(89) 0.001(12) 0.013(42) 0.007(62) 0.007(62) 0.003(19)
lifo 7 22,14 3.793(260) 0.004(27) 0.187(71) 0.603(121) 0.081(45) 0.006(47)
cars 7 39,17 240.088(9996) 0.032(31) 8.497(731) ×(≥2288) 1.232(156) 0.027(31)

barber 8 14,50 78.803(2464) 0.017(30) 1.818(220) 5.758(504) 7.150(509) 0.009(60)
barberm4-2 8 39,28 ×(≥4495) 0.011(44) 417.086(4600) 0.202(91) 0.220(105) 0.004 (78)
swim-pool-1 9 15,14 0.037(46) 0.002(28) 0.027(38) 0.018(37) 0.019(40) 0.003(38)
train-rm03 9 22,22 78.653(4824) 0.008(25) 138.792(7323) 0.004(47) 0.013(47) 0.002(46)

cars-2p 10 47,26 40.428(1659) 0.029(32) 0.031(46) 25.208(2739) 0.109(99) 0.442(146)
csm 13 24,25 0.100(53) 0.027(49) 0.078(67) 0.233(91) 0.248(104) 0.005(67)

scheduler-2p 14 21,21 20.589(2395) 0.005(26) 7.393(754) 0.008(45) 0.026(47) 0.002(44)
multipool 18 32,29 0.580(69) 0.020(61) 0.884(91) 7.834(900) 7.957(900) 0.015(92)
consprod 18 52,36 ×(≥1008)  0.020(72) ×(≥2097) ×(≥1332) ×(≥1332) 0.013(109)

incdec 32 47,47 2.914(109) 0.047(47) 4.341(93) ×(≥1948) ×(≥1948) 0.061(154)
mesh2x2 32 54,46 5.295(121) 0.040(106) 6.911(158) 1.994(166) 2.541(174) 0.026(159)
bigjava 44 77,75 3.758(174) 0.031(159) 3.989(231) 8.320(232) 7.796(241) 0.120(286)

• 程序分析实验 
由于目前尚没有公开可用的基于约束表示的有理数多面体域的实现库,这里选择基于对偶表示的有理数

多面体域 NewPolka[14]来对本文的测试程序进行分析以获得精确分析结果,作为本文实验的标准参考.理论上,
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基于对偶表示的有理数多面体域的分析结果应与使用强接合的基于约束的有理数多面体域的结果相同.表 2
给出了基于对偶表示的有理数多面体域 NewPolka 的分析结果.其中,对于某些高维测试程序,NewPolka 由于基

于有理数实现所带来的时空复杂度问题,不能在规定的时间(1 小时)内完成分析,本文使用“>1h”标记.对于基于

约束表示的浮点多面体域 FPPol,表 2 分别给出了基于纯强接合和基于强、弱接合结合策略的分析结果.对于基

于强、弱接合结合策略的情形,表 2 还给出了整个程序分析过程中使用强接合和弱接合的次数. 
性能.从表 2 可以看出,通常情况下,基于强、弱接合结合策略的多面体分析比基于强接合的多面体分析的

效率要高,并且鲁棒性更好.在基于强接合的多面体分析过程中,由于中间产生的某些约束系统的高复杂性,导
致 GPLK 出现“数值不稳定”问题,不能消除冗余约束,极大地削弱了分析的效率甚至导致分析无法继续下去(用
“×”来标注).在这种基于传播的分析中,之前复杂(约数多、稠密)的结果将会影响之后的分析.在基于强、弱接合

结合策略的多面体分析中,当中间过程的某些约束系统比较复杂时,结合策略将选用弱接合操作,在提高单次接

合操作效率的同时,还能保证输出结果的简单性,不会影响到后续分析.如第 3 节所述,每次接合操作执行之前,
我们都会对输入多面体的复杂度和稀疏程度进行定量评估,以选择合适的接合操作.比如,只要两个输入多面体

的稠密度(系数矩阵 A 中非 0 系数个数/矩阵大小)之和超过 0.65 且系数矩阵中非 0 系数个数均大于 45,我们就

会选用弱接合操作.而对于某些高维程序(如 bigjava),只要两输入多面体稠密度之和大于 0.1 且系数矩阵中非 0
系数个数均超过 120,我们就会选用弱接合操作. 

Table 2  Comparision of strong join-based and weak join-based polyhedra analysis 
表 2  基于强接合的多面体分析和基于弱接合的多面体分析比较 

Computation time in seconds (number of iterations) 
FPPol: Floating-Point polyhedra based on only constraints 

Programs 
Number 

of 
variables 

Widening 
delay 

parameter 

Newpolka: Rational
polyhedra based on
double description

method 
Strong join Combining strong join and weak join 

〈Number of strong join, Number of weak join〉 

Precision 
comparison

see-saw 2 9 0.056(11) 6.802(11) 1.089(11)  〈124,7〉 = 
berkeley 4 9 0.086(12) 0.886(12) 0.862(12)  〈215,7〉 = 
dragon 5 9 49.123(12) × 3.779(11)  〈242,524〉 ≠ 
heap 5 9 0.372(11) × 0.529(11)  〈218,25〉 > 
robot 6 9 0.201(11) 1.097(11) 1.154(11)  〈98,0〉 = 
lifo 7 9 1.389(11) × 28.946(12)  〈260,489〉 ≠ 
cars 7 5 >1h × 3.901(6)  〈2,42〉 < 

barber 8 2 53.899(6)  ×  1.528(6)  〈202,75〉 > 
barberm4-2 8 1 53.612(6) × 3.127(5)  〈330,5〉 ≠ 
swim-pool-1 9 9 1.553(11) 17.817(11) 15.471(11)  〈667,70〉 ≠ 
train-rm03 9 9 1.758(11) × 0.889(4)  〈154,14〉 > 

cars-2p 10 5 22.753(8) × 760.495(9)  〈270,23〉 ≠ 
csm 13 9 0.964(11) 6.940(11) 6.742(11)  〈624,0〉 ≠ 

scheduler-2p 14 9 1.418(12) × 67.442(12)  〈596,6〉 = 
multipool 18 4 >1h 16.801(6) 16.499(6)  〈431,0〉 < 
consprod 18 6 174.451(8) × 86.339(8)  〈323,367〉 ≠ 

incdec 32 3 >1h × 208.307(6)  〈233,670〉 < 
mesh2x2 32 5 >1h × 88.029(7)  〈377,640〉 < 
bigjava 44 3 >1h × 173.577(6)  〈904,106〉 < 

精度.由于对于某些测试程序,基于强接合的多面体分析失效,本文把使用基于对偶表示的有理数多面体域

NewPolka 的分析结果作为标准参考,并与使用浮点多面体 FPPol 基于强、弱接合结合策略所得结果不变式进

行了比较.比较结果见表 2“精度比较”栏:“=”表示两种方法分析结果一样,“>”表示基于 NewPolka 所得不变式更

强,“<”表示基于 FPPol 所得不变式更强,“≠”表示两种方法分析结果不可比.通过比较和分析所得不变式我们发

现对于某些测试程序,基于强、弱接合的结合策略所产生的不变式不弱于甚至强于基于 NewPolka 产生的不变

式.因为在多面体分析中,分析的主要精度损失源于加宽算子.理论上,由于加宽算子的非单调性,基于强、弱接合

的结合策略所产生的不变式不一定弱于基于强接合的分析. 
在多面体分析中,一种常用的策略是延迟加宽算子的策略,以尽量减少加宽算子带来的精度损失.但是,这

种延迟策略可能导致分析过程中,中间产生的约束表示越来越复杂,接合操作执行代价越来越高,并且由于线性
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规划工具的使用,分析的鲁棒性可能越来越差.此时,弱接合的使用将是一个很好的选择:虽然每次弱接合操作

应用可能带来一些精度损失,但至少可以保证分析的成功完成,而且最终分析结果的精度不一定差. 

6   结  论 

本文为基于约束的多面体抽象域设计并实现了一系列可靠的、低计算代价的弱接合操作,作为计算代价昂

贵的强接合(凸闭包)的替代候选,以提高多面体分析的执行效率和可扩展性.在此基础上,还提出了一种启发式

的结合策略,能够在多面体分析过程中动态地选择合适的接合操作,把多种弱接合操作和强接合操作有机地结

合起来,在分析的效率和精度之间取得权衡.实验结果表明,在基于多面体的程序分析中,这些弱接合操作的应

用不仅能够有效地提高分析的效率,而且能够提高基于约束的多面体抽象域的易处理性和鲁棒性. 
本文将来的工作将针对基于对偶表示的多面体抽象域中高复杂度的对偶转化问题开展研究,旨在保证可

靠性的前提下通过上近似方法降低对偶转化方法的复杂度,并消除对偶转化的潜在的指数级输出问题. 

致谢  在本文工作的研究过程中,得到了 Antoine Mine 和 Axel Simon 的大力帮助和讨论,在此表示感谢. 
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