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Abstract: At present, the method of learning Bayesian network structure with missing data is mainly based on the 
search and scoring method combined with EM algorithm. The algorithm has low efficiency and easily gets into local 
optimal structure. In this paper, a new method of learning Bayesian network structure with missing data is presented. 
First, unobserved data are randomly initialized. As a result, a complete data set is got. Based on the complete data 
set, the maximum likelihood tree is built as an initialization Bayesian network structure. Second, unobserved data 
are reassigned by combining Bayesian network with Gibbs sampling. Third, on the basis of the new complete data 
set, the Bayesian network structure is regulated based on the basic dependency relationship between variables and 
dependency analysis method. Finally, the second and third steps are iterated until the structure goes stable. This 
method can avoide the exponential complexity of standard Gibbs sampling and the main problems in the existing 
algorithm. It provides an effective and applicable method for uncertain knowledge representation, inference, and 
reasoning with missing data. 
Key words: Bayesian network; structure learning; missing data; Gibbs sampling; dependency analysis; maximum 

likelihood tree 

摘  要: 目前主要基于 EM 算法和打分-搜索方法进行具有丢失数据的贝叶斯网络结构学习,算法效率较低,而
且易于陷入局部最优结构.针对这些问题,建立了一种新的具有丢失数据的贝叶斯网络结构学习方法.首先随机

初始化未观察到的数据,得到完整的数据集,并利用完整数据集建立最大似然树作为初始贝叶斯网络结构,然后

进行迭代学习.在每一次迭代中,结合贝叶斯网络结构和 Gibbs sampling 修正未观察到的数据,在新的完整数据

集的基础上,基于变量之间的基本依赖关系和依赖分析思想调整贝叶斯网络结构,直到结构趋于稳定.该方法既
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解决了标准 Gibbs sampling 指数复杂性问题,又避免了现有学习方法所存在的主要问题,为具有不完整数据的不

确定性知识表示、推断和推理提供了有效和可行的方法. 
关键词: 贝叶斯网络;结构学习;丢失数据;Gibbs 抽样;依赖分析;最大似然树 
中图法分类号: TP18   文献标识码: A 

由于各种原因(系统外部和内部),在许多现实数据库中存在着丢失数据的现象.数据丢失可能与某些变量

的状态有关[1],这时丢失的数据蕴含信息.本文只讨论随机丢失数据的情况.目前,具有完整数据的贝叶斯网络结

构学习方法比较成熟,可分为两类,一类是基于打分-搜索的学习方法,另一类是基于依赖分析的学习方法.两类

方法各有特点.打分-搜索方法过程简单、规范,但由于搜索空间大,一般要求结点有顺序,并根据打分函数的可分

解性进行局部确定或随机搜索(完全搜索是 N-P 困难问题[2]),效率较低,且易于陷入局部最优结构.依赖分析方

法过程比较复杂,但在一些假设下学习效率较高,而且能够获得全局最优结构.具有丢失数据的贝叶斯网络结构

学习更加困难,现有的研究主要基于打分-搜索方法.数据的丢失导致两方面问题的出现,一方面,打分函数不再

具有可分解形式,不能进行局部搜索;另一方面,一些充分统计因子不存在,无法直接进行结构打分.围绕这两个

问题相继发展了一些解决的方法.Hecherman 等人[1~6]给出了解决后一个问题的一些方法.这些方法对选择的贝

叶斯网络结构首先基于梯度的优化(gradient-based optimization)或 EM(expectation-maximization)算法进行最大

后验参数估计 ,然后使用拉普拉斯近似 (Laplace approximation)或贝叶斯信息标准 (Bayesian information 
criterion)等大样本近似方法进行近似结构打分,由于搜索空间大以及存在近似打分的误差,使学习效率较低,且
结果不够可靠.Friedman 等人[7,8]改进了上述方法,基于 EM 算法框架进行具有丢失数据的贝叶斯网络结构学习,
使用期望充分统计因子代替不存在的充分统计因子,在一些假设下,可使打分函数具有可分解形式(可进行局部

搜索),并且在每一次迭代中,结构都有所改进,使结构序列收敛.该方法能够一定程度地提高学习效率,但一般是

收敛到局部最优结构. 
本文建立了一种新的具有丢失数据的贝叶斯网络结构学习方法——BN-GS(Bayesian network & Gibbs 

sampling).该方法使用 Gibbs sampling[9,10]修复丢失的数据,基于依赖分析方法进行贝叶斯网络结构学习和调整.
首先随机初始化丢失的数据,并建立最大似然树[11]作为初始贝叶斯网络结构,然后进行数据集和贝叶斯网络的

迭代修正-调整,直到结构趋于稳定或满足给定的终止条件为止.每一次数据集修正后进行贝叶斯网络结构调

整,使调整后的贝叶斯网络适合于当前的数据集,并且不会陷入局部最优结构.Gibbs sampling 迭代收敛到平稳

分布[9,10],因此结构序列将收敛到平稳分布的贝叶斯网络结构.联合概率可按贝叶斯网络结构进行分解,对一个

变量的抽样只需考虑对应的条件概率因子即可,而条件概率因子中条件变量的数量与所有变量的数量没有联

系,解决了满条件分布(full conditional distribution)所带来的问题,从而能够显著提高抽样效率. 
用 表示离散随机变量,简称为变量, 为其值.数据库 D 中具有 N 个记录,假设数据是独立地

产生于某一概率分布 P,数据丢失是随机的.在概率模式中的变量和表示概率模式的图形模式中的结点有时不

加区分. 

nXX ,...,1 nxx ,...,1

1   数据集和贝叶斯网络的初始化 

首先随机初始化丢失的数据,把得到的数据集作为初始数据集(D(0)).然后按某一顺序依次计算两个变量之

间的互信息,并由大到小排序,依据不产生环路的原则按顺序依次添加边,直到添加 n−1 条边为止.选择一个结点

作为根结点,由根结点向外的方向为边定向,并计算最大似然树参数,把最大似然树作为初始贝叶斯网络(G(0), 
θ(0)). 

丢失的数据被随机初始化后,数据中所蕴含的变量之间依赖关系可能比较混乱,直接进行贝叶斯网络结构

学习会使得到的贝叶斯网络结构过于复杂,由复杂的贝叶斯网络结构收敛到平稳分布的贝叶斯网络结构效率

较低.最大似然树是和贝叶斯网络拟合得最好的树形结构,其结构简单且稳定,选择作为初始贝叶斯网络将使贝

叶斯网络结构序列由最大似然树收敛到平稳分布的贝叶斯网络结构,能够提高学习效率. 
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2   迭代数据修正与结构调整 

每一次迭代包括两个部分:一部分是利用贝叶斯网络进行抽样,修正待修正的数据和参数;另一部分是使用

修正后的数据集调整贝叶斯网络.迭代产生 3 个序列,分别是数据集序列(D(k))、结构序列(G(k))和参数向量序列

(θ(k)).在每一次迭代中,首先利用贝叶斯网络(G(k),θ(k))进行抽样,修正数据集 D(k)得到 D(k+1),在修正数据集的同时

修正参数.然后使用 D(k+1)调整贝叶斯网络结构 G(k)得到 G(k+1),并根据新结构和数据集调整参数,由 D(k+1)和 G(k+1)

得到θ (k+1)实现一次迭代,当结构不发生变化或满足终止条件时结束迭代. 

2.1   使用G(k)和θ(k)修正数据集D(k) 

由 G(k)和θ(k)所决定的联合分布为 
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(k)所决定的变量顺序和数据库中记录的顺序依次对具有丢失数据的变量

进行抽样,并用抽样值修正待修正的值.每一次迭代修正数据集的次数不宜过多(可在 1~10 之间),过多的修正次

数会使数据集和贝叶斯网络过度拟合,导致结构序列收敛到局部最优结构. 
设 在第 m 个记录具有待修正值 ,修正后的值为 ,变量 的可能取值为 .用 表
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次数据集的时间复杂性是 O(nN). 

iX imx

x
imx̂ iX

1(kD +

ir
ii xx ,...,1 )(

)1,1(
)( kk DD =

)(
),(

k
miD im

)(
)1,1(

) k
ND +=

(1) 修正数据集 

不存在零概率:对任何 都有 ,ix 0),|(ˆ )(
),(

)( >k
mixi

k Dxp
im

π
imxπ 表示在第 m 个记录变量 父结点集的配置,生成

随机数λ,则 
iX

  (2) 
















>

≤<

≤<

=

∑

∑∑

−

=

=

−

=

1

1

)(
),(

)(

1

)(
),(

)(
1

1

)(
),(

)(

)(
),(

1)(1

),|(ˆ   ,

......

),|(ˆ),|(ˆ   ,

......
),|(ˆ0    ,

ˆ

i

im
i

imim

im

r

j

k
mix

j
i

kr
i

h

j

k
mix

j
i

k
h

j

k
mix

j
i

kh
i

k
mixi

k
i

im

Dxpx

DxpDxpx

Dxpx

x

πλ

πλπ

πλ

存在零概率:设 

0),|(ˆ )(
),(

)( =k
mix

u
i

k Dxp
im

π , 

0),|(ˆ )(
),(

)( >k
mix

v
i

k Dxp
im

π , 

{ } { }ts vvvuuu ,...,,,..., 11 ∈∈ , 
{ } { } { } iits rtsrvvuu =+=∪ ,,...,1,...,,..., 11 . 

对 进行拉普拉斯修正(Laplace-corrected)),|(ˆ )(
),(

)( k
mix

u
i

k Dxp
im

π [12], 

))/1)(()(/()/1(),|(ˆ )(
),(

)( NxNNNDxp u
ix

k
mix

u
i

k
imim

+= ππ , 

其中 )(
imxN π 为 的父结点集iX

iXΠ 具有配置
imxπ 的例子数量, 为 的例子数量,并进行归一化处

理,记

) u
ii xX =( u

ixN

{ ir,...,1 }
t

j

k
mi

k
s

x
j

i

k
mi

k

h
DxpDx

Dp

im

im ,
),(ˆ,|(

),(ˆ

1

)(
),(

)(

1
(

)(
),(

)(

∈

∑∑
==

π x
j

i im
|π

j

hw )( =
k
mi

x
h
ix

)

|

)(
), +

π

kp̂ )(
,生成随机数λ,则 

  



 王双成 等:具有丢失数据的贝叶斯网络结构学习研究 1045 

  (3) 
















>

≤<

≤<

=

∑

∑∑

−

=

=

−

=

1

1

1

1

1

1

)(    ,

......

)()(    ,

......
)1(0    ,

ˆ

i
i

r

j

r
i

h

j

h

j

h
i

i

im

jwx

jwjwx

wx

x

λ

λ

λ

(2) 局部概率(参数)修正 
如果 ,需要修正对应的参数,利用修正后的参数进行抽样,修正下一个待修正的数据.参数修正方法

如下: 
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2.2   使用修正后的数据集调整贝叶斯网络结构 

利用贝叶斯网络的信息管道模型[13]描述变量之间存在的 3 种基本依赖关系(边)[14]:(1) 及物依赖(transitive 
dependencies),表示变量的结点之间存在直接的信息流动,而且信息流不能被其他结点所阻塞,即结点所表示的

变量之间条件不独立;(2) 非及物依赖(non-transitive dependencies),结点之间不存在直接的信息流动,而是由连

接两结点之间的开路(不含碰撞结点[14]的链路)产生的信息流,能被切割集[13]中的结点所阻塞,即以切割集中结

点表示的变量为条件时,两个结点所表示的变量之间条件独立;(3) 诱发依赖(induced dependencies),这种依赖是

由 V 结构[14,15]所导致的,结点之间不存在直接的信息流动,是 V 结构中的碰撞结点诱发的信息流,结点所表示的

变量之间无条件独立,以切割集(不包括诱发结点)中结点表示的变量为条件时,两个结点所表示的变量之间也

条件独立.建立贝叶斯网络结构就是在错综复杂的依赖关系中,在有效地保留第 1 种依赖关系的同时去除第 2
种和第 3 种依赖关系. 

使用互信息和条件互信息进行变量之间定量条件独立性检验,分别用 和

表示变量 和 之间的互信息以及以
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2.2.1   第 1 种边的存在性调整 

把 作为初始贝叶斯网络结构,设结点的顺序为 ,对不存在弧的结点对依次进行条件独立性

检验.对选择的结点对 ,用 表示 的父结点集中在 和 链路上的结
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2.2.2   弧的方向与第 3 种边的调整 
(1) 碰撞识别调整方向 
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过程最多需要 n(n−1)(n−2)/2 次条件互信息计算. 
(2) MDL 打分调整方向 
对于不能使用碰撞识别调整方向的待定向弧,使用 MDL(minimal description length)标准[16]进行局部搜索-

打分确定方向.调整结束后,如果有方向的变化,对结点重新排序.这一过程最多需要 n(n−1)/2 次 MDL 计算.对
M1 中的弧进行方向调整后得到的有向无环图记为 M2. 
2.2.3   第 2 种边的存在性调整 

仍用 表示结点顺序 ,对存在弧的结点对依次进行条件独立性检验 .对选择的结点对

, 用 表 示 的 父 结 点 集 中 在 和 链 路 上 的 结 点 集 , 如 果
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)(k
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jX 3 中不存在第 2 种边.由于 不能 d-separate 具有第

1 种依赖的结点对 ,故 M

()(X
XD k

j

(k
iX 3 中不会丢失第 1 种边. □ 

命题 3. 假设V结构是可识别的,则M3的骨架[15](不考虑弧方向的结构)是D(k+1)的贝叶斯网络结构的骨架. 
证明:经过第 1 步增加了所有的第 1 种边,由 V 结构的可识别性假设,第 2 步去除了所有的第 3 种边,第 3 步

删除了所有的第 2 种边,且不丢失第 1 种边,因此经过 3 步调整得到的 M3 的骨架是贝叶斯网络结构的骨架. □ 
V 结构是贝叶斯网络结构中最重要和最具特色的基本结构,是打分-搜索和依赖分析方法的基础,许多文献

中具有 V 结构可识别性假设,如文献[13~15],V 结构一般是可识别的.不可识别的特殊情况非常少见,这时弧的方

向对贝叶斯网络的影响较小,关于 V 结构的详细论述参见文献[14]. 
命题[15]. 两个贝叶斯网络结构等价(表示同一个概率分布)的充分必要条件是它们具有相同的 V 结构和 

骨架. 
命题 4. 经过反复迭代修正-调整而得到的贝叶斯网络结构序列收敛到平稳分布的贝叶斯网络结构. 
证明:由于每次数据修正后要对贝叶斯网络结构进行调整,根据命题 1~命题 3 和命题,经过调整可以得到当

前数据集的贝叶斯网络结构,则按照贝叶斯网络结构所决定变量的顺序依次使用 进行抽样等价

于使用满条件分布

),|( )(k
xi Dxp

i
π

{ } { }),...,|( 1 ini xxxxp − 进行抽样,Gibbs sampling 迭代收敛到平稳分布,因此贝叶斯网络结构

序列收敛到平稳分布的贝叶斯网络结构. □ 

2.3   调整贝叶斯网络参数 

每一个待修正数据修正结束后,如果有变化,对应的参数已被修正,因此,只需根据 D(k+1)重新计算父结点

集发生变化变量的参数即可,得到新的参数向量θ(k+1),实现一次迭代. 

3   实  验 

根据网站 http://www.norsys.com 提供的 ALARM 网概率分布表生成用于实验的模拟数据. 
生成具有 4 000 个例子的 4 个模拟数据集,并随机产生具有 10%,20%,30%,40%的丢失数据.分别选择 25 对

具有相对较弱第 1 种依赖的变量对和随机选择 25 对具有第 2 种依赖的变量对.进行 10 次迭代,每一次迭代修

正数据集 5 次.随机初始化和迭代修正-调整后变量之间依赖关系的变化情况如图 1 所示. 
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Fig.1  The influence of missing data to dependency relationship between variables 

图 1  丢失数据对变量之间依赖关系的影响 
由图 1 可以看出,丢失数据对变量之间依赖关系的影响随丢失数据比例的增加而增大,从不经过修正的数

据集学习得到的贝叶斯网络结构将是不可靠的,而经过迭代修正-调整得到的贝叶斯网络结构能够很好地反映

变量之间的依赖关系.其主要原因是,在迭代修正-调整过程中,观察到的数据中所蕴含的变量之间的依赖信息

能够得到有效的利用 ,并使变量之间的依赖关系不断得到改进 ,直到结构趋于稳定(平稳分布的贝叶斯网络 
结构). 

生成具有 500,1 000,2 000 例子的训练数据和 10 000 个例子的测试数据.在训练集中分别随机产生具有

10%,20%,30%的丢失数据.随机初始化丢失数据,进行与上例相同的修正-调整,实验结果与 MS-EM[8]算法的比

较如图 2 所示. 
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Fig.2  The comparison of experimental result on BN-GS algorithm and MS-EM algorithm 
图 2  BN-GS 算法与 MS-EM 算法实验结果比较 

图 2 显示出,当训练数据集较小时,局部极值的影响并不明显,变量之间的依赖和条件独立性信息不够可靠,
因此,MS-EM 算法更准确.随着训练集的增大,局部极值的影响逐渐增大,变量之间的依赖和条件独立性信息的

可靠性逐渐增加,BN-GS算法的优势也逐渐明显.可见,BN-GS算法适合于大数据集具有丢失数据的贝叶斯网络

结构学习. 

4   结  语 

文中建立的具有丢失数据贝叶斯网络结构学习方法,把 Gibbs sampling 和数据集修正与贝叶斯网络结构调

整有机地结合在一起.一方面,由 Gibbs sampling 过程的收敛性保证了贝叶斯网络结构序列的收敛性;另一方面,
每一次根据联合概率的分解式依次独立地进行抽样,而不是使用满条件分布进行抽样,能够显著提高抽样效率.
由于 BN-GS 方法能够有效地修复缺损数据,因此也可用于其他具有丢失数据的数据采掘问题.根据修正后的数

据集调整贝叶斯网络结构可能存在一些重复计算,优化对贝叶斯网络结构的调整是进一步的研究课题. 
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