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Pareto 强度值演化算法求解约束优化问题
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Abstract: A new approach is presented to handle constraints optimization using evolutionary algorithms. It 
neither uses any penalty function nor makes distinction between feasible solutions and infeasible solutions. The new 
technique treats constrained optimization as a two-objective optimization. One objective is original objective 
function, the other is the degree violating the constraints. Individual’s ranking procedure is based on its Pareto 
strength which appears first in multi-objective optimization. Pareto strength evaluates an individual’s fitness 
dependent on the number of dominated points in the population. By combining Pareto strength ranking procedure 
with minimal generation gap modal, a new real-coded genetic algorithm is proposed. The new approach is compared 
against other evolutionary optimization techniques in several benchmark functions. The results obtained show that 
the new approach is a general, effective and robust method. Its performance outperforms some other techniques. 
Especially for some complicated optimization problems with inequality and equality constraints, the proposed 
method provides better numerical accuracy. 
Key words: evolutionary algorithm; constrained optimization; multi-objective; Pareto strength 

摘  要: 提出了一种求解约束函数优化问题的方法.它不使用传统的惩罚函数,也不区分可行解和不可行解.新
的演化算法将约束优化问题转换成两个目标优化问题,其中一个为原问题的目标函数,另一个为违反约束条件

的程度函数.利用多目标优化问题中的 Pareto 优于关系,定义个体 Pareto 强度值指标以便对个体进行排序选优,
根据 Pareto 强度值排序和最小代数代沟模型设计出新的实数编码遗传算法.对常见测试函数的数值实验证实了

新方法的有效性、通用性和稳健性,其性能优于现有的一些演化算法.特别是对于一些既有等式约束又有不等式

约束的复杂非线性规划问题,该算法获得了更高精度的解. 
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演化算法(evolutionary algorithm)在许多优化问题上取得了成功,与传统的非线性规划方法相比,演化算法

不需要梯度(导数)等信息,同时它又是一个全局性搜索方法,相对而言,它陷入局部最优的机会较小.研究人员现

已提出多种演化算法求解约束优化问题,Michalewicz 在文献[1]中将现有的约束优化演化算法分成 4 类:保存可

行解方法、惩罚函数法、可行解优于不可行解方法以及其他混合方法.这些方法各有特点,主要的不足在于,它
们往往对某一类问题有效而对另一类问题则效果不佳.与确定性非线性规划一样,演化算法求解约束优化问题

面对的主要问题是如何处理约束条件.本文提出将约束优化问题(最小值问题)转换成两个目标函数的最小值问

题,一个为原问题的目标函数,另一个为违反约束条件的程度函数;利用多目标优化问题中的 Pareto 优于关系,我
们定义个体 Pareto 强度指标,根据 Pareto 强度指标,对上述两个目标函数组成的向量进行排序,使用演化算法求

出原问题的解.数值实验证实了新方法的可行性和有效性,对既有等式约束又有不等式约束的测试函数,实验显

示新方法求解的精度优于已有的一些演化算法. 

1   相关的工作 

一个非线性规划问题(nonlinear programming,简称 NLP)一般可表示为求目标函数 f 的最小化: 
Minimize f (x),x=(x1,x2,…,xn)∈ Rn. 

这里,x∈ F S,S 为目标函数的搜索空间,F 为可行区域,一般地,S 为 R⊆ n中的 n 维长方体:l(i) x≤ i ≤ u(i),l(i),u(i)为常

数,i=1,…,n.可行区域 F 满足 m 个附加的不等式和等式约束条件:gj(x) ≤ 0, j=1,…,q 和 hj(x)=0, j=q+1,…,m. 
演化算法处理约束条件常见的方法为罚函数法,惩罚函数一般取为个体 x 到可行区域的距离的函数,通常

用下面定义的 fj(x)构造罚函数: 
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)( 表示个体 x 违反约束的程度,也表示个体 x 到可行区域的距离. 

罚函数法有静态罚函数和动态罚函数之分,研究表明,动态罚函数的性能优于静态罚函数.Joines 构造的动

态罚函数是较为成功的一个,其个体的适应值(第 t 代)定义为 

 fitness(x)= f (x)+  (1) ,)()(
1∑ =

× m
j j xftC βα

这里,C,α,β是需要调整的参数.当演化代数增加时,惩罚项也增加. 
带参数的罚函数法的主要缺点是算法的性能强烈地依赖于参数的选取,若惩罚参数过小,则算法找到的解

远离真正的最优解;若参数过大,则会引发计算的困难.另外,文献[2]指出式(1)定义的算法容易产生早熟收敛. 
演化算法处理约束优化问题的另一个常见方法是在搜索群体中区分可行解和不可行解.Powell 用下式定

义个体的适应值: 

 fitness(x)= f (x)+r +θ(t,x), (2) ∑ =

m
j j xf

1
)(β

其中 r 为参数.式(2)只不过在普通惩罚函数基础上增加了一项θ(t,x),θ(t,x)为与进化代数 t 有关的针对不可行解

的惩罚项. 
文献[3]在式(2)的基础上提出了基于下式适应值的锦标赛选择算子: 
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其中 fmax 为当前群体中可行解的最大函数值. 

式(3)定义的选择算子体现了以下原则:(1) 两个个体都为可行解时比较它们的函数值;(2) 当两个个体都
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为不可行解时比较它们违反约束的程度;(3) 可行解总是优于不可行解.文献[4]提出了进一步的改进方法,取得

了良好的效果. 
区分可行解与不可行解方法的缺点是,求解过程依赖于群体中存在可行解,对于可行解比例为 0 的等式约

束问题要转化为不等式约束问题,这必然会影响算法的性能和精度. 

2   基于 Pareto 强度值的个体排序 

回顾普通的惩罚函数 f(x)+r ,它可以看成是目标函数 f(x)和违反约束条件的程度函数

的权组合.实现罚函数法的困难在于其参数难以选择和控制,我们能否同时直接对这两个函数求最

小值?如果 x

∑ =

m
j j xf

1
)(

∑ =

m
j j xf

1
)(

∑ =

m
j j xf

1
)(

∑ =

m
j j xf

1
)(

*既是 f(x)的最小值又是 的最小值( 的最小值为 0),那么,x∑ =

m
j j xf

1
)( *就是原约束问题的

解,这样问题就转化为求由 f(x)和 组成的二维向量的最小值问题.但是,向量之间比较大小与普通实

数的比较大小有本质的不同,一般任意两个向量之间不能比较大小,向量之间的大小关系是偏序关系,演化算法

的排序选优似乎无法进行下去.下面我们利用向量之间的 Pareto 优于关系,在群体中对个体引入 Pareto 强度值

概念,由 Pareto 强度值对个体进行排序,从而使演化选优得以进行. 
以下记 s1(x)=f (x),s2(x)=  ∑ =

m
j j xf

1
)( .

考虑向量最小化问题: 
Minimize  y=s(x)=(s1(x),s2(x)), 

x=(x1,x2,…,xn)∈ F S R⊆ ⊆ n,F,S 的定义如前所述. 

定义 1. 设 a∈S,b∈S,称 a Pareto 优于 b(Pareto dominate 记 a b)或 b Pareto 劣于 a 当且仅当

i∈{1,2}:s
p

∀ i(a) s≤ i(b)且 ∃ j∈{1,2}:sj(a)<sj(b);称 a 覆盖 b(cover 记 a =b)当且仅当 a b 或 f(a)= f(b). p p

显然,Pareto 优于关系是偏序关系,对于 a∈S,b∈S,可能会出现既没有 a b,也没有 b a. p p

定义 2. 设 xi 为群体 Pt 中的一个个体,用 S(xi)表示群体中 Pareto 劣于 xi 的个体个数,称为 xi 的强度值,即 
 S(xi)=#{xj|xj∈ Pt 且 xi p xj}, (4) 

其中#表示集合的基数. 
强度指标 S(xi)反映了个体 xi 在群体 Pt 中 Pareto 优于关系的强弱程度[5],若 xi 的强度值大,则群体中劣于的

个体多,若 xi的强度值小,则群体中劣于的个体少,从而我们可以根据强度值来对群体中的个体进行排序.对于强

度值相等的情况,则比较它们违反约束的程度.下面是个体 Pareto 强度排序步骤: 
(1) 由强度值公式(4)计算群体中每个个体的强度值,强度值大的个体为优; 

(2) 对于强度值相同的个体,比较它们违法约束条件的程度∑ 值小的个体为优. 
=

m
j j xf

1
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数值实验表明 ,仅仅使用上述 Pareto 强度排序的算法效果不稳定 .究其原因 ,Pareto 强度是求向量

(s1(x),s2(x))的最小值,若算法找到的最优点 x*不满足 s2(x*)=0,则 x*就不是原问题的解.所以,在使用 Pareto 强度

排序时,不仅要求(s1(x),s2(x))的最小值,还应使 s2(x)趋于 0.下一节我们给出一个实现上述两个目标的演化算法. 

3   Pareto 强度值遗传算法 

3.1   实数编码遗传算法 

演化算法,例如,演化策略(evolution strategy,简称 ES)、演化规划(evolutionary programming,简称 EP)和遗传

算法(genetic algorithm,简称 GAs),都成功地应用于函数优化问题.演化策略和演化规划针对连续变量使用浮点

编码,变异算子作为产生后代的首要算子;遗传算法则主要使用二进制编码,其产生后代的首要算子为杂交算

子.然而,由于认识到二进制编码求解函数优化问题效果不理想,遗传算法也采用实数编码[6],称其为实数编码遗

传算法(real-coded genetic algorithms,简称 RCGA),现在已有多种实数编码方法,如模拟二进制杂交(simulated 
binary crossover,简称 SBX)、混和杂交(blend crossover,简称 BLX)、单峰正态分布杂交(unimodal normal 
distribution crossover,简称 UNDX)[7]、单形杂交(simplex crossover,简称 SPX)[8]等.文献[9]对采用自适应变异的
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演化策略和采用 UNDX 杂交算子的实数编码遗传算法进行了比较,结果显示,实数编码遗传算法在求解高维和

多极值函数优化问题方面性能占优势. 
对于实数编码遗传算法,重组算子的设计是一个重要方面.另外,群体替换模型的设计也在算法的性能上发

挥着重要的作用.最小代数代沟(minimal generation gap,简称MGG)模型是一个首先由 Satoh提出,现在已被广泛

使用的模型[10].它较好地均衡了算法的探索(exploration)和开发(exploitation)能力,将重组算子和选择算子按照

以下列方式交叉进行: 
(1) 从第 t 代群体 P(t)中随机地选取µ个父体; 
(2) 对µ个父体使用重组算子产生λ个后代; 
(3) 从群体中随机选取两个父体; 
(4) 在所选的两个父体中,一个由λ个后代中最好的个体替换掉,另一个由剩下的λ−1 个后代使用赌轮选择

算子替换掉. 

3.2   Pareto强度值遗传算法 

利用 Pareto 强度值和改进的最小代数代沟(MGG)模型,我们下面给出求解约束条件的函数优化问题的

Pareto 强度值遗传算法: 
(1) 初始化,群体规模为 N,置 t=0; 
(2) 从第 t 代群体 P(t)中随机地选取µ个父体; 
(3) 对µ个父体使用单形杂交算子(见第 3.3 节)产生λ个后代; 
(4) 从λ个后代中选取两个后代,其中一个为λ个后代中 Pareto 强度值最大的个体,若强度值最大的个体不

惟一,则比较它们违反约束条件的程度,程度小的当选;另一个父体为剩下的λ−1 个后代中违反约束条件最小的

个体; 
(5) 重复步骤(2)~(4),直到选取 N 个后代为止,由这 N 个后代将群体 P(t)中的个体整体替换掉; 
(6) 若满足停机条件则停机,否则 t=t+1,转步骤(2). 

3.3   多父体单形杂交算子 

多父体单形杂交算子使用 n+1 个父体向量(xi,i=0,1,…,n)重组产生后代,这(n+1)个向量形成 Rn 中的一个单

形(simplex).将单形沿各个方向(xi–o)以一定的比例扩张(其中 o是 n+1个向量的中心),从扩张后的单形中随机地

取一点即为一个后代.例如,如图 1 所示,我们考虑二维空间中的 3 个向量,x(1),x(2),x(3)为 3 个向量,这 3 个向量形

成一个单形,把这个单形以比例(1+ε)向外扩张(ε称为扩张比率),令 o=1/3(x(1)+x(2)+x(3)),y(j)=(1+ε)(x(j)−o)(j=1,2,3),
由 y(1), y(2), y(3)产生一个新单形,在新单形中随机地取一点 z,z=k1⋅y(1)+k2⋅y(2)+k3⋅y(3)+o,其中 k1,k2,k3为[0,1]中的 3 个

随机数,满足 k1+k2+k3=1,z 即为一个三父体单形杂交算子产生的后代. 

X (3)

X (1)

X (2) 

Y (1)

Y (3)Y (2)

Fig.1  SPX with three parents in two-dimensional space 
图 1  二维三父体单形杂交 

4   数值实验 

我们选取 5 个常见测试函数 G1~G5(见文献[4,11])来检验新算法.它们都是高维的带约束条件的函数优化

问题,约束条件有等式约束、不等式约束以及两者的混合. 
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Minimize  G1(x)=3x1+0.000001x1
3+2x2+(0.000002/3)x2

3, 
Subject to  x4−x3+0.55 0, −x≥ 4+x3+0.55 0, ≥

          1000sin(−x3−0.25)+1000sin(−x4−0.25)+894.8−x1=0, 
          1000sin(x3−0.25)+1000sin(x3−x4−0.25)+894.8−x2=0, 
          1000sin(x4−0.25)+1000sin(x4−x3−0.25)+1294.8=0, 
          0≤xi≤1200 (i=1,2), −0.55≤xi≤0.55 (i=3,4). 
已知最优解为  x*=(679.9453, 1026.067, 0.1188764, −0.3962336), 
              G1(x*)=5126.4981. 

Minimize  G2(x*)= ,e 54321 xxxxx  

Subject to  x1
2+x2

2+x2
2+x3

2+x4
2+x5

2−10=0, 
          x2x3−5x4x5=0, x1

3+x2
3+1=0, 

          −2.3≤xi≤2.3 (i=1,2), −3.2≤xi≤3.2 (i=3,4,5), 
已知最优解为  x*=(−1.717143, 1.595709, 1.827247, −0.7636413, −0.763645), 
              G2(x*)=0.0539498. 
Minimize  G3(x*)=(x1−10)2+5(x2−12)2+x3

4+3(x4−11)2+10x5
6+7x6

2+x7
4–4x6x7–10x6–8x7, 

Subject to  127−2x1
2−3x2

4−x3−4x4
2−5x5≥0, 282−7x1−3x2−10x3

2−x4+x5≥0, 
          196−23x1−x2

2−6x6
2+8x7≥0, −4x1

2−x2
2+3x1x2−2x3

2−5x6+11x7≥0, 
          −10.0≤xi≤10.0 (i=1,…,7), 
已知最优解为  x*=(2.330499, 1.951372, −0.4775414, 4.365726, −0.6244870, 1.038131, 1.594227), 
              G3(x*)=680.6300573. 
Minimize  G4(x)=x1+x2+x3, 
Subject to  −1+0.0025(x4+x6)≤0, −1+0.0025(x5+ x7−x4)≤0, 
          −1+0.01(x8−x5)≤0, −x1x6+833.33252x4+100x1−83333.333≤0, 
          −x2x7+1250x5+x2x4−1250x4≤0, −x3x8+1250000+x3x5−2500x5≤0, 
          100≤x1≤10000, 1000≤xi≤10000 (i=2,3), 10≤xi≤1000 (i=4,…,8), 
已知最优解为  x*=(579.3167, 1359.943, 5110.071, 182.0174, 295.5985, 217.9799, 286.4162, 395.5979), 
              G4(x*)=7049.3307. 
Minimize  G5(x)=x1

2+x2
2+x1x2−14x1−16x2+(x3−10)2+4(x4−5)2+(x5−3)2+2(x6−1)2+5x7

2+7(x8−11)2+2(x9−10)2+ 
                (x10−7)2+45, 
Subject to  105−4x1−5x2+3x7−9x8≥0, −3(x1−2)2−4(x2−3)2−2x3

2+7x4+120≥0, 
          −10x1+8x2+17x7−2x8≥0, −x1

2−2(x2−2)2+2x1x2−14x5+6x6≥0, 
          8x1−2x2−5x9+2x10+12≥0, −5x12−8x2−(x3−6)2+2x4+40≥0, 
          3x1−6x2−12(x9−8)2+7x10≥0, −0.5(x1−8)2−2(x2−4)2−3x5

2+x6+30≥0, 
          −10.0≤xi≤10.0 (i=1,…,10), 
已知最优解为  x*=(2.171996, 2.363683,8.773926, 5.095984, 0.9906548, 1.430574, 1.321644, 9.828726, 
                  8.280092, 8.375927), 
              G5(x*)=24.3062091. 
数值实验在 MATLAB 中完成(若需 MATLAB 代码,可与我们联系).在我们的计算中,群体规模取为 50,多父

体单形杂交的父体个数µ取为 n+1(n 为自变量的个数),每次产生后代个数λ取为 30,多父体单形杂交中的ε称为

扩张比率,ε取为 3~6.对于问题 G1~G3(自变量的维数 4~7 维),我们运行 500 代;对于问题 G4~G5(自变量的维数

8~10 维),我们运行 1 000 代.对每个问题在相同条件下独立运行 20 次,记录其最好结果、最差结果和平均结果.
为了对比,我们将新算法运算结果(记为 ZW)与另外两个较新的演化算法进行比较,它们分别为文献[4]中的随

机排序法(记为 RY)和文献[11]中的同态映射法(记为 KM).比较的结果见表 1. 
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对于问题 G1,约束条件既有等式约束又有不等式约束.文献[11]中的算法“没有得到合格的解”;文献[4]中的

算法把约束条件 hj(x)=0 由不等式约束|hj(x)| δ来代替,δ取为 0.000 1.我们用新算法独立运行 20 次,有 18 次找

到最优值 5 126.498 109 59,与边界的距离都小于 10
≤

−11,比如 ,我们找到的一个典型的最优点为 x*= 
(679.94527895320,1026.06717631112,0.11887639366,−0.39623353936), 最 优 点 离 边 界 的 距 离 为 s2(x*)= 
2.273736754432×10−13. 

对于问题 G2,约束条件为等式约束,与 G1 的情况类似,我们找到的一个典型的最优点为(−1.7171435596, 
1.59570967771,−1.8272457729,0.76364307213,−0.7636430866),最优值为 0.053 949 847 770 27,最优点离边界的

距离为 2.220446049250×10−15. 
Tabel 1  Comparison among ZW (new method), RY (in Ref.[4]) and KM (in Ref.[11]) (20 independent runs) 

表 1  新算法与文献[4](RY)和文献[11](KM)中算法的比较(独立重复 20 次) 
fcn G1 G2 G3 G4 G5 

Optimal 5 126.498 1 0.053 949 8 680.630 057 3 7 049.330 7 24.306 209 1 
ZW 5 126.498 11 0.053 949 831 680.630 057 3 7 049.248 020 5 24.306 209 068 
RY 5 126.497 0.053 957 680.630 7 054.316 24.307 Best 
KM − 0.054 680.91 7147.9 24.620 
ZW 5 126.526 54 0.053 950 257 680.630 057 3 7 051.287 429 2 24.325 487 652 
RY 5 128.881 0.057 006 680.656 7 559.192 24.374 Mean 
KM − 0.064 681.16 8 163.6 24.826 
ZW 5 127.156 41 0.053 972 292 680.630 057 3 7 058.235 358 5 24.362 999 860 
RY 5 142.472 0.216 915 680.763 8 835.665 24.642 Worst 
KM − 0.557 683.18 9 659.3 25.069 

对于问题 G3,新算法独立重复运行 20 次全部找到最优解 680.630 057 374 402. 
对于问题 G4,文献[4,11]引述的已知最优解为 7 049.330 7,我们找到了新的最优解 7 049.248 020 528 77,最

优 点 为 (579.30643727677, 1359.97061959552, 5109.97096365681, 182.01767893950, 295.60116145374, 
217.98232106050, 286.41651748576, 395.60116145374). 

从表 1 可以看出,新算法实验结果出乎意料地好.对于测试函数 G1~G5,无论是等式约束还是不等式约束,
新算法的运算结果在最好结果、平均结果和最差结果诸方面都比文献[4]和文献[11]中算法的结果要好,这充分

地显示了新算法的通用性、有效性和稳健性. 
需要说明的是,新算法的实现过程对于单形杂交算子中的扩张比率ε较为敏感,在我们测试的几个问题中,ε

取 3~6 效果较好. 

5   小  结 

本文提出了处理约束优化问题的新方法——基于 Pareto 强度值的实数编码遗传算法.该方法将约束优化

问题转换成两目标优化问题,其中一个为原问题的目标函数,另一个为违反约束条件的程度函数.利用 Pareto 强

度值和最小代数代沟模型设计出新的实数编码遗传算法.数值实验显示新算法是一种便于实现、通用性强、高

效稳健的方法.下一步的工作我们将用大量的实际问题进一步检验新方法,改进算法的编码,以提高算法的性

能,并将算法推广到约束组合优化问题. 
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敬 告 作 者 

《软件学报》创刊以来,蒙国内外学术界厚爱,收到许多高质量的稿件,其中不少在发表后读者反映良好,认
为本刊保持了较高的学术水平.但也有一些稿件因不符合本刊的要求而未能通过审稿.为了帮助广大作者尽快

地把他们的优秀研究成果发表在我刊上,特此列举一些审稿过程中经常遇到的问题,请作者投稿时尽量予以避

免,以利大作的发表. 
1. 读书偶有所得,即匆忙成文,未曾注意该领域或该研究课题国内外近年来的发展情况,不引用和不比较

最近文献中的同类结果,有的甚至完全不列参考文献. 
2. 做了一个软件系统,详尽描述该系统的各个方面,如像工作报告,但采用的基本上是成熟技术,未与国内

外同类系统比较,没有指出该系统在技术上哪几点比别人先进,为什么先进.一般来说,技术上没有创新的软件

系统是没有发表价值的. 
3. 提出一个新的算法,认为该算法优越,但既未从数学上证明比现有的其他算法好(例如降低复杂性),也没

有用实验数据来进行对比,难以令人信服. 
4. 提出一个大型软件系统的总体设想,但很粗糙,而且还没有(哪怕是部分的)实现,很难证明该设想是现实

的、可行的、先进的. 
5. 介绍一个现有的软件开发方法,或一个现有软件产品的结构(非作者本人开发,往往是引进的,或公司产

品),甚至某一软件的使用方法.本刊不登载高级科普文章,不支持在论文中引进广告色彩. 
6. 提出对软件开发或软件产业的某种观点,泛泛而论,技术含量少.本刊目前暂不开办软件论坛,只发表学

术文章,但也欢迎材料丰富,反映现代软件理论或技术发展,并含有作者精辟见解的某一领域的综述文章. 
7. 介绍作者做的把软件技术应用于某个领域的工作,但其中软件技术含量太少,甚至微不足道,大部分内

容是其他专业领域的技术细节,这类文章宜改投其他专业刊物. 
8. 其主要内容已经在其他正式学术刊物上或在正式出版物中发表过的文章,一稿多投的文章,经退稿后未

作本质修改换名重投的文章. 
本刊热情欢迎国内外科技界对《软件学报》踊跃投稿.为了和大家一起办好本刊,特提出以上各点敬告作

者.并且欢迎广大作者和读者对本刊的各个方面,尤其是对论文的质量多多提出批评建议. 
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