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散乱分布数据曲面重构的光顺-有限元方法
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Abstract: A finite element method to reconstruct 3D surface from the scattered data is presented in the paper. 
Based on the theories of optimal approximation and data smoothing, a positive definite functional is constructed and 
minimized by using the finite element best-fitting technique, then the optimal solution is obtained and the 3D 
surface is reconstruct by eight-node isoparametric finite element interpolation. The influence of noise in input data 
is eliminated effectively by the smoothing-finite element method. The number of input data required in the 
presented method is less than that in finite element fitting. The surface reconstructed is of high approximating 
precision and good smoothness. Numerical results show that this method is simple and expedient to use. 
Key words: surface reconstruction; scattered data; finite element; smoothing; optimal approximation 

摘  要: 提出了一种基于散乱分布的数据点重构三维曲面的有限元方法.根据最佳逼近与数据光顺理论建立

正定的目标泛函,采用有限元最佳拟合使泛函极小化,求得最优解.通过八节点等参数有限元插值计算,重新构造

出三维曲面.这种光顺-有限元方法有效地抑制了输入数据上误差噪声的影响,与有限元拟合方法相比,所需的输

入数据点少,重构的曲面逼近精度高、光顺性好.数值实验表明,该方法简单,便于应用. 
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工程上许多复杂的零件都是由自由曲面构成的,基于散乱数据点重构三维曲面是 CAD/CAM 领域倍受关

注的研究课题.目前已有许多这方面的研究工作[1~13],已提出的曲面重建方法主要包括插值方法[3]、拟合方法[4]、

三角片逼近方法[5]、神经网络方法[6]等等.有限元方法由 Lawson[7]引入 CAGD 中,通过对散乱数据进行插值构

造了曲面,Farin[8]等人对这种方法进行了改进. 
Segalman[9]等人将有限元拟合方法用于实验数据的处理,通过一个选定的光顺参数控制光顺程度,进行光

力学的变形分析.这种方法所需的输入数据点比较少,数据点可以任意形式分布,并可用于处理不规则曲线边界

的问题.本文基于这一思想,从新的角度建立由散乱数据点重构三维曲面的方法.根据 Lagrange 乘子法建立目标

泛函,采用八节点等参元及 Newton-Raphson 方法对目标泛函极小化,从而得到重构的曲面.由于结合了光顺技

术,这种方法对原始数据的噪声误差具有明显的抑制效果,从而提高了曲面的精度与光顺性. 

1   数据光顺与逼近 

1.1   逼近条件 

在区域 Ω内分布 T 个数据点,数据点 的相对噪声误差表示为 ix
 ),(/)]()(ˆ[)( iiiirr uuuE xxxx −=  (1) 

其中 分别为点 处曲面的精确值与数据值. ),( iu x )(ˆ iu x ix

噪声误差式(1)是一个二维随机场,假定其具有无偏性,则有 
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其中 rmsσ 为噪声误差的均方根估计值. 

1.2   光顺准则 

真实的曲面 u 在区域)(x Ω 上通常是连续变化的,几何上比较光顺,而由式(2)直接构造的曲面往往带有激

烈的起伏波动,这是由输入数据的噪声误差造成的.因此,需要附加光顺条件,消除噪声影响.光顺条件可由二阶

导数平方和最小[14]来保证,即 
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其中 为区域D Ω的维数. 

1.3   目标泛函 

满足最佳逼近条件式(2)及光顺条件式(3)的条件极值问题可由 Lagrange 乘子法建立目标泛函: 
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其中 λ为 Lagrange 乘子,ω 为光顺控制因子.为使问题简化,式(4)中以输入数据 u 替代了式(2)中的数据点精

确值 . 
)(ˆ ix

)ix(u

根据使上述泛函取得极小值的极值函数构造的曲面不仅逼近原始数据点,而且抑制了噪声干扰,具有足够

的光顺性. 

2   有限元极值解 

2.1   有限元方程 

对于一维问题(D=1),由泛函式(4)的 Euler-Lagrange方程可解出类似于 Reinsch[14]给出的三次光顺样条函数

的解析解.对于二维(D=2)、三维(D=3)问题,泛函式(4)变得很复杂,解析解很难求得,这里采用八节点等参数有限
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元方法[15]求其数值解. 
将数据点所分布的区域 Ω 分成 个有限单元,共有eN M 个自由度.根据有限元插值方法,泛函式(4)可表示

成如下形式: 
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式中 为全部有限元的节点值构成的列向量; 为单元 e 内的节点值构成的列向量; V

为单元 e 内数据点输入值的倒数构成的列向量; ] 为单元 e 内由数据点输入值构成的对

角矩阵; 为单元的形函数行向量;
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N N~ 为 T 行形函数矩阵,其每一行对应单元 e 内一个数据点处的形函数行向

量; 为单元 e 内包含的数据点数. 
e

eT

由泛函式(5)的极值条件,一阶变分为 0,得到有限元方程: 
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其中, 及,1K 2K P 分别为 MM × 阶矩阵及 M 行列向量,其形式与有限元结构分析的刚度矩阵及载荷向量类似,

称其为“拟刚度矩阵”及“拟载荷向量”,分别由区域 Ω的 个 及 组拼而成. eN ,1
eK e

2K eP

式(9)包括 1+M 个方程,由该方程组可确定出U 的 M 个未知数及 Lagrange 乘子 λ . 

2.2   光顺-有限元及有限元拟合与插值 

这种重建曲面的方法结合了对原始数据的光顺处理,因此称其为光顺-有限元方法,原始输入数据是该方法

的基本已知量.重建曲面的光顺程度可以通过调整式(4)中光顺因子ω 的大小来改变,ω 增大,曲面的光顺程度

增加,逼近程度降低.另一方面,随着 λ的增大,式(4)的逼近项作用增强,当 ∞→λ 时,式(4)完全退化成有限元最小

二乘拟合问题,这时非线性方程组(9)退化为线性方程组: 
 .2 PUK =  (10) 

随着 λ的减小,光顺项的作用增强,当 0=λ 时,重建的曲面退化为平面. 
对于有限元最小二乘拟合问题,每个单元内的数据点数通常不能少于单元的自由度数,否则,可能会导致有

限元方程的系数矩阵奇异,无法求解.当总的数据点数刚好等于有限元的总自由度数时,有限元最小二乘拟合问

题又退化成有限元插值问题,这时,重建的曲面严格通过给定的数据点. 
在光顺-有限元方法中,由于光顺项的作用,当某些单元内的数据点少于单元的自由度数时,有限元方程的

系数矩阵仍不产生奇异,方程仍能求解.通常所采用的有限单元数量越多,描述曲面的效果越好,由于光顺-有限

元方法单元内的数据点数可以少于单元自由度数,因此,这种方法可以采用比最小二乘拟合更少的原始数据点,
因此具有更强的描述曲面的能力. 

3   有限元极值解 

式(9)是关于 λ的非线性方程组,必须采用迭代方法来求解.为加快求解迭代速度,取 ,由式(9)定义: βλ 10=
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)(βF 是反映逼近程度的函数,Lagrange 乘子中的参数 β 由以下非线性方程来求解: 
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由式(9)和式(11)得到 
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对于任意向量U ,由于 
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从而 为正定矩阵,其逆也正定,故21
1 KK +−λ 0d/d <βF 恒成立,因此, )(βF 是单调递减函数. 

图 1(a)给出了目标曲面为方程式(19),5×5 个八节点等参单元,169 个散乱分布的模拟数据点对应的函数

)(βF
)(

;图 1(b)给出了目标曲面为方程式(20),7×7 个八节点等参单元,225 个均匀分布的模拟数据点对应的函数

βF .从中可看出函数的单调递减性. 

−6 −4 −2 0 2 4 6

3 

4 

5 

6 
F(β) 

 β  β 

4
F(β)

−4 −2 0 2 4 6 8 

3

2

1

0

(a) Equation (19), 5×5 elements, 169 input data
(a) 方程式(19),5×5 个单元,169 个数据点 

(b) Equation (20), 7×7 elements, 225 input data 
(b) 方程式(20),7×7 个单元,225 个数据点 

当 非奇异时,其最小值为 2K

Fig.1  F(β) curve 
图 1  F(β)曲线 

  (15) .~~~~)(lim)(
1

12
min ∑

=

−−

∞→
−==

T

i
e

TTT
eTFF VNNΛNNVββ

β

由 及 的定义不难发现 ,只要适当地选择光顺控制因子Λ eV ω ,当 β 趋于比较大的正数时 ,必有 −)(βF  

成立.另外,当0<2
rmsωσT β 趋于绝对值比较大的负数时,由泛函式(4)确定的极值曲面趋于平面,由式(11)的第 1

个方程式不难断定,这时函数 )(βF 的值将变得很大,故必有 .因此,方程式(12)有惟一根存在. 0)( 2− ωσβF rms >T
采用 Newton-Raphson 迭代法,由式(9)得到计算参数 β 的迭代格式如下: 

 . 
)10(

)1(2
10ln2

10
)10(

1
1

211

2
rms2

2

1

1
21









+
−+−

+=

+=

−−+

−−

k
TT

k

T
kk

T
k

kk

k

k

k

k

T
UKKKKU

PUUKU
PKKU

β

β

β

ωσ
ββ

 (16) 

4   应用实例 

4.1   输入数据模拟与计算精度评定 

数据点的数值由精确值迭加随机噪声来模拟,计算公式为 
 ),,()1(),(ˆ max iiiii yxuEryxu +=  (17) 
其中 为数据点 i 的精确值, 为随机数,),( ii yxu ir ,11 ≤≤− ir maxE 为噪声幅值. 

计算精度由下式计算的均方根误差 来度量: rmsE
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其中 为样点 i 的计算值, 为样点 i 的精确值, 为测量区域内精确值的平均值. calP excP aveP
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4.2   计算结果及分析 

对球面及 Gaussin 函数曲面进行仿真实验.球面方程为 

 ].6,6[  ],6,6[  ,5)10()10(),( 22 −∈−∈−−+−= yxyxyxu  (19) 

取 5×5 个八节点等参单元,10×10 个模拟数据点.由式(17)在数据点生成带有噪声的数据,此处取 Emax=0.3,
此时实际噪声的均方值为σrms=16.71%.图 2(a)为精确球面,图 2(b)为由式(17)迭加随机噪声后的数据曲面,图 2(c)
为有限元最小二乘拟合 (λ−1=0) 的曲面 . 取光顺因子 ω=1, 初值 β0=0, 由式 (16) 经三次迭代后收敛于

β=−0.1935(λ=0.6405).图 2(d)为光顺-有限元处理后重建的曲面. 

(b) Original data 
 

(b) 原始数据 

(a) Exact function
 

(a) 精确函数 

(c) Results of FEM fitting
 

(c) 有限元拟合结果 

(d) Results of smoothing- 
finite element 

(d) 光顺-有限元结果 
Fig.2  Reconstruction example of sphere 

图 2  球面重建实例 
可以看出,有限元最小二乘拟合的曲面误差比较大,而光顺-有限元重构的曲面则与真实曲面极为接近.尽

管原始数据带有σrms=16.71%的随机误差,但重建的曲面由式(18)计算出的误差仅为 6.092%, 的误差为

29.014%, 的误差为 35.172%. 
xu ∂∂ /

yu ∂∂ /

Gaussin 函数方程为 

 ].1,1[  ],1,1[  ,1)
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π2
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 (20) 

取 7×7个八节点等参单元,15×15个模拟数据点.由式(17)在数据点生成带有噪声的数据,取 Emax=0.1,此时实

际噪声的均方值为σrms=5.727%.图 3(a)为精确曲面,图 3(b)给出了由式(17)迭加随机噪声后的数据曲面,图 3(c)
为有限元最小二乘拟合 (λ−1=0)的曲面 .取光顺因子ω=1,初值β0=0,由式 (16)经六次迭代后收敛于β=2.175 
(λ=149.48).图 3(d)为光顺-有限元处理后重建的曲面. 

(c) Results of FEM fitting
 

(c) 有限元拟合结果 

(d) Results of smoothing-finite 
element 

(d) 光顺-有限元结果 

(a) Exact function 
 

(a) 精确函数 

(b) Original data 
 

(b) 原始数据 
Fig.3  Reconstruction example of Gaussin surface 

图 3  Gaussin 曲面重建实例 

原始数据带有σrms=5.727%的随机误差,重建曲面的误差仅为 2.175%, xu ∂∂ / 的误差为 57.124%, 的误

差为 44.847%.可以看出,有限元方法重构的曲面与真实曲面的逼近精度比较好. 

yu ∂∂ /

图 4 给出了 4 种有限元计算格式.通过这 4 种计算格式,以检验光顺-有限元处理散乱数据的效果.图 4(a)采
用 5×5 个八节点等参单元,100 个均匀分布的数据点;图 4(b)采用 5×5 单元,100 个散乱分布的数据点;图 4(c)采用

5×5 单元,169 个散乱分布的数据点;图 4(d)采用 7×7 单元,324 个散乱分布数据点. 
目标曲面为式(19)的球面,由式(17)在数据点生成带有随机噪声的数据,取 3.0max =E , 1=ω .表 1 给出了曲

面函数值及一阶偏导数的计算精度.可以看出,基于散乱的数据点,光顺-有限元能重建出比较理想的曲面.另外,
对于有限元最小二乘拟合问题,每个单元内的数据点数通常需大于或等于单元的自由度数,否则,可能导致有限

元方程的系数矩阵奇异,无法求解.对于八节点等参元,单元内不应少于 8 个数据点.但由表 1 可以看出,采用光顺-
有限元方法,当单元内取 4 个甚至个别单元取两个数据点时,仍可求解,这是由于光顺项作用的结果. 
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(a) (b) (c) 

Fig.4  Finite element meshes and distribution of input data locations in four calculation modes 
图 4  4 种计算格式的有限元网格及数据点分布 

(d) 

光顺因子ω 的取值直接影响 Lagrange 乘子 λ ,随着ω 的减小, λ会增大,逼近效应有所增强,曲面与原始数

据越来越接近,而光顺效应减弱.如果原始数据包含有较大的噪声信号,则曲面上将有较多的起伏波动.反之,随
着ω 的增大, λ 会减小,这时光顺效应有所增强,而逼近效应减弱,曲面与原始数据的偏离越来越多,但曲面却越

来越光顺. 
表 2 给出了 5×5 个八节点等参单元,169 个散乱分布的数据点,目标曲面为式(19)的球面,由式(17)在数据点

生成带有随机噪声的数据, 3.0max =E ,初值 00 =β ,4 种光顺因子下计算的迭代次数、 β 值及曲面函数值与一阶

偏导数的计算精度. 
当β≤−15.5(λ≤10−15.5)时,逼近项的作用完全消失,重构的曲面退化成平面. 

Table 1  Calculated results of four modes in Fig.4 
 

表 1  图 4 中 4 种计算格式的计算结果 

Table 2  The effect of smoothing paremeter 
ω on calculating precision 

表 2  光顺因子ω 对计算精度的影响 
Erms (%) Erms (%) Calculating 

mode 
No. of input data 
in each element β u ∂u/∂x ∂u/∂y ω Iteration

times β u ∂u/∂x ∂u/∂y 
Fig.4(a) 4 −0.194 6.092 29.014 35.172 0.72 8 1.818 8.796 73.456 64.306 
Fig.4(b) 2~6 −1.027 7.355 38.531 44.327 0.81 5 1.327 8.330 54.141 51.753 
Fig.4(c) 4~10 −0.689 7.081 31.055 45.517 0.90 4 0.550 7.474 39.807 44.790 
Fig.4(d) 4~10 −5.223 6.870 42.345 29.734 1.00 3 −0.689 7.081 31.055 45.517 

4.3   不规则曲面重建实例 

图 5 是一个不规则曲面重建的实例.方形区域内分布 225 个测点(如图 5(a)所示),图 5(b)是直接由原始数据

构成的曲面.方形区域分割成 7×7 个八节点等参单元,包含 176 个有限元节点,每个单元包含 4~8 个数据点.取
ω=0.95,β0=0,收敛精度取为ε=10−5,经五次迭代后收敛于β=−2.305.图 5(c)给出的是由有限元拟合的曲面,图 5(d)
给出的是由光顺-有限元方法重建的曲面.可以看出,光顺-有限元方法重建的曲面比较光滑,而有限元拟合的曲

面却包含了较多的起伏波动. 

(a) Finite element mesh and
distribution of input 

data locations 
(a) 有限元网格与数据点分布

(b) Original input data 
 
 

(b) 原始数据 

(c) Results of FEM fitting
 
 

(c) 有限元拟合结果 

(d) Results of smoothing- 
finite element 

 
(d) 光顺-有限元结果 

Fig.5  Reconstruction of an irregular surface 
图 5  不规则曲面的重建 

5   总结与结论 

(1) 本文提出了一种基于不规则分布的数据点重建三维曲面的光顺-有限元方法.该方法根据数据光顺与

最佳逼近相结合的概念建立目标泛函,采用有限元法求解,并通过 Newton-Raphson 方法计算 Lagrange 乘子. 
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(2) 计算实例表明,该方法具有比较好的滤除误差噪声的效果,重建的曲面具有较高的逼近精度和光顺性. 
(3) 该方法对数据点分布形式没有任何特殊要求,对均匀及散乱分布数据点的曲面重建问题同样适用. 
(4) 采用这种方法所需的数据点数远少于拟合与插值方法,因而其描述曲面的能力更强. 
(5) 该方法采用了八节点等参数单元,对数据点所分布的区域形状没有任何限制,可用于任意不规则边界

的曲面重建问题. 
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