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摘  要: 给出一种在容积约束 Power 图结构上的图像分片多项式逼近方法.将 Power 图的权重与图像颜色信息相

关联,设计了一种带容积约束 Power 图的顶点位置与权值交替优化的图像逼近算法.该算法运用误差反馈机制以及

图像显著性检测等方法生成密度函数图像,并根据原始图像的颜色信息和得到的密度函数图像分两次来指导初始

化点集生成,通过构建最终的 Power 图来逼近目标图像.利用 Power 图对目标图像进行区域分割,定义了度量逼近误

差的带容积约束的优化能量函数,分别计算能量函数关于位置和权重的梯度,将原问题分解为两个子问题分而治之,
借助密度函数图像生成的高效初始化点分布,通过不断更新 Power 图的顶点位置和权值得到相对较优的 Power 图,最
终拟合出逼近图像.实验结果表明,该算法能够较好地逼近彩色图像,并有效保持了图像显著区域的特征. 
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Image Approximation on Capacity-Constrained Power Diagram 
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Abstract:  This paper proposes a novel method for piecewise polynomial image approximation based on the capacity-constrained power 
diagram. By associating the weights of a power diagram with the image color information, an efficient image approximation algorithm is 
designed which alternately optimizes the positions and the weights of a capacity-constrained power diagram. This method defines the 
density function by using error feedbacks and the saliency information of the original image, which guides the generation of the initial 
point distributions in the optimization. It solves the color image approximation problem by constructing the optimal power diagram. A 
capacity-constrained energy function is defined to measure the approximate error based on power diagram, and the explicit formulas are 
given for computation of the gradients of the energy function. The optimization of the energy function is converted into two sub-problems, 
which are tackled by alternately moving the point positions and updating the weights of the points of the power diagram. Experimental 
results show the correctness and efficiency of the method above. 
Key words:  Power diagram; image approximation; salient region detection; error feedback mechanism; capacity-constrained 

由于图像在某点的颜色值可以看做某个函数在该点的函数值,因此图像逼近问题,本质上也属于函数逼近
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问题.本文问题的数学模型是将图像看做一个目标函数,对该目标函数,在其定义域上生成一个新函数,使二者

之间的误差尽可能小.本文采用多项式分片逼近的方法,通常需要在目标函数的定义域上构造多个新函数来逼

近它,即采用分片的方式对目标函数进行逼近.对目标函数定义域的分割有许多方法,例如 Chen 等人[1]利用

Voronoi 剖分的方法,最终将函数逼近问题转换为区域分割问题.这类区域分割问题有两个主要追求目标,一是

在保证逼近质量的前提下,致力于减少分割出的区域数量;另一个是在区域分割数量一定的条件下,提高分割的

质量,最终来提高逼近质量.然而由于 Voronoi 图固有的性质,不能充分表达原始图像的颜色信息变化,导致最终

的区域分割效果相对较差,而且不够灵活,不能解决一些特殊的图像逼近问题.本文以此为出发点,提出在 Power
图上构造图像的分片多项式逼近,利用 Power 图对目标图像,即目标函数的定义域进行有效分割,充分挖掘

Power 图更多的优化自由度.同时利用图像处理技术,主要有误差反馈机制、图像显著性检测以及数学形态学中

对图像像素的操作等,来提高逼近质量和减少算法执行所需的时间.对于目标函数与逼近函数之间的误差,本文

定义了一个度量这种误差的带容积约束的能量函数,并通过本文的算法减少能量函数值来减少逼近误差.实验

结果表明,对于 RGB 彩色图像的逼近,本文带容积约束的图像多项式分片逼近算法与其他方法相比,效果相对

较好,逼近更加灵活,可以更好保持图像显著区域的特征,而且算法运行所需时间更少.本文的主要贡献如下: 
● 提出将 Power 图的权重与图像颜色信息相关联来解决图像逼近问题,与以往的方法相比,该方法具有更

多的灵活性,逼近效果相对更好. 
● 定义了度量逼近误差的带容积约束的能量函数,将原问题分解为两个子问题,并设计出一种带容积约束

的顶点位置与权重交替优化的多项式分片逼近算法. 
● 提出使用误差反馈机制、图像显著性检测以及数学形态学中对图像像素操作的技术来生成指导初始化

点分布的密度函数图像,为带容积约束的多项式分片逼近算法提供了更好的初始化.合理的初始化点分布有助

于对减少算法的执行时间和提高最终的逼近质量. 

1   相关工作 

图像逼近因其在实际中的广泛应用而一直被学者们所关注,提出了许多高效的算法以及其他研究成果.图
像逼近的一般方法是识别图像的特征,依据图像特征用不同的方法提取出图像的几何信息,然后利用这些提取

到的几何信息拟合图像的像素,最终实现图像的逼近.Lecot 和 Lévy[2]提出了一种用于图像几何信息提取和将位

图转换为矢量图的算法,这一算法能够自动地计算向量元和梯度的集合,从而很好地逼近图像.该方法基于一种

变分的分割算法,可以更好适应图像的特征,同时也注重逼近一些重要区域的细节,这些区域或者来自于用户选

择的重要区域,或者来自于眼球的追踪数据.甘涛等人[3]提出了基于互相关估计的快速图像逼近算法,可以有效

地降低单次迭代内积的运算复杂度,这样可降低总的复杂度.彭洲等人[4]提出了基于 Tetrolet 变换的图像稀疏逼

近算法,用于克服图像逼近算法通用性不强的缺点,这是一种不受图像特征限制的图像稀疏逼近算法. 
也有学者提出应用数据依赖三角化的逼近方法[2,5−7],他们利用数据依赖三角形对图像区域进行分割,并利

用每个三角形内的像素簇来拟合出原始图像.然而由于图像不同部分像素的剧烈变化,特别是图像的轮廓线处,
其变化不连续.为了在逼近图像中拟合出这些剧烈的变化,需要在这些地方使用更多的三角形,特别是小三角形.
其中 Dyn 和 Levin[5]利用三角形的顶点位置信息来构建三角剖分.Kreylos 和 Hamann[6]利用模拟退火算法来实

现对顶点位置的控制,选择点的集合并且改变三角形,获得顶点位置和三角形,再拟合出最终的逼近图像.Su 和

Willis[7]则提出在像素级别上应用数据依赖三角化的图像插值方法,这种方法可以应用于任意分辨率图像的增

强以及在连续空间内对静态图像的任意旋转等操作,高分辨率的图像是从低分辨率的图像在像素级别上的数

据依赖三角形中插值得到的.Li 和 Adams[8]与前面 3 者的数据依赖三角化方法有所不同,作者的框架基于三角

网格的生成,但是认识到统一采样会造成某些区域点密度过高而在其他区域点密度过低的弊端,巧妙地利用图

像中的依附于对象边界的几何结构,提出了非统一采样技术,即通过不断的向三角网格中适当的位置加点的策

略来生成三角网格. 
另有学者提出利用 Voronoi 图的理论在 Voronoi 图上进行分片逼近函数的方法,Chen 等人[1]同时实现了分
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片常量逼近、分片线性逼近和分片二次逼近,利用 Voronoi 剖分拟合出逼近图像.肖艳阳等人[9]则在 Voronoi 图
的理论基础上,提出了基于重心坐标的分片函数逼近方法,并将其应用在图像逼近问题上.Aurenhamme[10]提出

一种在有界区域内生成带容积约束的 Power 图的方法,这种方法可用于多种距离度量方程,像加法带权 Power
图[11]和乘法带权 Power 图[12]等.Nivoliers 和 Lévy[2]利用带约束的 Voronoi 图,通过优化一个度量逼近质量的能

量函数来实现分片常量逼近.受此启发,本文利用计算几何中更加通用的 Power 图的相关理论,将原始图像的颜

色信息与 Power 图的权重关联起来,再辅之以误差反馈机制、图像显著性检测以及数学形态学中对像素操作

的技术,提出了一种带容积约束的顶点位置与权重交替优化的多项式分片逼近算法,来解决图像逼近的问题. 

2   背景知识 

Power 图在数学和其他科学领域已经被研究了相当长时间,它在背包问题、覆盖范围问题、照明问题等方

面扮演着非常重要的角色,甚至在结晶学、冶金学和经济学中也有着许多实际应用[10].根据 Power 距离定义的

不同,Power图有许多不同的版本,本文所用的 Power图的数学描述如下:假定二维平面区域D∈R2上有带有权重 

的顶点构成了集合 { } 1
N

i iX
=

= x ,每个点 xi∈X 对应的权重为 wi,所有的点对应的权重构成了集合 { } 1
N

i iW w
=

= ,D 上

任意一点 x到点 xi的 Power距离定义为 2( , ) || ||i i ipow w= − −x x x x ,于是点 xi对应的 Power区域υi是到 xi的 Power 

距离小于等于到任意 xj∈X–{xi}的 Power 距离的顶点的集合,即υi={x∈D|pow(x,xi)≤pow(x,xj)},i=1,…,N,不考虑

整个定义域的无限区域,υi 一般来说是一个凸多边形区域,所有点的 Power 区域构成了 D 的一个划分,即 Power 
图,记为 { }N

i iV υ= . 

图 1 是 Voronoi 图和 Power 图的对比示意图,为了简单说明,这里给出 13 个点的 Voronoi 图和 13 个相同坐

标点的 Power 图,其中绿色的圆圈表示对应点的权重.根据 Power 图中 Power 距离的定义易知,当不同点权重相

等时 Power 图即为 Voronoi 图.Power 图是 Voronoi 图的推广,与 Voronoi 图相比灵活性更强,将原始图像中的颜

色信息与 Power 图中的顶点位置和权重关联起来,能够很好地捕获图像中比较尖锐的轮廓和区域,用于图像逼

近具有更多的优势. 

  
Fig.1  Comparison of Voronoi diagram(left) and Power diagram(right) 

图 1  Voronoi 图(左)与 Power 图(右)的对比示意图 

3   带容积约束的图像分片逼近算法 

3.1   能量函数的定义与优化 

图像可以看做一个分片常数的函数 F:Ω→C,其定义域 Ω={0,…,w–1}×{0,…,h–1}是宽为 w,高为 h 的规则网

格,值域 C 是颜色空间,通常是三维的,例如 RGB 空间.因此彩色图像的逼近问题可以看成是函数的多项式逼近

问题.多项式逼近问题的实质可以理解为将任意目标函数表达为多项式空间的一组基底的线性组合.本文采用

带容积约束的分片多项式逼近方法,将图像用 Power 图分割成 N 个子区域,则图像函数 F(x)可以由各个子区域

上的多项式分片逼近,记为 F*(x).如果 Power 图划分已给定,则逼近函数 F*(x)可以通过求解一个最小二乘问题

而唯一确定 .因此 ,逼近误差大小完全取决于目标函数定义域的 Power 图剖分 ,即由 Power 图顶点位置 
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{ } 1
N

i iX
=

= x 和权值 { } 1
N

i iW w
=

= 决定.因此,本文定义度量逼近误差的带容积约束的能量函数如下: 

 
2

, , 1
min ( , ) min ( ) ( ) d

υ
∗

=

= −∑∫
i

N

X W X W i
E X W F F ，x x x  (1) 

 满足 ( )d =
υ
ρ∫

i
m，x x  

其中 ρ(x)为用户定义的密度函数,m 为常数,用于控制 Power 区域υi 的大小.本文的目标是在优化逼近误差函数

的同时,使每个顶点的 Power 区域内的像素的总质量都等于常量 m,这里 m 定义为每个 Power 区域的容积,m 取

图像中所有像素的总质量的 1/N. 
以 RGB 三通道的彩色图像为例,它的红色通道、绿色通道和蓝色通道 3 个通道在某点 x 处的颜色值可以

看做是 3 个函数的函数值,将这 3 个函数分别记为 R(x)、G(x)、B(x),逼近函数分别记为 R*(x)、G*(x)、B*(x).
实验表明,若分别逼近这 3 个函数,再将最终的 3 个函数值合成彩色 RGB 图像,会产生 3 个不同的 Power 图, 而
且计算量将增加,逼近效率也将下降.因此本文在同一个图像上同时逼近这 3 个函数,于是在每个子区域上的逼

近误差可以表示为下式 

 
2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )F F R R G G B B∗ ∗ ∗ ∗+− = − + − −x x x x x x x x  

通过上述优化能量函数的定义可知,本文方法需求解一个带约束条件的最小值问题.然而,由于对每个子区域的

容量进行了非常精确的限制,要满足其容积为 m,这样能量函数与约束条件之间存在着非常复杂的关系,使得很

难直接采用现有的优化算法进行优化.为了简化问题,我们将问题(1)转为如下两个子问题: 

 
2

1
1

min ( , ) min ( ) ( ) d
υ

∗

=

= −∑∫
i

N

X X i
E X W F Fx x x  (2) 

 
2

2
1

min ( , ) min ( )d
υ
ρ

=

= −∑ ∫
i

N

W W i
E X W mx x  (3) 

式(2)通过优化顶点位置,极小化逼近误差;式(3)通过优化 Power 图的顶点权重,使得每个顶点对应的 Power 区域

满足约束条件. 
本文从这两个子问题的属性出发,利用密度函数图来指导初始化点分布,设计了一种顶点位置与权重交替

优化的带容积约束的图像多项式分片逼近算法,下面给出本文算法的整体框架. 
算法 1.  带容积约束的图像逼近算法. 
输入:原始图像,初始化顶点集合 X,最大迭代次数 Imax. 
输出:Power 图和生成的逼近图像.  
Step1. 对原始图像和初始化顶点集合,执行顶点位置优化算法,生成粗糙的逼近图像. 
Step2. 以 Step1 生成的粗糙图像和原始图像为输入,执行密度函数图像生成算法,生成最终的密度函数图像. 
Step3. 根据最终密度函数图像再次初始化顶点集合. 
Step4. 交替执行顶点位置优化算法和权重优化算法,直到迭代次数大于 Imax. 
Step5. 在得到的 Power 图上计算分片多项式逼近,生成最终逼近图像. 
本文要处理的是一个初始化顶点的集合,需要对 Power 图顶点的位置和权重同时考虑,后文将对算法框架

中的子算法和参数调整展开详细的讨论.实验结果表明,这种带容积约束的多项式分片逼近算法,在彩色图像逼

近问题上取得了较好的效果,而且更加灵活,因此是求解本文问题的可行算法. 

3.2   顶点位置的优化算法 

由于本文的优化问题是多变量优化问题,在设计顶点位置优化算法时,将权重看做常量,设计权重优化算法

时,将顶点位置看做常量.先讨论顶点位置优化算法,这里需要先求出其关于位置的梯度.用 Ωi 来表示顶点 xi 的
邻域点的序号集合,为了求出能量函数 E1(X,W)关于顶点 xi的偏导数,只需关心与 xi有关的项.由此,求解能量函

数对顶点 xi的偏导数有 
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 ( )2
1

{ }
( , ) ( ) ( ) d

υ

∗

∈

∇ = ∇ −∑ ∫
∪ jj i

E X W F F
i ix x x x x

iΩ
 

观察易知,积分变量同时出现在积分区域与被积函数之中,因此可以使用广义莱布尼茨规则[13]来简化上述公式.
广义莱布尼茨规则的正式数学描述是:给定一个关于时间变量 t 连续光滑的二维平面区域 Dt∈R2,f(x,t)是给定的

在 Dt 上的一个连续函数,其中 x∈Dt,v=∇tx 表示 Dt 的区域边界∂Dt 上关于变量 x 的矢量函数,∂Dt 上方向指向外

的单位法向量表示为 n,则一般形式的莱布尼茨公式为 

( )( , )d , d ( ) d∇ = ∇ + ∂ ⋅∫ ∫ ∫
t t t

t t tD D D
f t f t f D sx x x x ν n  

这里,ds 表示 Dt 的区域边界∂Dt 上的弧长元素.根据此莱布尼茨公式,可以将能量函数关于变量 xi的偏导数改

写为 

 ( ) ( )2 2 2
1

{ }
( , ) ( ) ( ) d ( ) ( ) ( ) ( ) d

υ

∗ ∗ ∗

∈ ∈

∇ = ∇ − + ∇ − − − ∇ ⋅∑ ∑∫ ∫
∪ j

i j
j i j

E X W F F F F F F s
i i i i

*
ij

x x x x
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这里, *
ije 表示υi 与υj 的公共边界.上式等号右边第 1 项,根据文献[14]中的包络定理有 

 ( )2
( ) ( ) d 0

υ

∗∇ − =∫
j

jF F
ix

x x x  (5) 

根据 Power 图的性质,当所有顶点的权重相等或者为 0 时,顶点 xi与顶点 xj的 Power 区域的公共边界 *
ije 恰好为

它们的垂直平分线,于是对于公共边界 *
ije 上的顶点 x 有(x–0.5(xi+xj))·(xj–xi)=0 两边同时关于 ix 求偏导数, 

整理后有∇xix=(x–xi)/(xj–xi),于是得到 

 ( )∇ ⋅ = − −
ix i j ix n x x x x  (6) 

将式(5)和式(6)代入式(4)有 

( )2 2
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上式即为能量函数关于顶点的梯度公式,利用该梯度公式,即可设计本文更新 Power 图顶点的位置优化算法. 
本文对能量函数 E1(X,W)的优化属于数值优化的范畴,实验发现,已有的许多经典的高效算法,例如 L-BFGS

算法以及文献[15]所用的基于梯度的新优化算法等对本文问题的优化效果并不好.Chen等人[1]提出了改进的自

适应地修正迭代步长的类似梯度优化算法,其算法的基本思想是将每次迭代中梯度下降的步长除以梯度的模

长,这样就修正了梯度下降的方向,强制地更新顶点的位置,使算法达到指定的迭代次数.本文直接借鉴其算法

思想,设计了顶点位置的优化算法,具体过程如下.首先,Power 图顶点的位置的更新按照如下的公式进行 

[ 1] [ ] [ ] ( , ) ( , ) , 1, ... , ,λ+ ∂ ∂
= − =

∂ ∂
j j j

i i i
E X W E X W i N

i i

x x
x x

 

其中 [ ]j
ix 与 [ 1]j

i
+x 分别表示连续两次迭代过程中顶点 xi更新前和更新后的位置,j 表示迭代的次序, [ ]j

iλ 表示每一 

次迭代过程用到的步长的系数变量,它的控制对于本文算法的执行非常关键.为了使它的值随着迭代次数的增

加而减小,按照如下的公式计算 

[ ] [0] max(0.5) , 1,..., ; 1,..., max 1,λ λ −= = = −
j

j I j
i i i N j I  

其中,Imax 是给定的最大迭代次数, [0]
iλ 是 Power 图节点 xi的初始步长,它的计算本文设计为与 xi所在的 Power 

区域υi 的面积有关,这样可以产生自适应的效果,对能量函数的优化以及 Power 图的最终的顶点分布能够产生 

较好的影响,其计算按照公式 [0] ( ), 1,...,i iarea i Nλ τ υ= = 进行,这里的τ是缩放因子,在本文中它是一个至关重要 

的参数,它决定了 Power 节点位置更新的快慢,其值在迭代开始的时候设置为 0.5,之后调整为 0.25. 

3.3   顶点权重的优化算法 

设计权重优化算法时,将顶点位置看做常量.对于给定的顶点集合 X,当密度函数为常数时,对应的 Power 图
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的每个 Power 区域的容积相等意味着面积也相等,而当密度函数不是常数时,对应的 Power 图的每个 Power 区
域容积相等时,它们的面积可能是不相等的.图 2 分别示意了不同密度函数的 Power 图,其中左图的图像函数以

纯亮色来示意为常数,右图的图像密度函数以颜色从左到右由暗变亮示意线性增加.由图可知,函数值越大,对
应的 Power 区域的面积就越小,利用这一性质,将顶点的权重关联为每个 Power 区域的容积可以有效地捕捉到

图像的几何特征,为图像逼近提供帮助,下面详细说明权重优化算法. 

  

Fig.2  Power diagram with different density functions 
图 2  不同密度函数图像的 Power 图对比 

本文对于权重的优化,主要使每个 Power 区域的容积相等,将顶点位置看做常量,需要求出式(3)关于权重 wi

的梯度.这里只需关心式(3)中与 wi 有关的项,对权重 wi 求偏导数 
 2 ( , ) 2 2

i i iw i w i i w j
j

E X W m m m m m m
∈

∇ = − ∇ + − ∇∑
iΩ

 (7) 

这里先求解出
iw im∇ 和

iw jm∇ ,再化简上式.根据约束条件方程,两边同时对 wi 求导有 

( )d
υ

ρ∇ = ∇ ∫i i

i

w i wm x x  

这里 ρ(x)表示上文提到的 x 点处的像素值,观察易知,积分变量同时出现在积分区域与被积函数中,再次依据前

面提到的广义莱布尼茨公式,可以将上式改写为 

( )d ( )( )d
υ

ρ ρ
∈

∇ = ∇ + ∇ ⋅∑∫ ∫i i i
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w i w w
j

m
*
ije
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其中, *
ije 为第 i 和第 j 两个相邻 Power 区域的公共边界.上式右边第 1 项显然为 0,再根据文献[16]中关于 

Power 图的性质,容易得到 

 0.5
iw i ij

j
m ρ

∈

∇ = −∑ *
ij ije e

iΩ
 (8) 

其中,eij表示两个相邻顶点之间的连线, ijρ 表示 eij上密度的平均值, ⋅ 表示线段的长度,类似的推导过程可 

以得到 

 0.5 ijiw jm ρ∇ = − *
ij ije e  (9) 

将式(8)和式(9)代入式(7)即可得到式(3)关于权重的梯度公式 

2 ( , ) ρ ρ
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对于给定的顶点集合 X,求最终的 Power 图使每个 Power 区域的容积相等,采用与位置优化算法类似的方法.这里 

为达到自适应优化步长控制,每一次迭代过程用到的步长的系数变量 [ ]j
iλ 按公式 [ ]j

i im mλ τ= − ,i=1,2,…,N;  

j=1,2,…,Imax–1 计算,其中│m–mi│表示第 j 次迭代过程中第 i 个 Power 区域υi 的容积与所有区域的平均容积的

误差绝对值,τ是缩放因子.实验证明,这里的τ取 1.8 较为合适.算法终止条件是达到最大迭代次数 50. 
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优化完权重后,本可以让顶点带着权重继续优化位置的,然而由于 Power 图固有的性质,在优化位置的过程

中,每个顶点带着权重容易出现退化现象,即出现某些 Power 区域内有多个顶点的情况,这对于基于 Power 图的

位置优化算法的执行非常不利.这里运用文献[8,17,18]中常用的 Lloyd 算法将顶点移动到 Power 区域的重心位

置,并将权重重置为 0 来解决这一问题,这样就为位置优化算法重新启动做足了准备,实验证明效果相对较好. 

4   密度函数图像生成算法 

本文的初始化点分布采用误差扩散算法,不同的初始化点分布对图像的逼近效果影响较大,如图 3 所示,(a)
表示直接在原图上利用误差扩散算法初始化后的点分布,这样的初始化对于一些离老虎较远的点可能经过很

多次的位置更新也无法到达老虎身上,这对于逼近质量的提高贡献较小,(b)是经过处理后,在得到的密度函数图

上利用误差扩散算法生成的初始化点分布读入到原始图像上的效果,此时的点分布已经与图像非常的逼近了,
这样只需较少次数的迭代即可达到较高的逼近效果. 

    

(a) 直接在原图上利用误差扩散   (b) 在密度函数图上利用误差      (c) 迭代 25 次的中间             (d) 最终结果 
算法生成的初始化点分布     扩散算法生成的初始化点分布            结果 

Fig.3  Different initial point distributions and the effect of the iterations 
图 3  不同初始化点分布对比和迭代过程中点分布的变化 

本文优化方法借鉴了文献[11]中的算法思想,但通过实验发现其算法存在以下不足:一方面,给定最大迭代

次数后,仅在开始后和将要结束的迭代中能量函数值的减小效果比较明显,中间的迭代用去了大部分的时间,但
是能量函数减小较少,即能量函数的减小与迭代次数非常不成比例;另一方面,该方法最终的区域分割中许多区

域过小点对于图像逼近没有什么贡献.如图 4 所示,蓝线表示位置优化算法对图 5 中的原始图像以缩放因子

τ=0.5 迭代 150 次能量函数的变化过程,绿线表示用密度函数图像生成的初始化点分布对同样的图像以缩放因

子τ=0.25只迭代 50次能量函数的变化过程,由红色对比线可知,用密度函数图来指导初始化点分布,不仅使初始

化时能量函数值较小,而且仅迭代 50 次能量函数值就减少到比直接迭代 150 次更小的值,这对于算法执行时间

的减少和逼近质量的提高效果明显,下面详细说明本文密度函数图像生成算法设计过程. 

 

Fig.4  The value of energy function against the number of iterations 
图 4  能量函数值随迭代次数增加而变化示意图 
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4.1   误差密度函数图的设计 

首先,记原始图像为 M0,在缩放因子τ=0.5 的情况下,运行位置优化算法迭代 15 次,这样可以得到一个比较

粗糙的逼近图像 M1,如图 5 所示,其中(a)为原始图 M0,(b)为得到的粗糙逼近图像 M1,然后取 M0 与 M1 3 个通道

的 RGB 颜色值,按照如下公式来计算误差 

( )2 0 0 1 0 1 3.= − + − + −M M .r M1.r M .g M .g M .b M .b  

再根据此误差值来设计误差密度函数图 M2 的生成:设定一个可供调整的参数 δ作为阈值,当误差值 M2 大于这 
个阈值时,在误差密度函数图上相应位置像素的值设置为 255,当误差值M2小于等于这个阈值时,在误差密度函

数图上相应位置像素的值设置为 0.通过调整阈值 δ可以得到理想的误差密度函数图,如图 4(c)所示.最后根据生

成的误差密度函数图来指导初始化点的分布,使得点尽量多分布在逼近误差较大的区域,这就是本文的误差反

馈机制. 

   

(a) M0                                 (b) M1                                (c) M2 

   

(d) M3                                 (e) M4                                 (f) M5 

   

(g) M6                     (h) 在密度函数图上的初始化点分布        (i) 最终 Power 图和逼近图像 

Fig.5  The pipeline of our algorithm 
图 5  算法处理流程 
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4.2   轮廓密度函数图的设计  

在用 Power 图来逼近图像的过程中,总是希望 Power 图中 Power 区域的公共边界与图像中较明显的轮廓线

相重合,即成功捕获图像中的几何特征,因为只有这样才能使图像中的某些对象被逼近得更好.Henry 等人[19]提

出了一种从一幅图片自动生成一幅线画图的算法,本文仅对原始算法稍加改进,生成黑底白线条的线画图 M3,
如图 5(d)所示.改进后的算法可以在一幅图像中提取出一个连续、光滑的线条集合,这些线条可以有效地捕获和

传递出图像中的重要形状,而这些重要的形状在视觉信息传递中又是非常有意义结构.我们希望利用生成的线

画图来达到帮助 Power 区域的公共边界与图像中的轮廓线重合的目的,然而由于线画图的线条过于纤细,不利

于密度变化相对光滑的点集分布.我们再采用数学形态学[20]中像素膨胀操作,使 M3 中的线条变得粗而光滑一

些,最后生成轮廓密度函数图 M4,如图 5(e)所示.实验发现,在指导初始化点分布上 M4 与 M3 相比因为膨胀后的

线条更粗而在指导初始化点分布上具有更大的优势. 

4.3   显著性密度函数图的设计 

视觉显著性是一种感知性质[21],它使一个物体或者人相对于它们的邻近更加突出而引起人们的注意.为了

更好地逼近图像中的显著性对象,即人类视觉更在乎的对象,而不是仅仅专注于使逼近图像与原始图像差别更

加小,本文引入显著性检测算法来生成显著性密度函数图 M5.已有的显著性检测算法很多,Achanta 等人[21]提出

了一种使用颜色和照明信息的方法来检测显著性对象.该方法使用了更多的颜色和光照信息,可以产生统一高

亮的显著性区域和定义良好的边界,而且实现简单,计算效率较高.本文即采用此算法来生成显著性密度函数图

M5,如图 5(f)所示. 

4.4   最终的密度函数图设计 

为了逼近图像整体,还是为了逼近图像中人们关注的对象,再或者是为了逼近图像中对象的边界,本文设计

了如下的方法来灵活地满足不同需求.对本章前面得到的密度函数图M2,M4和M5在相同位置的像素点分别添

加影响因子α,β,γ,并按照如下公式 
6 2 4 5= α× +β× + γ ×M M M M  

生成新的密度函数图 M6,由它来指导初始化点的分布,这里令α+β+γ=1,这样可以保证 M6 在某个像素点的值不

会超过最大值.当想逼近图像的整体时,可以使α,β,γ三者的取值平均一些;当只希望逼近关心的区域时,可以使γ

的取值相对大些;当图像中有较多明显的特征线,为了逼近图像中区域的边界时,可以使β的取值相对大一些.大
量的实验结果表明,实验结果对 3 个权重分量的鲁棒性是可以保证的.下面给出本文设计的密度函数图像生成

算法: 
算法 2.  密度函数图像生成算法. 
输入:图像 M0,粗糙逼近图像 M1. 
输出:最终的密度函数图像 M6. 
Step 1. 对 M0 与 M1 利用第 5.1 节的方法生成一幅误差密度函数图 M2. 
Step 2. 对 M0 利用第 5.2 节的方法生成一幅线画图 M3,进而对 M3 生成一幅轮廓密度函数图 M4. 
Step 3. 对 M0 利用第 5.3 节的方法生成一幅显著性密度函数图 M5. 
Step 4. 利用 M2、M4、M5 按第 5.4 节的方法生成最终的密度函数图 M6. 

5   实验对比与分析 

本文算法的实现语言为 C++,最终实验结果在 Intel® Core™ 3.1GHz CPU 和 8GB 内存台式机上得到,实现

过程中对 Power 图的生成与优化用到了计算几何算法库 CGAL,对于图像的处理用到了开源计算机视觉库

OpenCV.本文算法理论上适用于任意次数的分片多项式逼近,文中所有例子仅演示了使用分片一次多项式逼近

结果.本文算法的计算量相对较大,特别是对于高分辨率的图像,需要对每个 Power 区域内的像素计算积分.为了

提高计算的效率,同时也为了简化积分的计算,对于 Power 区域的积分计算,采用简单的多点采样计算积分的规
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则,先对每个 Power 多边形区域划分为小的三角形,再对每个三角形进行点采样计算积分.对于 Power 区域边界

上的线积分计算,同样采用简单的多点采样积分规则. 
图 5 是本文算法的执行流程,首先是原始图像(a),然后是位置优化算法以缩放因子τ=0.5 迭代 15 次的点分

布结果和拟合图像(b),(c)是生成的误差密度函数图,(d)是生成的线画图,(e)是经过像素膨胀后的轮廓密度函数

图,(f)是显著性检测算法生成的显著性密度函数图,(g)是算法 2 在 α,β和 γ分别取 0.1,0.6 和 0.3 时得到的密度函

数图,(h)是在密度函数图(g)上利用误差扩散算法生成的初始化点分布,这里为了便于观察只画出了 Power 图和

顶点,(i)是利用基于 Power 图的位置优化算法以缩放因子τ=0.25 迭代 50 次的最终 Power 图和逼近图像. 
图 3 是不同的初始化点分布对比和迭代过程中点分布变化示意图,(a)是直接在原图上利用误差扩散算法的

初始化点分布结果,(b)是在生成的密度函数图像上利用误差扩散算法的初始化点分布读入到原图上的结果,(c)是
中间结果,它是在(b)的顶点分布下迭代 25 次时的点分布结果和拟合出的图像,(d)是迭代 50 次的最终结果,由结果

可知,利用得到的密度函数图来指导初始化点分布相对有效,并且随着算法的执行逼近效果也相对越来越好. 
图 6 是本文结果与文献[1,9]结果在顶点个数为 1 000 情况下的比较,其中(a)为原图,(b)为文献[1]线性逼近

的结果,峰值信噪比(PSNR)为 28.243dB,(c)是文献[9]的结果,峰值信噪比为 29.777dB,(d)是本文的结果,峰值信

噪比为 28.41dB.从峰值信噪比方面看,本文方法比文献[11]中的线性方法稍好,而比文献[9]中基于重心坐标的

方法略差,但是从算法执行时间和迭代次数的角度上看,在达到相近的逼近质量情况下,本文算法对更好,因为

本文算法最后只用了 50次迭代,而文献[1, 9]中的方法需要 150次,甚至更多次迭代,更少的迭代次数意为着算法

执行所用的时间更少,从表 1 可以证明这一点.同时表 1 也给出了其他几个实例与文献[9]方法就峰值信噪比的

对比,可以看出本文方法比文献[9]要好. 

    

(a) 原图           (b) 文献[1]中的线性方法的结果,   (c) 文献[9]中的方法的结果,    (d) 本文方法,峰值信噪比 
其峰值信噪比为 28.243 dB      其峰值信噪比为 29.777 dB           为 28.41 dB 

Fig.6  Comparisons of our method with the methods in [1,9] with 1 000 points 
图 6 顶点个数为 1 000 时,本文方法与文献[1,9]中方法的对比 

图 7 是本文与文献[2]算法的比较,文献[2]的逼近算法虽然本质上是分片逼近算法,但是文献[2]利用像素簇

对图像进行区域分割,而不是简单地用数据依赖三角形或者Voronoi区域,因此不能单纯地以分片个数相同来定

性比较,这里仅仅从视觉上进行观察,(b)是文献[2]的逼近算法将图像划分为 180个逼近区域的结果,(c)是本文算

法 1 500 个顶点的逼近结果,(b)能明显看出有许多像素变化剧烈的线条,失真较大,而本文的方法已经看不出与

原图之间的明显差别了. 
图 8 是本文的更多实验结果,每个例子分别为原图、密度函数图和最终的逼近图像,其中第 1 个例子是本

文选取的一个色彩分布较复杂且对比变化剧烈的图像,为达到较好的逼近效果用了 2 000 个顶点,并且为了加

快运算速度,图像的分辨率选得也相对较低,从结果来看,逼近效果还是相对较好的.表 1 是对本文所用几个实验

实例运行时间的统计以及与文献[11]方法运行时间在逼近质量达到相近时的对比,最后一列是本文逼近图像的

峰值信噪比.程序运行的时间受多方面因素的影响,图像分辨率、Power 图顶点的个数和最大迭代次数是主要因

素.本文方法与文献[11]方法相比运行时间有较大提高,达到相近的逼近质量时,本文运行时间大约是其运行时
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间的 1/3,然而本文算法的计算量相对还是很大,因此仍然需要较多的运行时间. 

   

(a) 原图                         (b) 文献[2]方法的结果                     (c) 本文的结果 

Fig.7  Comparison of our method with the method in Ref.[2] 
图 7  本文与文献[2]方法的比较 

   

   

Fig.8  More results of our method, where the images shown from left to right are the original image, the density 
image and the final result, respectively 

图 8  本文算法的更多实验结果,左列是原图,中列是密度函数图,右列是最终的逼近图像 

Table 1  Statistics of running times and the comparison with the method in Ref.[9] 
表 1  运行时间统计及与文献[9]的对比 

图号 分辨率 点数 时间(s) PSNR 
4 1 024×768 980 177.741/670.526 36.6200/36.6107 
5 1 322×908 1 000 262.954/700.919 28.6972/28.5720 
6 512×512 1 000 68.364/237.590 28.4100/29.7770 
7 509×408 1 500 66.246/238.677 32.5400/32.3722 

8.1 512×512 2 000 68.408/426.849 27.6917/27.5236 
8.2 512×512 500 68.874/167.31 22.9800/22.9620 
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如果前文中的密度函数图生成方法仍然不能生成用户满意的结果,用户可以自己手动来制作一个密度函

数图来指导初始化点分布,用于达到理想的逼近效果,例如可以使用 Adobe 公司的 PhotoShop 图像处理工具来

完成这一工作.如图 9所示,正常的逼近图像是(d)图,但是我们的目的是想更好的逼近原图中人物的面部.于是动

手制作了(b)图所示的密度函数图,然后用它来指导初始化点分布并进行逼近,得到的逼近图像是(c)图.观察可

知,(c)图与(d)图相比,人物面部更加清晰.总之,本文的方法与已有图像逼近方法相比更加的灵活,甚至可以处理

一些较为特殊的图像逼近问题. 

    

(a) 原图           (b) 用户制作的密度函数图      (c) 利用制作的密度函数图  (d) 利用算法正常逼近的结果 
 逼近的结果                      

Fig.9  Density control by the user 
图 9  用户密度控制 

6   结  论 

本文将 Power 图的权重与图像像素信息相关联,提出了带容积约束的顶点位置与权重交替优化的图像多

项式分片逼近算法,同时辅之以其他技术,主要有误差反馈机制、显著性检测技术、数学形态学中对像素处理

的技术等.将 Power 图的权重与图像像素信息相关联,定义了一个度量逼近误差的带容积约束的能量函数,然后

经过像素处理技术生成一个用于指导初始化点分布的密度函数图,最终通过本文算法生成了逼近图像.大量的

实验结果表明,本文算法在逼近质量和执行时间上较之前算法有较大提高,特别是算法执行时间上有较大的改

善.这主要归功于算法的灵活性以及像素处理技术对初始化点分布合理性的提高. 
本文的不足之处主要是参数的调整问题.在本文算法中有许多参数需要调整,例如本文前面提到的对生成

密度函数图施加的 3 个影响因子的调整等.其次是在逼近能力上,本文算法在迭代 50 次后,能量函数值趋于稳定,
即增加迭代次数已经不能提高逼近质量了,这一点是未来需要努力探索的方向.再者,在度量图像相似度的指

标上还有结构相似性(SSIM)等,我们将考虑用结构相似性来再次验证本文算法的鲁棒性.最后是算法的执行时

间相对还是太慢,由于本文的算法属于计算密集型的,其计算量相对较大,未来考虑使用 GPU 加速和并行算法. 
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