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摘  要: 使用对称正定(symmetric positive definite,简称 SPD)矩阵将视觉数据建模到黎曼流形(SPD 流形),对于模

式识别和机器学习中许多任务有较好的效果.其中,将基于稀疏表示的分类算法扩展到 SPD 流形上样本的分类任务

得到了广泛的关注.本文综合考虑了稀疏表示分类算法的特点以及SPD流形的黎曼几何结构,通过核函数将SPD流

形嵌入到再生核希尔伯特空间(reproducing kernel Hilbert space,简称 RKHS),分别提出了核空间潜在稀疏表示模型

和潜在分类方法.但是,原始的视觉数据在核空间中没有明确的表示形式,这给核空间中的潜在字典更新带来了不

便.Nyström 是一种可以近似表征核特征的方法.因此，我们利用该方法得到训练样本在 RKHS 中的近似表示,以更

新潜在字典和潜在矩阵.最后,通过在 5 个标准数据集上的分类实验,验证了该方法的有效性. 
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Latent Sparse Representation Classification Algorithm Based on Symmetric Positive Definite 
Manifold 

CHEN Kai-Xuan,  WU Xiao-Jun 

(School of IoT Engineering, Jiangnan University, Wuxi 214122, China) 

Abstract:  Modeling visual data onto the SPD (symmetric positive definite) manifold using the SPD matrices has been proven to yield 
high discriminatory power for many visual classification tasks in the domain of pattern recognition and machine learning. Among them, 
generalising the sparse representation classification algorithm to the SPD manifold-based visual classification tasks has attracted extensive 
attention. This study first comprehensively reviews the characteristics of the sparse representation classification algorithm and the 
Riemannian geometrical structure of the SPD manifold. Then, embedding the SPD manifold into the Reproducing Kernel Hilbert Space 
(RKHS) via a kernel function. Afterwards, the latent sparse representation model and latent classification model in RKHS has been 
suggested, respectively. However, the original visual data in RKHS is implicitly described, which is impossible to perform the subsequent 
dictionary learning. To handle this issue, the Nyström method is utilized to obtain the approximate representations of the training samples 
in RKHS for the sake of updating the latent dictionary and latent matrix. Finally, the classification results obtained on five benchmarking 
datasets show the effectiveness of the proposed approach. 
Key words: symmetric positive definite matrix; Riemannian manifold; reproducing kernel Hilbert space; Nyström method; latent dictionary 

稀疏表示因其具有鲁棒性,在数字图像处理和模式识别领域中有着广泛的应用.它使用字典中原子的线性组合
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来重构样本[1−4],对于一个过完备字典,每一个测试样本有一个稀疏系数.基于稀疏表示的样本分类方法将样本的分

类问题转化为基于稀疏系数的多个线性回归模型的分类问题,且已有的稀疏表示及字典学习的方法大多作用于向

量空间[4,5].本文则是将基于稀疏表示的分类方法用于解决黎曼空间中样本的分类任务. 
在数字图像处理和模式识别领域中,样本的描述方法是否具有鲁棒性和判别性,对最后的实验结果起到至关重

要的作用.其中,最为简单的就是先将图像进行灰度化处理,然后将图像矩阵展开为列向量.但是该方法会对导致向

量的维度过高,且忽略了样本中像素点的几何信息,影响了判别性.最近,协方差描述因其具有较强的鲁棒性,在计算

机视觉领域得到了广泛的关注[6−8]. 
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若是对单幅图像进行描述,公式(1)中的 fi 为图像中第 i 个像素点的特征向量,这些特征可能是灰度值、梯度 

值或者 Gabor 滤波值等.r 是该图像中像素点的个数, f 是所有像素点特征向量的平均向量.若是对图像集进行

描述,公式(1)中 fi为图像集中第 i 幅图像的灰度值,r 是该图像集中图像的个数, f 是所有的图像灰度值的平均向 
量.协方差描述融合了多种特征,且通过协方差描述得到的矩阵为对称正定(symmetric positive definite,简称 SPD)
矩阵,该 SPD 矩阵的维度只与特征向量 fi 的维度有关,与图像中像素点的个数和图像集中的图像的个数都无关.
由于协方差描述在建模时有平均化操作,所以协方差描述可以减少样本中的噪声带来的干扰.该描述方法已经

被广泛地应用于弥散张量成像(diffusion tensor imaging,简称 DTI)、行人检测[9]、人脸识别[1−3]和纹理识别[10].
由 SPD 矩阵所张成的空间是一个 SPD 流形,即非线性的黎曼空间.如果将欧氏空间的度量方法和分类方法直接

应用于 SPD 矩阵,则忽略了黎曼空间的黎曼度量和破坏了 SPD 流形的黎曼几何结构,将无法得到较好的分类效

果.通过以上分析,若将欧氏空间中基于稀疏表示的分类方法用于解决 SPD 流形[6,7,10]中样本的分类任务,则将

面临如下几个方面的挑战. 
(1) 在 SPD 流形这个非线性的黎曼空间中,如何用字典中的原子(SPD 矩阵)去表达一个测试样本(SPD 矩

阵),将面临着巨大的挑战. 
(2) 在欧氏空间中,样本多以向量的形式描述,通过 l2 范数度量原样本和重构样本之间的误差.而对于 SPD

矩阵,l2 范数将不再适合. 
(3) 字典中的原子也是 SPD 矩阵,所以在字典的更新过程中,将会涉及在 SPD 流形上的约束优化问题. 
SPD 流形存在于一个非线性的黎曼空间中,阻碍了将欧氏空间的稀疏表示和字典学习的方法直接应用于

SPD 矩阵.综合考虑以上几个方面的困难和 SPD 流形的特性,有如下的几组策略可以将基于稀疏表示的分类方

法应用于 SPD 矩阵,以实现 SPD 流形上样本的分类任务. 
(1) 用统计度量计算重构误差 
该策略主要是更换度量方法计算原样本和重构样本之间的误差,虽并没充分考虑 SPD 流形的几何特性,但

是解决了重构误差的计算问题.在样本的重构过程中,将 SPD 矩阵视为欧氏空间的样本,用字典中原子的线性组

合表示原样本,忽略了 SPD流形的几何特性.在误差估计误差时,不是用 l2范数来度量原样本和重构样本,而是用

一些经典的统计度量计算它们之间的误差,如 LogDet 散度(log-determinant divergence)[11−14]和 Stein 散度(Stein 
divergence)[6,7]等.文献[11,12]提出一种张量稀疏表示(tensor sparse representation,简称 TSR)方法,用字典中原子

的线性组合重构样本,且用 LogDet 散度度量原样本和重构样本之间的误差.基于此框架,文献[13,14]提出了张

量字典的更新方法(tensor dictionary learning,简称 TDL),文献[15]提出一种在线字典学习(generalized dictionary 
learning,简称 GDL)方法,在样本的重构过程中,用秩为 1 的矩阵的线性组合重构样本,用矩阵的 F 范数(Frobenius 
norm)计算重构样本与原样本之间的误差.以上两种方法——TSR 和 GDL,将稀疏表示方法与 SPD 流形相结合,
实现了 SPD流形上样本的分类任务.但在稀疏表示和字典学习的过程中,都是将 SPD矩阵视为欧氏空间的样本,
忽略了 SPD 流形的几何特性.在误差度量时,使用的并不是 SPD 流形上的黎曼度量,忽略了 SPD 流形的黎曼度

量.文献[16]提出的黎曼稀疏表示(Riemannian sparse representation,简称 Rie_SR)方法考虑了 SPD 流形的黎曼度

量.虽然也是用字典中原子的线性组合来重构样本,忽略了黎曼几何特性,但是在误差估计时,使用仿射不变黎
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曼度量(affine invariant Riemannian metric,简称 AIRM)[6,7,17,18]计算原样本和重构样本之间的误差.基于这一框

架,文献[17]利用黎曼共轭梯度的方法实现了黎曼字典的更新(Riemannian dictionary learning,简称 Rie_DL). 
(2) 考虑 SPD 流形的几何的特性 
在 SPD 流形上,度量 SPD 流形两点之间的测地距离,除了仿射不变黎曼度,还有很多其他的黎曼度量方法,

其中,LEM(log-Euclidean metric)[8,10,19,20]是一个用于 SPD 流形的简洁有效的黎曼度量.该度量充分考虑 SPD 流

形的几何特性,通过矩阵的对数映射(logarithm mapping),将 SPD 样本矩阵映射到其切空间中,切空间中的样本

与原 SPD 流形上的样本是一一对应的关系.由于切空间是一个平面,可以视为欧氏空间,该度量用样本在切空间

中的欧氏距离作为原 SPD 矩阵之间的测地距离.其中,对数映射是该度量方法的特别之处,文献[21,22]提出的方

法就是首先将 SPD 矩阵映射到切空间中,对切空间中的样本进行字典学习和稀疏表示,然后通过切空间中字典

原子的线性组合重构样本,用欧氏度量去计算重构误差.我们称这种方法为 LE_SR+LE_DL.该策略考虑了 SPD
流形的黎曼几何特性,将基于 SPD 流形上样本的分类问题转化为了基于切空间中样本的分类问题. 

(3) 黎曼核稀疏表示 
该策略与对数映射类似,首先将 SPD 矩阵映射到一个线性空间.但是该策略是通过核函数将样本映射到再

生核希尔伯特空间(reproducing kernel Hilbert space,简称 RKHS),通过核空间字典原子的线性组合重构样本.文
献[23]第一次提出将 SPD 矩阵映射到核空间以解决黎曼空间的稀疏表示问题,并提出了基于 Stein 散度[6,7,24−26]

的黎曼核,其中,Stein 散度为 dS=log|(1/2)(X+Y)|−(1/2)log|XY|.我们称这种核空间稀疏表示的方法为 Ker_SR,并将

基于这个框架的字典更新方法[23,26]称为 Ker_DL.与该方法类似,文献[26,27]分别提出了基于 Jeffrey 核和 Log- 
Euclidean 核的核空间稀疏表示分类方法. 

本文提出的方法与黎曼核稀疏表示方法类似,首先将 SPD 流形嵌入到 RKHS 中.但原黎曼核稀疏表示方法

中字典原子的类别信息是预定义,所以我们在核空间的字典学习过程中嵌入潜在矩阵[28],提出了核空间潜在稀

疏表示分类算法,灵活地联系核空间中字典原子与类别信息,增加了核空间中字典的判别性,并最终实现了 SPD
流形上样本的分类任务.但由于核空间中样本没有具体的表示形式,给核空间中潜在字典和潜在向量的学习带

来了不便.本文使用 Nyström 方法[29,30]得到训练样本在核空间的向量表示,通过核空间样本的近似表示更新潜

在字典和潜在向量.表 1 给出了以上方法在 SPD 流形上的稀疏表示和字典学习的对比. 
Table 1  Comparisons of various methods on sparse representation and dictionary learning on SPD manifold 

表 1  各方法在 SPD 流形上稀疏表示和字典学习的对比 
方法 样本重构形式 是否黎曼度量 原子更新方式 是否满足 Mercer 条件 

TSR+TDL[13,14] 线性表示(欧氏空间) 否(LogDet 散度) 欧氏空间 N/A 
GDL[15] 线性表示(欧氏空间) 否(F-范数) 欧氏空间 N/A 

Rie_SR+Rie_DL[17] 线性表示(欧氏空间) 是(AIRM) 黎曼空间 N/A 
LE_SR+LE_DL[21] 线性表示(切空间) 是(LEM) 切空间 N/A 

Ker_DLSR(Bregman)[26] 线性表示(核空间) 是(Stein/Jeffrey) 欧氏空间 一定条件下满足 
Ker_DLSR(LogEK)[27] 线性表示(核空间) 是(LEM) 黎曼空间 满足 

Proposed 线性表示(核空间) 是(LEM) 核空间 满足 
 
本文第 1 节介绍与我们方法相关的工作:LEM 黎曼度量以及 Log-Euclidean 黎曼核、Nyström 方法和潜在

矩阵.第 2 节介绍核空间潜在稀疏表示模型,并研究核空间的潜在字典和潜在矩阵学习方法.第 3 节给出各种算

法在 5 个数据集上的实验对比及实验分析.第 4 节进行总结与展望. 

1   相关工作 

本节将简单介绍 LEM 黎曼度量以及相关的黎曼核、Nyström 方法和潜在矩阵.本文将使用以下的符号: nS +  

表示由 SPD 矩阵所张成的空间(SPD 流形),且每个 SPD 矩阵的维度是 n×n;Sn 是由维度为 n×n 的对称矩阵所张 

成的空间,是在单位矩阵 In∈Rn×n 处的切平面;核映射 : nS Hϕ + → 表示将 SPD 流形嵌入到 RKHS 中. 

1.1   黎曼度量和黎曼核 

在 SPD 流形上,较为常用的黎曼度量有 AIRM[6,7,17,18]、Stein 散度[6,7,24−26,31]、Jeffrey 散度[6,7,26,31]和 LEM 度
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量[8,10,19,20,27].其中,LEM 度量是一种简洁有效的黎曼度量方法,对于任意给定的两个 SPD 矩阵 Spi,Spj,通过 LEM
度量得到的距离 dLEM 为 
 dLEM(Spi,Spj)=||log(Spi)−log(Spj)||F (2) 

公式(2)中的 log(⋅)为矩阵的对数操作,||⋅||F 为矩阵的 F 范数.其中,矩阵的对数操作是将 SPD 矩阵映射到其

所在 SPD 流形的切空间. 

 log , log( ),  n n nS S Sp Sp Sp Sϕ + += → → ∈  (3) 

由 SPD 流形的这一几何特性,在 SPD 流形上,Log-Euclidean 核[8]可以通过切空间中样本的内积来表示.对于

任意给定的两个 SPD 矩阵 Spi,Spj: 
 kLogE(Spi,Spj)=〈Spi,Spj〉LogE=tr(log(Spi)log(Spj)) (4) 
其中,tr 表示矩阵的迹.文献[5]证明了 Log-Euclidean 核满足 Mercer 定理. 

1.2   Nyström方法 

Nyström 方法[29,30,32,33]可通过采样的方式构建一个低秩矩阵,去近似表示原核矩阵:K∈Rn×n,降低核矩阵在计

算中的运算代价;同时,也可以得到核空间中样本的向量表示. 
• 首先,通过采样得到含有 m 个样本的集合 1 2ˆ ˆ ˆ{ , ,..., }mx x x ; 

• 然后,构建一个低秩矩阵 †ˆ ˆ K
r b bK K K K= ,近似表示原核矩阵 K,其中, ˆˆ ˆ ˆ[ ( , )] , [ ( , )]b i j n m i j m mK k x x K k x x× ×= = , 

†K̂ 为 K̂ 的伪逆矩阵,r 是矩阵 K̂ 的秩; 
• 最后,对采样矩阵进行 SVD 分解: 1/ 2 1/ 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆTK VD D V= ,可得到样本集中任一样本 x 的向量表示形式[31]: 

 1/ 2
1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ( , ), ( , ),..., ( , ))T T
n r r mz x D V k x x k x x k x x−=  (5) 

其中, 1 2
ˆ ˆ ˆˆ ( , ,..., )r rD diag λ λ λ= 和 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ( , ,..., )r rV v v v= 为最大的 r 个奇异值及与其对应的特征向量所构成的矩阵,zn(x)

为样本 x 的 r 维近似表示.对于样本集中的任意两个样本 xi 和 xj,总有: ,
ˆ( ) ( ) [ ] .T

n i n j r i jz x z x K=  

由于本文处理的样本为 SPD矩阵,我们需用公式(4)中Log-Euclidean核来计算核矩阵,然后用上述介绍的方

法得到 SPD 矩阵的向量表示. 

1.3   潜在矩阵 

基于潜在字典的稀疏表示分类算法[28],在字典学习的过程学习一个潜在矩阵,该潜在矩阵描述的是潜在字

典中原子与不同类别之间的关系.对于 M 类样本的分类问题,字典 D=[d1,d2,…,dN],潜在矩阵 W 是一个 N×M 的

矩阵:W=[Wr1,Wr2,…,WrN]或 W=[Wc1,Wc2,…,WcM].其中,Wri=[Wi,1,Wi,2,…,Wi,M]是潜在矩阵 W 的第 i 行,表示字典

中第 i 个原子与 M 个类样本之间的关系(如图 1 所示);Wcj=[W1,j,W2,j,…,WN,j]是潜在矩阵 W 的第 j 列,表示第 j
类样本与 N个字典原子之间的关系(如图 2所示).与共享字典和类别相关字典不同,潜在字典不需要对字典中原

子的类别信息预定义,而是通过潜在矩阵中的潜在向量去灵活的联系字典中原子和类别之间的关系.通过学习

得到的字典具有较小的类内散度,且属于同类样本的潜在稀疏系数也更加的相似[28]. 

 
Fig.1  Relationship between the i-th dictionary atom and the sample categories 

图 1  第 i 个字典原子和样本类别之间的关系 
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Fig.2  Relationship between the samples of j_th class and dictionary atoms 

图 2  第 j 类样本和字典原子之间的关系 

2   基于 SPD 流形潜在稀疏表示分类算法 

本节将介绍基于 SPD 流形潜在稀疏表示分类算法.首先,将 SPD 矩阵映射到 RKHS 中,提出了核空间潜在

稀疏表示模型及潜在分类模型;然后,使用 Nyström 方法得到 SPD 矩阵在 RKHS 中的近似表示来学习核空间中

的潜在字典和潜在矩阵. 

2.1   核空间潜在稀疏表示模型 

本小节介绍核空间潜在稀疏表示模型及潜在分类模型.现有 M 类样本,测试样本 nY S +∈ 和潜在字典:D={d1, 

d2,…,dN}, i nd S +∈ .该字典在核空间中的表示形式可以被写为:ψ(D)=[ϕ(d1),ϕ(d2),…,ϕ(dN)],潜在矩阵[28]:W∈RN×M. 

核空间的潜在稀疏表示模型如下: 

 2
2 1arg min(|| ( ) ( ) ( ) || || || )

N
j

j j j j
v R

v Y D diag Wc v vϕ ψ λ
∈

= − +  (6) 

jv 是样本ϕ(Y)相对于第 j 列潜在向量 Wcj 的稀疏系数,该潜在向量表示核空间中第 j 类样本与字典中原子 

的关系.则该测试样本与第 j 类样本的重构误差为 

 2
2|| ( ) ( ) ( ) ||j j jErr Y D diag Wc vϕ ψ= −  (7) 

通过公式(7),可以求得测试样本对于每一个类样本的重构误差,那么我们可以根据重构误差的大小来给测

试样本进行分类,及将测试样本划分到重构误差最小的一类: 
 ( ) arg min( ), 1,2,...,j

j
identity Y Err j M= =  (8) 

由于核映射ϕ没有具体的表达形式,所以公式(6)的第 1 项和公式(7)都需要利用核技巧改写.其中,公式(6)中
的第 1 项可以改写为 

 
2 2
2 , , 2

1
|| ( ) ( ) ( ) || || ( ) ( ) ||

                                             ( , ) 2 ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

N

j j j i j i i
i

T T
j j j j j j

Y D diag Wc v Y Wc v d

k Y Y v diag Wc K Y D v diag Wc K D D diag Wc v

ϕ ψ ϕ ϕ
=

⎫
− = − ⎪

⎬
⎪= − + ⎭

∑
 (9) 

公式(9)中的 K(Y,D)=[k(Y,d1),k(Y,d2),…,k(Y,dN)]T,K=[ki,j]N×N;ki,j=k(di,dj).其中,经过改写后的公式(6)的优化问

题是核化 Lasso 问题[23,26,27,34],也可以用 CVX 工具包[23,35]进行优化求解.同理,公式(7)也可以通过利用核技巧改

写求得重构误差.由公式(9)可知,核空间潜在稀疏表示分类方法无须知道核映射ϕ的具体形式,只需要知道测试

样本与字典原子通过核函数所得到的向量K和字典原子之间通过黎曼核函数得到的核矩阵K,就可以得到测试

样本 Y 的稀疏系数及对于每一个类样本的重构误差,然后根据重构误差的大小将测试样本分类. 

2.2   核空间潜在字典学习模型 

核空间的潜在字典和潜在矩阵[28]在我们提出的分类算法中起着至关重要的作用,但是核映射ϕ没有明确的

形式 ,阻碍了核空间中潜在字典和潜在矩阵的更新 .为了能够得到核空间的潜在字典和潜在矩阵 ,我们使用
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Nyström 方法得到训练样本在核空间的近似表示,通过样本的近似表示去学习核空间的潜在字典和潜在矩阵[28]. 
现有 M 类样本,训练样本集为:X={X1,X2,…,XM},其中,Xj={Xj,1,Xj,2,…,Xj,m}为第 j 类样本的子集,该子集中的

每个样本都是 SPD 矩阵且样本的个数为 m.对于该训练集合,可以使用第 1.2 节中的 Nyström 方法得到训练样

本在 RKHS 中的近似表示:Z(X)=[Z(X1),Z(X2),…,Z(XM)],其中,Z(Xj)为第 j 类的 m 个训练样本集合 Xj 的核空间 
近似表示集合.在核空间的潜在字典学习模型中,需要被学习的有潜在字典:D=[d1,d2,…,dN]和潜在矩阵W= 
[Wc1,Wc2,…,WcM],其中,N 是字典中原子的个数,W中的第 j 列Wcj 表示核空间中的第 j 类样本与字典 D 中原子 

的关系.稀疏系数矩阵 A=[A1,A2,…,AM],其中,Aj 为第 j 类样本子集的近似表示 Z(Xj)在字典 D 上的稀疏系数矩阵. 
对于第 j 类样本,学习到的字典 D 和第 j 类潜在向量Wcj 可以很好地表示第 j 类的训练样本 Z(Xj),即 Z(Xj)≅ 
Ddiag(Wcj)Aj.核空间的潜在字典学习模型[28]为 

 
2 2 2
2 1 1 2 3 , ,, , 1 1 1

, ,

min || ( ) ( ) || || || || || ( , )

s.t.  0, , ; ,

M M N
T

j j j j j j F j r r n l nA D j j l j n r n

j r j rr

Z X Ddiag c A A A M c d d c

c j r c r

λ λ λ

δ
= = ≠ = ≠

⎫
− + + − + ⎪

⎬
⎪∀ = ∀ ⎭

∑ ∑∑∑∑

∑≥

W
W W W

W W
 (10) 

公式(10)里的δ是一个常量,为了平衡不同类的潜在向量Wcj 表达数据的能力.对于不同类的潜在向量,潜在

向量中值的和应该相等,即 , , ,j r l nr n
c c j lδ= = ∀ ≠∑ ∑W W .Mj 是与 Aj 相同尺寸的矩阵,Mj 中的每一列是矩阵 Aj 

的平均向量.公式的第 2 项为稀疏系数惩罚项,第 3 项是稀疏系数判别项,第 4 项为字典原子的不相关项.学习得

到的潜在字典和潜在向量之间的关系是相辅相成的,且核空间潜在稀疏表示模型也依赖潜在字典和潜在向量

才能实现分类的任务. 

2.3   核空间潜在字典学习 

在公式(10)的目标函数中,需要学习的有潜在字典、潜在向量和训练样本在潜在字典上的稀疏系数.对于该

优化问题,使用 ADMM(alternating direction method of multipliers)算法,首先固定潜在向量,学习潜在字典和潜在

稀疏系数,公式(10)的潜在字典学习模型可以重新写为 

 2 2 2
2 1 1 2 3 , ,, 1 1 1

min || ( ) ( ) || || || || || ( , )
M M N

T
j j j j j j F j r r n l nA D j j l j n r n

Z X Ddiag c A A A M c d d cλ λ λ
= = ≠ = ≠

− + + − +∑ ∑∑∑∑W W W  (11) 

对于该优化问题,使用 ADMM 算法对公式(11)中的字典 D 和稀疏系数 A 进行迭代更新.当字典 D 固定时,
逐类求解稀疏系数,第 j 类样本稀疏系数的优化问题为 

 2 2
2 1 1 2min || ( ) ( ) || || || || ||

j
j j j j j j FA

Z X Ddiag c A A A Mλ λ− + + −W  (12) 

公式(12)的优化问题可以像文献[28]中那样使用 IPM(iterative projection method)[28,36]求解.当稀疏系数固 
定时,我们重新定义潜在稀疏系数 L=[L1,L2,…,LM],其中,Lj=diag(Wcj)Aj.字典更新模型为 

 2 2
3 , ,

1 1
min || ( ) ||  ( , )

M N
T

F j r r n l nD j l j n r n
Z X DL c d d cλ

= ≠ = ≠

− + ∑∑∑∑W W  (13) 

公式(13)是为了更新核空间中的潜在字典 D.令Γ=LLT,Λ=Z(X)LT,若要更新核空间潜在字典 D 中的第 n 个原

子,公式(13)可以重写为[28] 

 2 2
3 , ,

1
min || 2 || 2 ( )

n

M
T T T

F r n j r l nd r n j l j
D D D d d c cΓ Λ λ

≠ = ≠

− + ∑ ∑∑W W  (14) 

该问题是一个收敛问题.基于文献[37]提出的字典更新方法,公式(14)的解为 
 u=(Γn,nI+2λ3IQ)−1(Λn−DΓn−2λ3QDn) (15) 
 dn=u/||u||2 (16) 

公式(15)中的 I 为单位矩阵, , ,1
MT

n r j r l nr n j l j
Q d d c c

≠ = ≠
= ∑ ∑ ∑ W W ,IQ是一个对角矩阵,且对角元素与 Q 的对角 

元素相同;Γn,n 是Γ的第 n 行 n 列元素;Λn,Γn 和 Dn 是Λ,Γ和 D 的第 n 个列向量.公式(16)是字典原子的归一化操作.
利用公式(15)和公式(16)对字典中的原子进行逐一更新,通过迭代更新得到核空间的潜在字典 D. 
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2.4   核空间潜在矩阵学习 

对于公式(10)中核空间潜在向量的优化问题[28],使用 ADMM 方法,固定潜在字典和潜在稀疏系数,更新潜 
在向量.潜在矩阵中,每一类的潜在向量都有约束条件,第 j 类的潜在向量的约束为 ,j rr c δ=∑ W ,所以在更新潜 

在矩阵时,需要逐类更新潜在向量,并将更新的潜在向量合并得到最终的潜在矩阵.优化第 j 类潜在向量的目标

函数[28]为 

 
2 2
2 3 , ,

1 1

, ,

min || ( ) ( ) || 2 ( , )

s.t.  0, , ; ,

j

M N M
T

j j j j n r n l rr nc j n l j

j r j rr

Z X Ddiag c A c d d c

c j r c r

λ

δ

≠
= = ≠

⎫
− + ⎪

⎬
⎪∀ = ∀ ⎭

∑ ∑ ∑ ∑

∑≥

W
W W W

W W
 (17) 

公式(17)是一个受限二次规划问题 .令 Aj(n)表示稀疏系数矩阵 Aj 的第 n 行;B=[B1,B2,…,BN]T,其中 , 
2

,( , ) MT
n r n l rr n l j

B d d c
≠ ≠

= ∑ ∑ W ;a=vec(Z(Xj))表示将矩阵 Z(Xj)展开成列向量;Rn=dnAj(n)和 R=[vec(R1),vec(R2),…, 

vec(RN)].公式(17)可以被简化[28,36]为 

 
2

3

, ,

min ||  || 2

s.t.  0, , ; ,
j

T
j F jc

j r j rr

a R c B c

c j r c r

λ

δ

⎫− + ⎪
⎬
⎪∀ = ∀ ⎭∑≥

W
W W

W W
 (18) 

基于 IPM[28,36]框架,公式(18)的优化问题可以通过迭代更新求解.其中,第 j 类的潜在向量的第 t+1 次迭代的 

结果 1t
jc +W 为[28,36] 

 0 3( ( ) ) /t T t
j jT c R R c a Bλ σ= − − +W W  (19) 

 ( )1 0 0,n
n

T T T Nδ= − −∑  (20) 

 T2=max(T1,0) (21) 

 1
2 2,

t
j nnc T T δ+ = ⋅∑W  (22) 

公式(19)中的σ为 IPM 算法[28,36]的步长,max 为取大操作,且当 T1 为负数时,T2=0.公式(22)得到了第 t+1 次迭

代的第 j 类潜在向量.算法 1 是核空间潜在字典和潜在矩阵学习的详细步骤. 
算法 1. 核空间潜在字典和潜在矩阵学习. 
输入: 
• 初始化的潜在矩阵 W,字典学习时的迭代次数; 
• 训练样本集 X={X1,X2,…,XM},其中,Xj={Xj,1,Xj,2,…,Xj,m}为第 j 类样本的子集. 
输出: 
• 更新后的潜在矩阵; 
• 核空间的潜在字典. 
1) 使用 Nyström 方法求得样本在核空间的近似表示; 
2) 学习潜在字典(循环至收敛): 

使用公式(12)逐类更新稀疏系数; 
使用公式(13)更新潜在字典; 

3) 使用公式(17)逐类更新潜在矩阵中的潜在向量; 
4) 如果公式(10)中目标函数的值足够小或者迭代次数达到,输出潜在字典和潜在矩阵;否则返回第 2)步. 
通过核空间训练样本的近似表示,我们学习到了核空间的潜在字典和潜在矩阵.在核空间潜在稀疏表示模

型中,核映射ϕ没有具体的形式,为了得到解析解,将公式(6)和公式(7)中带ϕ的项通过核技巧转换成公式(9)中核

内积 K(Y,D)和 K(D,D)的形式,以求得对于不同类潜在向量的稀疏系数及重构误差.在我们的方法中,由于使用核 
空间的近似表示求得了字典 D 和潜在矩阵W,且核空间是高维的线性空间,所以可用测试样本的近似表示 Z(Y) 

和学习到的字典 D 的内积去近似的表示公式(9)中的 K,即 K(Y,D)≅DTZ(Y),用学习到的字典 D 中原子的内积去
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近似表示公式(9)中的 K,即 K(D,D)≅DTD.算法 2 给出了基于 SPD 流形潜在稀疏表示分类算法的详细步骤. 
算法 2. 基于 SPD 流形潜在稀疏表示分类算法. 
输入: 
• 训练样本集 X={X1,X2,…,XM},其中,Xj={Xj,1,Xj,2,…,Xj,m}为第 j 类样本的子集; 

• 测试样本 nY S +∈ . 

输出:测试样本 nY S +∈ 的类别. 

1) 利用算法 1 学习核空间的潜在字典和潜在矩阵; 
2) 使用公式(6)和公式(9)计算测试样本在不同类潜在向量条件下的稀疏系数; 
3) 使用公式(7)和公式(9)计算测试样本对于不同类样本的重构误差; 
4) 将样本归为重构误差最小的一类. 

3   实验结果与分析 

为了验证我们的方法的有效性,我们在 5 个基准数据集上进行测试,他们分别应用于纹理识别、病毒细胞

识别、材质识别、人脸识别和对象分类.这 5 个数据集分别是 Brodatz 纹理数据集[16,17]、Virus 病毒细胞基准数

据集[28]、UIUCM 基准数据集[38]、YouTube Celebrities(YTC)基准数据集[8]和 ETH-80 基准数据集[39],其中,后两

个数据集常被用于基于图像集的分类任务中.在每个数据集上,我们分别做了 10 次迭代实验,取 10 次实验识别

率的平均值和标准差作为最终的结果. 
在 5 个数据集上,我们与已有的一些在 SPD 流形上使用稀疏表示的分类算法作对比,例如 Rie_SR+Rie_ 

DL[17],LE_SR+LE_DL[21]和 Ker_DLSR(LogEK)[27].同时,在这 5 个数据集上,我们共同对比了以下几种方法. 
(1) Frob_SR+Frob_DL[17]:将 SPD 矩阵视为欧氏空间的点,用字典原子的线性组合来重构样本,并用矩阵

的 F 范数[15]来度量重构样本的误差. 
(2) CDL-LDA(covariance discriminant learning)[8]:该方法是通过黎曼核将 SPD 矩阵映射到核空间,然后利

用 LDA(linear discriminant analysis)方法进行学习和分类. 
对于 Brodatz,Virus 和 UIUCM 这 3 个数据集,我们还与文献[40]中给出的 3 种纹理识别的方法做对比,它们

分别是: 
1) COV-SVM:该方法将对象建模成 SPD 矩阵,并用 SVM 分类器进行分类. 
2) Gau-SVM:该方法将对象建模成高斯模型,并用 SVM 分类器进行分类. 
3) RoG-SVM:RoG 是文献[40]提出一种样本描述模型,该方法将样本建模成 RoG 模型[40],并用 SVM 分类

器进行分类. 
对于上述的SVM方法,我们使用LIBSVM工具包[41]实现“one vs all”分类器,该工具包中的参数“−c −p”与文

献[40]中一致,分别设为 4 和 10−5,其余参数保持工具包种的默认设置. 
对于 YTC 和 ETH-80 这两个图像集的数据集,我们与一些经典的基于图像集的分类算法进行对比,它们是: 
1) PML(projection metric learning)[42]:该算法首先将图像集建模为 Grassmann 流形上的点,然后通过学习

得到一个正交的投影矩阵,使得投影空间的样本具有较大的类间散度和较小的类内散度. 
2) GDA(Grassmann discriminant analysis)[43]:该算法与 PML 一样首先将图像集建模为 Grassmann 流形上

的点,然后将 Grassmann 流形嵌入到一个高维的希尔伯特空间,再通过 Fisher 判别准则去学习一个映

射,从而使得原始的流形被映射到一个维度较低同时鉴别性更好的空间. 
3) SPDML(SPD manifold leaning)[6,7]:该方法首先将样本建模为 SPD 矩阵,然后通过学习得到一个投影

矩阵,使得原始的 SPD 流形被投影到一个维度更低且更具有判别性的空间. 
如第 2.1 节所述,潜在矩阵 W=[Wr1,Wr2,…,WrN],潜在向量 Wri 表示第 i 个字典原子与样本类别之间的关系.

在潜在字典的初始化过程中,我们通过直接从训练样本中抽取样本作为字典的原子,假设潜在向量中只有一个

非 0 元素(例如等于 1)来初始化潜在向量 Wri,若 Wri,j=1,那么字典中的第 i 个原子应用第 j 类样本中随机抽取来
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初始化潜在字典.在所有的实验中,通过交叉验证来确定公式(10)中的λ1,λ2 和λ3 的值.由于本文的实验和文献

[27]的方法都是基于 Log-Euclidean 黎曼核,为了实验数据具有公正性,本文给出的这两个方法的实验数据,都是

基于 LEM 度量的指数核[27]所得出的实验结果.根据文献[33]中的描述,Nyström 方法的算法复杂度为 O(rmn),
这里的 r 为矩阵的秩,m 为采样样本的数量.潜在字典学习和潜在向量的复杂度为 O(jn2),j 为字典学习时的迭代

次数;潜在稀疏表示模型的算法复杂度为 O(n2),因此,算法的整体复杂度为 O((j+1)n2). 

3.1   图像分类 

Brodatz 是一个纹理数据库[16,17],在该数据集中包含 112 张纹理图片,选择前 20 张纹理图片作为该实验的样

本集.在实验中,将每张图片的尺寸调整为 500×500,并将每张图片分成大小相等的 25 个方块,每个块的尺寸为

100×100,其中每张图片中,任意选择 10 块用作训练样本,剩下的 15 块用做测试样本.为了使得每个块可以用协

方差描述表示,对块中的每个像素点的提取一个 5 维的特征描述. 
 FBrodatz(x,y)=[x,y,I,abs(Ix),abs(Iy)] (23) 

公式(23)中,前 2 维的特征是该像素点在该图片块中的横、纵坐标,后面 3 维的特征分别是该像素点的灰度

值、x 轴和 y 轴方向的梯度.最后,每个图像块被描述为一个 5×5 的协方差矩阵.在该数据集上,通过交叉验证得: 
λ1=0.05,λ2=0.5 和λ3=0.05.表 2 给出了各个算法在 Brodatz 数据集上的平均结果. 

Virus 病毒数据集[33]包含 15 个类别的病毒细胞图片,每个类别包含 100 张图片,每张图片的尺寸为 41×41,
共 1 500 张图片.在每一类样本中,我们将 100 张样本随机分成 10 份,从每份中随机选择 8 张图片作为训练样本,
剩下的 2 张作为测试样本.为了可以使用协方差矩阵描述图片样本,我们用 Gabor 滤波[23,27]为每个像素点提取

特征值. 
 FVirus(x,y)=[G0,0(x,y),…,G0,7(x,y),…,G4,7(x,y)] (24) 

公式(24)为每个像素点提取了 40 维(5 尺度,8 方向)的特征值,最后得到的协方差矩阵的维度是 40×40.在该

数据集上,通过交叉验证得:λ1=0.05,λ2=0.01 和λ3=0.01.表 2 给出了各个算法在 Virus 数据集上的平均结果. 

Table 2  Average results of algorithms on Brodatz, Virus and UIUCM datasets 
表 2  各算法在 Brodatz,Virus 和 UIUCM 数据集上的平均结果 

算法 Brodatz Virus UIUCM 
COV-SVM[37] 65.23±2.14 51.00±7.71 23.70±2.40 
Gau-SVM[37] 71.73±1.95 52.00±9.58 26.02±2.16 
RoG-SVM[37] 73.07±1.96 59.33±8.72 28.98±2.83 
CDL-LDA[8] 79.30±1.60 59.67±6.93 43.15±4.39 

Frob_SR+Frob_DL[17] 70.67±1.98 54.00±7.83 42.41±5.25 
LE_SR+LE_DL[21] 78.20±1.64 55.67±7.04 45.46±4.06 

Ker_SR+Random_DL[27] 88.44±1.26 56.33±6.37 37.04±3.57 
Proposed 90.22±1.07 62.67±7.83 47.69±3.06 

 
UIUCM 数据集包含 18 个类别的材质图片,每个类包含 12 张样本图片,每张图片的尺寸大小不唯一.在每类

样本中,我们随机抽取 6 张样本用于训练,剩余的 6 张样本用测试.为了使得每个样本可以用协方差描述表示,先
将彩色图片转换为灰度图,对其中每个像素点提取 45 维的特征描述. 
 FUIUCM(x,y)=[x,y,I,abs(Ix),abs(Iy),G0,0(x,y),…,G0,7(x,y),…,G4,7(x,y)] (25) 

公式(25)中的特征为公式(23)和公式(24)特征的组合,最后得到的协防差矩阵维度为 45×45.在该数据集上,
通过交叉验证得:λ1=0.005,λ2=0.5 和λ3=0.5.表 2 给出了各种算法在 UIUCM 数据集上的平均结果. 

3.2   图像集分类 

相比于单幅图像,图像集包含了更多的有效信息,例如光照、姿态和遮挡等.最近,基于图像集的分类问题在

计算机视觉和模式识别领域获得了广泛的关注.所以,为了验证我们方法的泛化性,本文也将我们的方法应用于

图像集的分类任务,分别在 ETH-80 和 YTC 两个数据集上与一些经典的基于图像集的分类算法作对比. 
ETH-80 数据集[36]中含有 8 个类别,每个类别有 10 个图像集,每个图像集中有 41 张从不同角度拍摄的照片.
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我们把每个图片的尺寸调整为 20×20,并且在每一类图像集中,任意选 5 个图像集用作训练,剩下的用作测试.在
该数据集上,通过交叉验证得:λ1=0.05,λ2=0.001 和λ3=0.001.表 3 为各算法在 ETH-80 上的平均结果. 

Table 3  Average results of algorithms on ETH-80 dataset 
表 3  各算法在 ETH-80 数据集上的平均结果 

算法 ETH-80 
PML[38] 90.00±3.07 
GDA[39] 93.25±4.80 

SPDML[6,7] 90.50±3.87 
CDL-LDA[8] 93.75±3.43 

Frob_SR+Frob_DL[17] 93.25±4.45 
Rie_SR+Rie_DL[17] 88.75±4.60 
LE_SR+LE_DL[21] 95.12±4.17 

Ker_SR+Random_DL[27] 94.88±4.17 
Proposed 96.00±3.75 

YouTube Celebrities(YTC)数据集[8]包含 47 个类,由于每一类的对象所包含的图像集的个数不一样,所以我

们从每一类图像中随机抽取图像制作成 9 个图像集,任选 3 个图像集作训练,剩下的 6 个图像集用作测试,图像

集中每个图片的尺寸调整为 20×20.在该数据集上,通过交叉验证得:λ1=0.05,λ2=0.05和λ3=0.005.表 4为各算法在

YTC 上的平均结果. 

Table 4  Average results of algorithms on YTC dataset 
表 4  各算法在 YTC 数据集上的平均结果 

算法 YTC 
PML[38] 67.62±3.32 
GDA[39] 65.78±3.34 

SPDML[6,7] 61.57±3.43 
CDL-LDA[8] 68.72±2.96 

Frob_SR+Frob_DL[17] 63.16±2.72 
Rie_SR+ Random_DL[16] 47.45±7.17 

LE_SR+LE_DL[21] 74.68±2.71 
Ker_SR+Random_DL[27] 72.55±2.77 

Proposed 78.12±2.56 
 

3.3   实验分析 

上述表中的实验结果通过我们在每个数据集上经过 10 次迭代实验获得,其中,有个别稀疏表示方法中的字

典原子是从样本中随机抽取得到的,而不是通过学习得到,我们称这种字典为 Random_DL.通过所得 10 次实验

结果的均值和标准差作为最终的结果,从这 3 个表中的数据来看,在 5 个基准数据集上,我们提出的方法在分类

正确率上都是最好的.在已有的将稀疏表示应用于 SPD 流行上样本的分类算法中,方法 LE_SR+LE_DL[21]和

Ker_SR+Random_DL[27]也可以获得相对较好的效果.这两种方法都不是直接在 SPD 流形上进行分类的任务,而
是通过映射函数分别将 SPD 流形嵌入到切空间和核空间中,然后再进行稀疏表示和样本分类.文献[37]中的 3
种方法——COV-SVM,Gau-SVM 和 RoG-SVM 之间的识别率的差距并不大,但由于 Gau-SVM 方法在对样本建

模时考虑了平均值信息,所以 Gau-SVM 的识别率要比 COV-SVM 高出一点.方法 RoG-SVM 在对样本建模时使

用了更加鲁棒的描述方法,所以 RoG-SVM 的识别率要比 Gau-SVM 高出一点.综上,在这 3 个方法中,方法 RoG- 
SVM 可以得到较高的识别率.在表 2 的实验数据中,确实是 RoG-SVM 的识别率高于 Gau-SVM,Gau-SVM 的识

别率高于 COV-SVM.在 Brodatz 数据集上,除了方法 Ker_SR+Random_DL 以外[27],我们的方法的优势非常明显,
识别率可以达到 90.22%,同时具有最小的标准差 1.07.这说明在该数据集上,我们的方法不仅具有较好的识别效

果,还具有很强的鲁棒性.在 Virus 数据集上,我们的方法具有最高的识别率 62.67%,但是我们的方法的标准差并

不是最小的,但 7.83 的标准差在所有的方法中也是相对较小的,说明我们的方法在该数据上的鲁棒性仍然可以

得到保证.在 UIUCM 数据集,所有方法的识别率普遍偏低,但是我们的方法获得了最好的识别率,且标准差较小.
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在 ETH-80 数据集上,我们的方法标准差为 3.75,仅次于 PML[38].但是我们方法的识别率为 96.00%,远高于 PML
的 90.00%.其中,方法 LE_SR+LE_DL[21]和 Ker_SR+Random_DL[27]的识别率和标准差都仅次于我们的方法.在
YTC 数据集上,除了方法 Ker_SR+Random_DL[27]和 Ker_SR+Random_DL[27],我们的方法的优势非常明显,识别

率可以达到 78.12%,同时具有最小的标准差 2.56.综上,我们的方法在 5 个数据集上具有最好的识别率以及相对

较好的鲁棒性. 

4   总结与展望 

用 SPD 矩阵描述图像或者图像集具有较强的鲁棒性,且由 SPD 矩阵所张成的 SPD 流形是一个非线性的黎

曼空间.本文充分考虑 SPD 流形的黎曼度量和几何性质,提出了基于 SPD 流形潜在稀疏表示分类算法.首先,将
SPD 流形嵌入到核空间,且在核空间字典学习过程中学习一个潜在矩阵,灵活联系核空间中字典原子和类别之

间的信息,提出了核空间潜在稀疏表示分类模型.但核空间的样本没有明确的形式,给核空间的字典的更新带来

了不便,我们使用 Nyström 方法获得核空间训练样本的向量表示去学习更新核空间的潜在字典和潜在矩阵.至
此,我们将欧氏空间分类算法与黎曼流形结合起来,实现 SPD 流形上样本的分类任务.接下来,如何在 SPD 流形

上更新字典,将是我们下一步的研究重点. 
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