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摘  要: 时段演算是描述和推导嵌入式实时系统和混成系统性质的一种区间时态逻辑.扩展线性时段不变式是时

段演算的重要子集.针对实时自动机,提出一种连续时间语义下扩展线性时段不变式的有界模型检验方法.该方法将

扩展线性时段不变式的有界模型检验问题转化为量词线性算术公式的正确性问题,从而可以采用量词消去技术进

行求解.首先,运用符号化的思想,在实时自动机上利用深度优先搜索找到所有满足观测时长约束的符号化路径片

段;然后,将每条符号化路径片段转化为一个量词线性算术公式;最后,利用量词消去工具求解.与已有工作相比,基于

实时自动机设计了验证算法.另外,降低了验证复杂度,并且加速了验证过程的实际速度. 
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Verifying Continuous-time Duration Calculus against Real-time Automaton 

AN Jie,  ZHANG Miao-Miao 

(School of Software Engineering, Tongji University, Shanghai 201804, China) 

Abstract:  Duration calculus is a kind of interval temporal logic, which is designed for specifying and reasoning the properties about the 

embedded real-time systems and hybrid systems. Extend linear duration invariants (ELDI) is an important subset of duration calculus. In 

this study, a bounded model checking algorithm of ELDI formulas against real-time automaton is proposed. The bounded model checking 

problem of ELDI is reduced into the validity problem of Quantified linear real arithmetic (QLRA) formulas, which can be solved by 

Quantifier elimination (QE) technique. Firstly, by using deep first search algorithm, the real-time automaton is searched to find all the 

symbolic paths segments which satisfy the constraints of observation time length. Secondly, the paths segments are transformed into 

QLRA formulas. Finally, the QLRA formulas are solved by QE tools. Thus, compared with the related works, a verification algorithm of 

ELDIs is proposed against real-time automaton with lower complexity. In addition, the practical speed of verifying process is accelerated. 
Key words:  duration calculus; extended linear duration invariants; quantified linear real arithmetic; quantifier elimination 

时段演算[1,2]是周巢尘院士、Hoare 和 Ravn 提出的一种在较高抽象层次上描述和推理嵌入式实时系统及

混成系统性质的区间时态逻辑.它对区间时态逻辑[3]进行了扩展,引入了时段(duration)记号,将在观察区间内(从 

a 时刻到 b 时刻)系统在某个状态(s)的累积停留时间记为状态表达式积分  .b

a
s 目前时段演算已在实际系统设 
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计与验证中有了广泛应用[4,5].时段演算强大的表达能力对系统需求描述有诸多好处,但其较高的抽象程度为自

动化验证带来了不便.时段演算的可满足性(satisfiability)、正确性(validity)和模型检验(model checking)问题都

是不可判定的(undecidable)[6]. 

周巢尘等学者提出并分析了时段演算中一个名为线性时段不变式(linear duration invariants,简称 LDI)[7]的 

子集,其形式为 ;s S sb e c s M ≤ ≤ ≤ 其中, s 表示在观测区间[t,t′]上,系统在状态 s 的累积停留时间,ℓ 表示 

观测区间长度,即 t′–t,cs为常量系数,M 为实数.因此,一个 LDI 公式表示:满足观测区间长度约束时系统状态的时段性

质需满足线性约束 .
s sS

c s M
  ≤ LDI 公式的表达能力较强.例如,对于文献[5]中煤气燃烧器的例子,可以将燃烧器 

的安全需求“任何时候对于系统观察超过 1min,煤气泄漏的累积时间不得超过观察时长的二十分之一”,表示为一个 

LDI 公式 60 20 ,Leak  ≥ ≤ 该 LDI 公式可以很容易地改写为上述线性形式 60 19 Leak Nonleak   ≥  

0.≤  

文献[7]证明了基于实时自动机的 LDI 性质的模型检验问题是可判定的.实时自动机可以看作是一类特殊

的时间自动机,即只有一个时钟变量并且每次迁移都会重置该时钟.基于该工作,学术界研究了在比实时自动机

表达能力更强的模型(如时间自动机、混成自动机)下 LDI 公式的模型检验问题[812].其中,文献[11,12]提出了一

些对于时间自动机下 LDI 的模型检验的高效算法,并将这些方法扩展到时间自动机网络中[13]. 

那么对于时段演算是否可以找到一个比 LDI 更大的子集,其模型检验问题仍然是可以判定的.一个比较自

然的想法是,对 LDI 进行扩展,例如,加入布尔连接符和模态词切变(chop),这样就形成扩展线性时段不变式

(extended linear duration invariants,简称 ELDI).根据文献[6]的结论,在离散时间语义和连续时间语义下,ELDI 的

可满足性(satisfiability)和正确性(validity)都是不可判定的.Martin 等人证明了在离散时间语义和连续时间语义

下,对于有限状态机下 ELDI 的模型检验问题是不可判定的[14].因此,他们提出了 ELDI 的一个近似语义,并且给

出了在该近似语义和离散时间条件下的模型检验算法.由于该算法复杂度过高,在实际系统中很难运用,所以

Martin等人提出了另外一种近似语义,并将 ELDI的模型检验问题转化为 Presburger算术[15].受到该工作的启发,

我们证明了在标准离散时间语义下基于时间自动机的 ELDI 有界模型检验问题是可以判定的,并给出了一种高

效的模型检验算法[16].更进一步地,我们讨论了在连续时间语义下基于时间自动机的 ELDI 的有界模型检验问

题 ,给出了复杂度为三阶指数的判定算法 [17].在此指出 ,文献[16,17]与本文所说的有界模型检验均特指对于

ELDI 公式中观测区间长度 ℓ有上界,即对于形式 b≤ℓ≤e,其中的上界 e 有界. 

在本文中,我们研究在标准连续时间语义下基于实时自动机的 ELDI 的有界模型检验问题.证明了该问题

是可以判定的,并且给出模型检验算法.与文献[7]的区别是,文献[7]讨论的是基于实时自动机的线性时段不变

式(LDI)的模型检验问题,而本文讨论的是基于实时自动机的扩展线性时段不变式(ELDI)的模型检验问题,针对

的公式更加复杂.与文献[16]比较 主要的一个不同点是,本文关注于连续时间语义,而文献[16]关注的是离散

时间语义.与文献[17]比较,本文讨论的模型是实时自动机,可以得到更加简便的模型检验算法,在多个方面降低

了时间复杂度,提高了算法实际运行效率. 

本文验证方法的基本思路如下. 

 第 1 步,运用符号化的思想,在实时自动机上利用深度优先搜索找到所有满足观测时长约束的符号化路

径片段; 

 第 2 步,将每条路径转化为一个量词线性算术表达式(quantified linear real arithmetic,简称 QLRA); 

 第 3 步,将得到的所有量词线性算术表达式运用量词消去工具(例如 REDLOG)求解. 

在第 1 步中,我们定义了符号化路径片段,给出了相应的求取方法,并且有效地缩小了搜索空间.在第 2 步中,

我们详细定义并构造了组成量词线性算术表达式的不等式约束,并且采用一些方法减少量词的引入个数.由于

量词消去的复杂度与量词个数相关,因此第 2 步的处理也加快了第 3 步量词消去的实际运行速度. 

本文第 1 节对相关基础知识进行回顾,包括实时自动机和扩展的线性时段不变式,并给出本文涉及的量词

线性算术的定义,方便后文叙述.第 2 节对于运用符号化的思想在实时自动机上利用深度优先搜索找到所有满

足观测时长约束的符号化路径片段进行描述.第 3 节介绍如何将一条符号化路径片段转化为一个量词线性算
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术表达式.第 4 节根据量词线性算术表达式结果给出 ELDI 模型检验的判定结果以及相关定理.第 5 节给出工具

实现描述和实验结果. 后对全文进行总结. 

1   基础知识及相关定义 

本节首先介绍实时自动机,实时自动机作为本文讨论的模型检验问题中的模型语言.之后介绍扩展线性时

段不变式(ELDI),ELDI 作为本文模型检验问题中的需求描述逻辑.第 3 节给出量词线性算术的定义.为了 

叙述简洁,本文固定一组命题集合记为. 

1.1   实时自动机 

实时自动机(real-time automaton,简称 RTA)[18]可以看作时间自动机(timed automaton)[19]的一个子集,即只

含有一个时钟变量并且每次迁移都重置该时钟变量.实时自动机是对实时系统建模的主流模型.下面给出实时

自动机的定义. 

定义 1(实时自动机). 一个实时自动机 RTA 是一个 6 元组 0( , ,Δ, , , ),S Σ s F  其中, 

 S 是一个有穷状态(位置)集合; 

 是一个有穷字母表; 

 SS 是迁移关系; 

 s0S 是初始状态; 

 FS 是接收状态集合; 

 02 \ { }:  ≥ 是一个时间标签函数(()通常是一些区间的集合,这些区间的端点一般落在{}或

者 0 { } ≥ ). 

一条迁移(s1,,s2)称为-迁移,迁移的源节点状态和目标节点状态分别表示为 Pre和 Post.对于实时自 

动机 ,它的一个执行(run)要么只是初始状态 s0,要么为如下形式 :
1 1 2 2   

1

,, ,

0 ... ,
n n

ns s s
    

     其中 ,n>0,对于 1≤  

1( , , ) Δi i ii n s s ≤ 并且 1( , , ).i i i is s    

例 1:如图 1 所示为一个实时自动机 ,对于其 6 元组,状态(位置)集合为 S={s0,s1,s2},有穷字母表为={a,b, 

c},初始状态为 s0,接收状态集合为 F={s2},迁移集合为={(s0,a,s1),(s1,b,s1),(s1,c,s2)},对应的时间标签函数产生的

时间标签为()={[1,2],[1,3],[2,4]}. 

 

Fig.1  An example for real-time automaton 

图 1  一个实时自动机示例 

特别地,在不影响理解的情况下,本文之后不对状态和位置做出区分.本文讨论的实时自动机不涉及兹诺行

为(non-Zeno)[19],即每一个可控的循环 少消耗时间为 0.   

1.2   扩展线性时段不变式 

扩展线性时段不变式是时段演算的一类重要子集,可以看作是在线性时段不变式(LDI)的基础上引入逻辑

连接符(,,)以及模态词切变(“;”)得到的.ELDI 与 LDI 相比具有更加复杂的语法结构,相应地,表达能力也更

强.同时对其进行验证也变得更加困难,特别是模态词切变的引入,让 ELDI 的模型检验问题与 LDI 的模型检验

问题有了根本区别. 
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扩展线性时段不变式在语法上包括 3 个组成部分:状态表示式 S、线性时段子式 、ELDI 子式.扩展线

性时段不变式的定义如下. 

定义 2(扩展线性时段不变式). 扩展线性时段不变式的结构定义如下. 

  S::=0|P|S|S1S2; 

 :: ;i ii
c S c


  ≤  

  1 2 1 2 :: | | | ; ,         

其中, P表示状态变量,ci和 c 为实数,为一个有穷的下标集合.每一个扩展线性时段不变式都可以表示为如

下形式:b≤ℓ≤e,其中, 0 0 {+ }.,b e   ≥ ≥   

特别地,本文中我们只关注观测时长上界 e 有界的情形,本文所指的有界模型检验指的也是此种情形. 

上面给出了 ELDI 的语法介绍 ,其中包含模态词切变 ,本文统一记为“;” .对于模态词切变的解释为 

1 2 1 2 1 2 1 1 2 2[ ] [ ]; , .( ) , ,[ ],t t m t m t t m m t      ≤ ≤  

如图 2 所示. 

 

Fig.2  An interpretation for chop 

图 2  对于模态词切变的解释 

定义 3(ELDI 的语义解释 I). 给定一个实时自动机和它的一个行为,对于给定的命题集合  ,实时自动

机 的状态(位置)可能满足或者不满足集合  中的命题.那么在连续时间语义下,扩展线性时段不变式对于该

行为的解释如下. 

 对于状态表达式:给定一个时刻 0 ,t ≥  

I(0)(t)=0 并且 I(1)(t)=1; 

( )(
1,

0,
)I P t


 


如果 t 在观察区间内并且系统所处状态满足命题 P,则取 1;否则,取 0; 

I(S)(t)=1–I(S)(t); 

I(S1S2)(t)=max{I(S1)(t),I(S2)(t)}. 

 对于时段:给定一个观察区间[t1,t2],其中, 1 2 0,t t  ≥ 并且 t1≤t2,那么 S 的解释为 

2

1
1 2( )( ) ( )( )[ , ] d .

t

t
I S t t I S t t     

 对于子式:给定一个观察区间[t1,t2],一个 ELDI 子式的解释为 

1 2,[ , ] i ii
I t t c S c 

 ≤ 当且仅当 1 2([ ,( ) ;) ]i ii
c I S t t c

 ≤  

1 2,[ , ]I t t  当且仅当 I,[t1,t2] 不满足; 

1 2 1 2,[ , ]I t t   当且仅当 1 2 1,[ , ]I t t  或 1 2 2[ ] ;, ,I t t   

1 2 1 2,[ , ] ;I t t   当且仅当存在 1 2 1 1[ , ], ,[ , ]t t t I t t   且 2 2] .,[ ,I t t   

1.3   量词线性算术 

量词线性算术(quantified linear real arithmetic,简称 QLRA)是一种一阶逻辑理论.本文涉及的量词线性算术

表达式的语法如下. 

定义 4(量词线性算术表达式语法) 

0 1 1 1 2 :: ... 0 | | . ,|n nc c x c x x            
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其中, 0 1, ,..., , { , },nc c c     其他记号的解释与一阶逻辑和实数算术相同. 

2   寻找满足观测时长约束的路径片段. 

本节介绍给定一个实时自动机 和观测时长约束[b,e],求取所有满足时长约束的路径片段.由于本文讨论

的时间语义是连续语义,对于一个时间区间[t,t′],其包含无穷个时刻点,那么对于从同一个位置出发具有相同时

间长度的执行路径可能有无数条.因此,本文的基本思路是采用符号化的思想,求取满足观测时长约束的符号化

路径片段. 

文献[17]采用基于区域图(zone graph)的方法,需要先将自动机模型转化为区域图.求取区域图后,在开始搜

索时需要引入一个额外时钟变量 t 并对区域图中的区域(zone)进行隐式变换,该时钟变量用来隐式记录路径片

段的时间长度.但是求取区域图在 坏情形下会使得搜索空间呈单指数扩大.本文基于实时自动机模型,所采用

的方法不需要像文献[17]那样求取区域图并进行处理,而是显式地刻画符号化路径片段的时间长度,这样大大

降低了算法时间复杂度. 

2.1   符号化路径片段的定义 

下面对符号化路径片段及其时间长度给出显性刻画. 

定义 5(符号化路径片段). 给定一个实时自动机 和它的某个执行
1 1 2 2 ,, ,

0 1 ... ,
n n

ns s s
    

     那么对于这个

执行的某个执行片段
1 11 1 , ,,

... ,
j j j ji i

i js s
       

   其中, 0 1 ,i j j n ≤ ≤ ≤ 其对应的符号化路径片段为 : ( , ( ,i is s   

1 1 1 1, ))...( , ( , , )).i i j j j js s s s       

可见,符号化路径片段记录了某个执行片段经过的状态(位置)以及系统在该位置可以停留的时限约束.特

别地,对于执行片段的 后一个位置,在实时自动机 中没有迁移从该位置发生,那么可以认为系统可以在该位

置停留的时限约束为[0,+]. 

定义 6(符号化路径片段的长度和时间长度). 给定一个符号化执行片段 1 1: ( , ( , , ))...( , ( ,i i i i j js s s s s      

1 1, )),j js   它的长度||是指其中离散位置的个数,||=j–i+1.它的时间长度||||是一个区间,指的是系统在每个位

置停留的时间长度区间加和 1 1( , , ).
j

i i ii
s s       

2.2   符号化路径片段的搜索算法 

根据符号化路径片段的定义,给定一个实时自动机 和观测时长约束[b,e],找到所有满足观测时长约束的 

符号化路径片段即为找到所有 1 1 1 1: ( , ( , , ))...( , ( , , )),i i i i j j j js s s s s s        其中, [ , ] .b e     

寻找的基本思路是从实时自动机的每一个位置出发,利用深度优先搜索算法寻找.每到一个位置就计算一 

次当前这条符号化执行片段的时间长度||||,并判断 [ , ]b e   是否成立.如果成立,则说明此条符号化执行 

路径包含某些满足时长约束的执行片段;如果不成立,则说明目前符号化执行片段的长度不满足观测时长约束,

需要更深地搜索或者开始回溯其他分支.深度优先搜索过程依靠一个栈 STK 实现,具体过程参考表 1 中算法. 

特别地,对于一条符号化执行片段的第 1 个位置,由于不知道开始观测时系统已在该位置停留了多长时间,

因此需要对于其时间长度进行特殊处理,即修改在该位置上停留的时间长度的下界为 0,上界不改变. 

该算法的输入是实时自动机 和观测时长约束[b,e],输出为所有满足观测时长约束的符号化路径片段的 

集合.一开始,为空,分别从实时自动机 中每一个状态(位置)开始寻找.起初,当前符号化执行片段为空(), 

将栈 STK 中栈顶的元素作为的下一个位置,判断当前的时间长度与约束[b,e]之间的关系(行 9~行 10,行 19).

第 1 种情况,如果当前的时间长度区间与约束区间有交集,说明当前是一条满足观测时长约束的符号化路径

片段,那么将当前复制到集合(行 11).然后继续向前寻找,查看当前状态是否有后继状态,如果有,则将所有后

继状态加入到栈中(行 12~行 14),如果没有,则说明需要回溯(行 15~行 18).第 2 种情况(第 1 种情况不满足时进

入),如果当前的时间长度区间的 大值小于约束区间的下界 b,则不将放入集合中,直接继续向前寻找(行
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12~行 18),继续寻找过程与第 1 种情况处理相同.第 3 种情况(前两种情况都不满足时进入),如果当前的时间长

度区间的 小值第 1 次超过了时长约束的上界 e(行 19),由于是第 1 次从没有超过上界变为超过上界,这时同样

需要将该符号化执行片段加入集合中;然后直接开始回溯,不再向前寻找.直到栈 STK 为空,说明以 s 为开始位

置的满足观测时长约束的符号化执行片段已搜索完毕.由于以实时自动机中所有的状态为起点寻找,因此,该

算法可以找到所有满足时长约束的符号化执行片段. 

Table 1  The algorithm for finding all symbolic path segments whose lengths are in [b,e] 

表 1  寻找所有满足观测时长约束[b,e]的符号化路径片段的算法 

.

1

: ;

: ;

_ : . ;

8 : _ ;

9 [ , ) (

. ( ,[ , ]).

; [ , ];

2
3 .

4

5 . ( );

6

7

0, )

10 [ , )

11

state STK

current state

b e b

Search b e

b e

s S

STK s

ST

b e

K

current



 

 





 




 




     

  

  beg

1  

foreach  do

push

whil

in

 do

pop

 or  the

e 

if 

if 

n

 then



输入:

输出:











算法 

 

( )

( )

14 . ( );

15

16

( ) hav

: { };

12 _

13

e been popped out

18

_

: ( , _ );

17

: ( , );

1

( )

state

s

Post current

s Post current

STK s

Post laststat

tate

current st

e

laststate

ate









 



  

  

 











if 

foreach

 then

remove

remove

  do

push

else

while do

9 [ , )

20 : { };

21 : ( , _ );

22

: ( ,

( ( )) have been

_ );

24 ;

popped out

23

Post laststate

e

current state

current state






 


 

   

  





 then

remove

else if 

while do

retur

remo

n 

ve

 

 

2.3   搜索算法的正确性证明 

对于算法 1 的正确性证明,即需要证明:(1) 算法会终止;(2) 通过其找到的集合中任意一条符号化路径片

段一定是一条真实的路径片段,并且时间长度与区间[b,e]相交;(3) 任意一条能够产生的一条符号化路径片

段,如果其时间长度与区间[b,e]相交,那么,它一定在集合中.因此,我们证明如下定理. 

定理 1(算法 1 正确性). 给定一个实时自动机和观测时长约束[b,e],算法 1 是正确的,即: 

 终止性(termination):算法会终止; 

 可靠性(soundness):如果是集合中的一条符号化执行路径,那么,一定是 能够产生的一条符号化路

径的一个片段,并且该符号化执行片段的时间长度与区间[b,e]相交; 

 完备性(completeness):如果是 能够产生的一条符号化路径的一个片段,并且片段的长度与区间[b,e]

相交,那么,一定在集合中. 

证明:对于终止性来说,我们只需要证明第 6 行的 while 循环会终止,因为比较明显的是 外层的 foreach 和

里层的 foreach 及 while 循环均能够终止.给定搜索起始位置 s,从 s 开始的一个满足观测时长约束[b,e]的符号 
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化路径片段的长度为 (1 / ),N e      其中,N 为 中状态(位置)个数(|S|),为假设的一个可控循环消耗的

小时间(不考虑兹诺行为).根据鸽笼原理,某个状态 多在中出现 1 /e   也就意味着中 多有 /e  个

可控循环.因此,从 s 开始的所有满足观测时长约束[b,e]的符号化路径片段长度 大为 (1 / ).N e    那么,找到

所有满足观测时长约束的符号化路径片段的循环次数 多为 (1 / ).N eN     加入到栈中的状态数有上限,而且每 

次循环都会去掉栈中一个元素,因此栈一定会为空,即循环一定终止. 

对于可靠性,假设是集合中的一条符号化执行路径,显然,根据算法 1 找到的执行片段一定是自动机 

可以产生的,并且根据第 9 行、第 10 行、第 19 行的判断条件,该符号化执行片段的长度与区间[b,e]相交. 

对于完备性,假设 1 1 1 1: ( , ( , , ))...( , ( , , ))i i i i j j j js s s s s s        是自动机 能够产生的一条符号化路径的一个 

片段,并且长度区间与约束区间[b,e]相交.那么,可以构造一个′.首先,我们让从 1 1( , ( , , ))i i i is s s    开始,显

然,算法 1 中第 3 行可以办到.由于是自动机能够产生的一条符号化路径的一个片段,那么,中的第 2 个位

置 1 1 2 2( , ( , , ))i i i is s s     一定是 1 1( , ( , , ))i i i is s s    的一个后继 ,并且 1 1 1 1 2 2( , ( , , ))( , ( , , ))i i i i i i i is s s s s s         的时

间长度的 大值一定小于 e,那么,根据第 9 行~第 18 行,会等于 1 1 1 1 2 2( , ( , , ))( , ( , , )).i i i i i i i is s s s s s         以此推 

导,直到 1 1( , ( , , ))j j j js s s    被加到的 后.那么,会在执行第 10 行、第 11 行或者执行第 19 行、第 20 行后 

被加入到中,即′. □ 

3   构造量词线性算术表达式 

本节我们介绍如何将一条满足观测时长约束的路径片段转化为一个量词线性算术表达式.给定一个观测

区间[t,t′],那么它一定被自动机的状态(位置)所占据,如图 3 所示,在该段时间区间上,系统依次处于状态(位

置)l1,l2,…,ln(可以有重复状态,这里为了描述简洁,重新给出下标号).如果区间长度 t′–t 在观测区间长度约束[b,e]

内,即 b≤t′–t≤e,那么,其对应的路径片段即为一条满足观测时长约束的路径片段. 

对于每一个位置 li(1≤i≤n),我们引入一个变量 0 ,i  ≥ 表示系统在该位置停留的时长.对于 ELDI 子式,

如果含有模态词切变,例如式子1;2;…;r,那么,每一个切变点必然位于某个位置 lj 内.对于某个切变点 chopi,我

们引入一个变量 .i  ≥0 如图 3 所示,如果切变点 chopi 位于位置 lj 内,那么,i 表示从系统进入位置 lj 到切变点

chopi 的时间长度 .运用引入的这些变量 ,我们可以将一条满足观测时长约束的符号化路径片段表达为

(l1,1)(l2,2)…(ln,n).下面我们给出将其转化为一种量词线性算术表达式的方法. 

 
Fig.3  Interpretation for introduced variables , 

图 3  对于引入变量,的解释 

3.1   构造符号化路径片段的时限约束 

首先,我们需要将这条符号化路径片段的时限约束表示出来,即刻画实时自动机产生这条符号化路径片段

的所有时限约束.这些时限约束包括 3 种类型:非负约束、加和有界约束和约束. 

定义 7(非负约束). 给定一个满足观测时长约束[b,e]的路径片段(l1,1)(l2,2)…(ln,n),那么,系统在每个位置
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的停留时长i 是一个非负实数: 

1

( 0).
n

i
i



 ≥  

定义 8(加和有界约束). 给定一个满足观测时长约束[b,e]的路径片段(l1,1)(l2,2)...(ln,n),那么,系统在所有

位置停留的总时长满足观测时长约束: 

1

.
n

i
i

b e

≤ ≤  

加和有界约束的意义在于,第 2 节中求取的每个符号化路径片段的时间长度均是一个区间,只是与时长约

束[b,e]有交集.那么,加和有界约束则进一步限定,无论每个i 如何取值,加和一定需要满足时长约束[b,e],去除掉

路径片段的时间长度在[b,e]约束之外时的i 取值情况. 

定义 9(约束). 给定一个满足观测时长约束[b,e]的路径片段(l1,1)(l2,2)…(ln,n),那么,系统在每个位置停

留的时长i 应满足实时自动机在相应位置停留的时限约束,即保证该路径片段确实为一条实时自动机能够产

生的路径的一个片段. 

对于实时自动机,约束求取的基本思路如下,分两种情况加以讨论. 

第 1 种情况,如果路径片段只含有一个位置(l1,1),那么,获取实时自动机中所有以位置 l1 作为源节点的迁

移,可以用迁移上的约束求取系统在该位置停留的时限约束.由于不能够知晓开始观测时系统已经在该位置停

留了多长时间,因此需要对迁移上的约束做出修改,即将约束下界修改为 0 即可.例如,如图 1 中,假设有一个满 

足时长约束的路径片段为(s1,1),有两条迁移
,[1,3]

1 1

b

s s 和
,[2,4]

1 2

c

s s 以 s1 作为源节点,那么,对于某条执行路径,系统 

在 s1 上停留的时限约束为[1,3]或[2,4].由于不知道开始观察时系统已在 s1 上停留了多长时间,因此,观察到系统

在 s1 上停留的时限约束为[0,3]或[0,4].那么,对于这条路径片段来说,约束为 0≤1≤3 或 0≤1≤4. 

第 2 种情况,如果执行片段长度大于 1,假设路径片段为(l1,1)(l2,2)…(ln,n),那么,对于路径片段中相邻的两

个位置(li,i)和(li+1,i+1),先找到 li 到 li+1 的所有迁移,将迁移上的时限约束作为对于(li,i)的约束.同样地,对于

(l1,1)的约束需要处理下界. 

由于第 2 节查找满足观测时限的符号化执行路径时已采用该思想,因此具体实现时只需将第 2 节中对于该

条符号化执行路径片段所求的每个位置时间长度区间变为相应的约束.表 2 中算法为生成 3 种时限约束的算

法.该算法输入为某个符号化路径片段:(l1,1)(l2,2)…(ln,n),输出为这个符号化路径片段所满足的时限约束.

该算法比较简单,行 2 到行 3 是对每个位置生成其需要满足的约束,运用函数_constraint()求取,具体方法如前

所述.第 4 行将 3 种类型的约束取交集,即为时限约束. 

Table 2  The algorithm for generating the timing constraints 

表 2  生成时限约束的算法 
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 2  

begin

foreach  do

return 

输出:

输入

≥

:

≤ ≤

算法

 

3.2   构造语义不等式 

为了能够用量词线性算术表达式表达每一个线性时段子式 的语义信息,我们需要构造 3 种不等式:线性

时段子式不等式、~不等式以及附加不等式. 

定义 10(线性时段子式不等式). 给定一个 ELDI 子式,对于其中每一个线性时段子式  ,将 中每一个状
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态(位置)积分 il 用引入的变量和表示,得到的不等式  即为一个线性时段子式不等式. 

定义 11(~不等式). 如果一个切变点 chopi 落在位置 lj 内,那么对应的变量i 和j 应满足的不等关系为 0≤

i≤j,称为一个~不等式. 

定义 12(附加不等式). 如果存在两个相邻的切变点 chopi 和 chopi+1 位于同一个位置 lj 内,如果 chopi+1 在

chopi 左边,那么对应的变量i 和i+1 应满足的不等关系为 0≤i+1≤i,称为一个附加不等式. 

给定一个符号化路径片段:(l1,1)(l2,2)…(ln,n)和 EDLI 子式,将其翻译为一组不等式的思路是 ,根据

EDLI 子式的逻辑结构,分解到每个线性时段子式,将其翻译为线性时段子式不等式、~不等式、附加不等式;

然后再用相应的逻辑结构组合起来. 

 当是一个线性时段子式,即 ,i ii
c S c


   ≤ 时 假设其含有 k个状态积分式子 1, , ,kS S   对于:(l1, 

1)(l2,2)…(ln,n), ,
i j

i jS l
S 


   即将中所有与 Si 相同的位置 lj 对应的停留时长j 求和,用该加和表达式代替

中 ;iS 如果没有与 Si 相同的 lj,则用 0 代替 iS .因此得到的线性时段子式不等式为 ,
i j

il jS
S


    

   表 

示将线性时段子式中的状态积分用相应的变量的加和表达式替换. 

 当=,12,12 时,我们将它们递归分解为线性时段子式. 

 当=1;2时,将分为两个子片段1和2,分别对应到公式1和2上,从而将其转化为与关系()上的两个

子问题. 

3.3   构造量词线性算术表达式 

与文献[17]相比,本文构造的时限约束和不等式更加明确,同时,构造算法中不需要引入额外的变量,即在

遇到切变时,通过已有变量和变量的算术运算形式来表示片段中被切割的位置分属两个子片段的时间长度

(,i–).由于求解量词线性算术表达式的复杂度与变量个数相关,因此,本文采用的方法减少了变量个数,有效

地缩短了求解所需时间.具体算法参考表 3 中算法. 

Table 3  The algorithm for generating a QLRA formula 

表 3  生成一个 QLRA 公式的算法 
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case  do

return 
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表 3 中生成一种量词线性算术表达式的算法,其输入为一个扩展线性时段表达式和一个符号化路径片段

:(l1,1)(l2,2)…(ln,n);输出为一个 ELDI 子式表达式.整个算法是一种递归算法,根据扩展线性时段表达式的
逻辑结构进行递归.当递归到某个线性时段子式时,运用引入的变量的加和形式替换掉式子中的状态积分,得到
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线性时段子式不等式(行 3).当碰到逻辑连接词时,根据逻辑连接词的语义,将问题分解为子问题,递归地调用本

算法.每当碰到一个切变时,引入一个变量,将分为两部分(行 11),同时需要添加相应的~不等式(行 11中 后

一个不等式).当遇到两个切变点落在同一个状态时,~不等式会变成一个附加不等式.例如,当1 仍然含有切

变,且切变点落在1:(l1,1)…(li,)的 后一个位置时,新引入的变量′需要满足的~不等式为 0≤≤,那么,实

际上是一个附加不等式.当片段有 n 个位置时,当前切变点的落位会有 n+2 种情况,即在这 n 个位置之前、在这

n 个位置中的某个、在这 n 个位置之后.集合 Q 记录引入的(多个)变量. 后,我们将引入的变量、算法 2 求出

的时限约束表达式和得到的表达式构造一个 QLRA 表达式 1, , , . .n Q        

3.4   构造算法的正确性证明 

同样地,我们需要证明构造算法的正确性,正确性证明主要依赖递归正确性. 

定理 2(算法 3 的正确性). 给定一个满足观测时长约束[b,e]的符号化路径片段和 ELDI 公式,算法 3 是正

确的,即: 

 终止性:算法会终止; 

 可靠性:如果 ,  那么,QLRA(,)得到的 QLRA 表达式是满足的(satisfiable); 

 完备性:如果 QLRA(,)得到的 QLRA 表达式是满足的,则 .   

证明:对于终止性来说,由于算法是根据 ELDI 公式的结构进行递归的,因此可以看出算法是终止的.对于

可靠性和完备性,下面分析每种递归结构. 

 当是一个线性时段子式 ,即 i ii
c S c


   ≤ 时 , 1 2,[ , ] i ii

I t t b e c S c 
 ≤ ≤ ≤ 当且仅当

2 1 1 2([ , )( ] ,)i ii
b t t e c I S t t c

  ≤ ≤ ≤ 其中,t1,t2分别为路径片段的起始时刻和终止时刻.显然,当按照语义替

换后,仍然有这一关系.因此,如果 ,  那么,QLRA(,)得到的 QLRA 表达式是满足的;如果 QLRA(,)得到的

QLRA 表达式是满足的,则 .   

 当=1 时,对于可靠性,假设 QLRA(,)不满足,那么,根据算法 3 有QLRA(1,)不满足,也就意味着

QLRA(1,)正确.根据归纳假设条件,我们有 ,  可以得到不满足1.对于完备性,假设 QLRA(1,)正确,

根据算法 3 有 QLRA(1,)不满足.根据归纳假设,我们有不满足1,因此得到 .   

 当=12 时,对于可靠性,假设 QLRA(12,)不满足,根据算法 3 有 QLRA(1,)QLRA(2,)不满足.根据

归纳假设,我们有不满足1并且不满足2,因此,不满足12.对于完备性,假设QLRA(12,)正确,根据算法 3有

QLRA(1,)或者QLRA(2,)不满足.根据归纳假设,我们有不满足1 或者不满足2,因此得到 1 2.    

 当=12 时,证明与=12 类似. 

 当=1;2时,显然 1 2;   当且仅当被分为两个部分1 和2 且 1 1 2 2.     根据算法 3,我们选取了

所有可能的切变点位置,并按语义分解为两个子问题 1 1  和 2 2.  因此,根据归纳假设,我们得出:如果   

1 2; ,  那么,QLRA(1;2,)得到的 QLRA 表达式是满足的;如果 QLRA(1;2,)得到的 QLRA 表达式是满足的,则

1 2; .    □ 

3.5   构建量词线性算术表达式举例 

下面举例说明如何构建一个量词线性算术表达式. 

例 2:我们考虑图 1 所示的实时自动机以及 ELDI 公式: 0 1 1 23 4 1;2 2,s s s s      ≤ ≤ ≤ ≤ 令 1 0s    

1 2 1 21, 2 2.s s s    ≤ ≤ 现有一条满足观测时长约束的符号化路径片段:(s0,0)(s1,1)(s2,2),可见我们引入 

了 3 个变量.由于有一个切变,因此我们引入一个变量1. 

首先,我们生成符号化路径片段的所有时限约束.对于约束,由于(s0,0)是第 1 个位置,后继位置为(s1,1),因

此,0 应先取迁移(s0,a,s1)的时限约束,即 1≤0≤2.由于(s0,0)是第 1 个位置,开始观测时并不知道系统在 s0 已停

留多长时间,因此,将0 的下界改为 0,得到0 的 后约束为 0≤0≤2.用同样的方法得到(s1,1)的时限约束为 2≤

1≤4,(s2,2)的时限约束为2≥0.非负约束为 0 1 2( 0 0 0),   ≥ ≥ ≥ 加和有界约束为 0 1 23 4.   ≤ ≤ 所有

时限约束为 0 1 2 0 1 2 0 1 23 4 (0 2 2 4 0) ( 0 0 0).               ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≥ ≥ ≥ ≥  
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然后,我们根据算法 3 来构造不等式和 QLRA 表达式.由于当前 ELDI 公式中是一个切变形式,那么会匹配

到第 11 行,并有 5 种可能情况:(1) 当切变点落在 s0 左侧时,1 为空,2 为(s0,0)(s1,1)(s2,2),那么, 1 0 0 1,  ≤  

2 1 22 2,   ≤ 即得到线性时段子式的不等式 1 20 0 1 2 2.   ≤ ≤ (2) 当切变点落在 s0 时,1 为(s0,1),2

为(s0,0–1)(s1,1)(s2,2),那么 , 1 1 2 1 20 1, 2 2,     ≤ ≤  即得到线性时段子式的不等式 1 10 1 2   ≤  

2 1 02 0 .  ≤ ≤ ≤ (3) 当切变点落在 s1 时,1 为(s0,0)(s1–1),2 为(s1,1–1)(s2,2),那么, 1 0 1 21,   ≤   

1 1 22( ) 2,    ≤ 即得到线性时段子式的不等式 0 1 1 1 2 1 11 2( ) 2 .0          ≤ ≤ ≤ ≤ (4) 当切变点落在

s2 时,用同样的方法得到线性时段子式的不等式为 0 1 2 1 1 21 0 ( ) 0 .2         ≤ ≤ ≤ ≤ (5) 当切变点落在

s2 的右侧时,用上述方法得到线性时段子式的不等式为 0 1 1 0 0 2.   ≤ ≤ 因此,根据算法 3 构造的 QLRA 表

达式为 

0 1 2 1 0 1 2 0 1 2 0 1 2, , , .3 4 (0 2 2 4 0) ( 0 0 0)                         ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≥ ≥ ≥ ≥  

1 2 1 1 2 1 0 0 1 1 1 2 1 1(0 0 1 2 2) ( 0 1 2 2 0 ) ( 1 2( ) 2 0 )                           ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  
0 1 2 1 1 2 0 11 0 ( ) 2 0 ( 1 0( 0 2).)                ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  

4   求解 QLRA 表达式及判定定理 

根据定理 1 和定理 2,给定一个实时自动机和一个观测时长约束有上界的 ELDI 公式,我们可以将模型

检验问题 Φ  转化为 QLRA 表达式的正确性(validity)问题. 

定理 3. 给定一个实时自动机  和一个观测时长约束有上界的 ELDI 公式, Φ  当且仅当

  , ,
(Φ, )

Search b e
QLRA




 
是正确的(valid). 

定理 3 可以从定理 1 和定理 2 得出,这里不再证明.根据 Tarski 理论,量词线性算术表达式的可满足性和正

确性问题是可以判定的[20],因此有下面的结论. 

定理 4. 给定一个实时自动机和一个观测时长约束有上界的 ELDI 公式, ,[ , ] Φb e  是可判定的. 

QLRA 表示式可以运用量词消去技术求解 ,量词消去技术基于柱形代数分解理论(cylindrical algebraic 

decomposition,简称 CAD)[21],该方法的 坏复杂度与变量规模呈二阶指数关系,但是,由于 QLRA 表达式中均为

线性不等式,因此,求解比较迅速.目前,量词消去技术在许多求解器中都有实现,例如,REDLOG、QEPCAD[22]、

Z3 等. 

5   工具实现与实验 

目前,我们在 Linux 平台上实现了一个原型工具,如图 4 所示为工具的架构图.工具接收两个输入:一是,实时

自动机( )模型文件,格式参考 UPPAAL 模型文件格式;二是,扩展线性时段不变式(),存放在一个文本文件中.

工具会接收这两个输入,首先寻找所有满足观测时长约束 ℓ的符号化路径片段,并得到其集合,然后构造QLRA

表达式,生成所有 QLRA 表达式的集合,并保存在符合 REDLOG 输入格式的文本文件中;然后将该文件传递给

量词消去工具 REDLOG,REDLOG会依次求解 QLRA表达式i,并将每个表达式的结果(true or false)记录在一个

文本文件中. 

在实验部分,我们讨论文献[14,16]中给出的一个实验.一个实时自动机由 N 个简单的实时自动机 M 迭代

组成.Mi 如图 5 所示,由 4 个状态组成 Ai,Bi,Ci,Di,系统在每个状态上停留一个时间单位.特别地,对于 1≤i≤N,Di有

一条迁移前往 Ai+1;对于 1≤j≤i≤N,Di 有一条迁移前往 Aj.文献[14,16]在离散时间语义下进行了实验,本文则在标

准连续时间语义下进行了实验,迭代次数 N 从 3 到 6.表 4 是我们的实验结果,tqlra表示生成所有 QLRA 表达式所用

时间,tqe 表示运用量词消去工具求解所有 QLRA 表达式所用时间,ttotal 表示验证的总时间,而 t′total 表示采用文献[17]

中算法的总时间,时间单位均为 s.我们同样对含有不同逻辑运算符和切变的 ELDI 式子进行了实验,工具和实验可

以参考 https://github.com/Leslieaj/VCELDI. 

由于本文采用标准连续时间语义,而文献[16]采用离散时间语义,所以模型检验的总时间比文献[16]中相同

问题所用时间要长.这是由于采用方法、基于的模型以及讨论的时间语义不同所致,我们的优势是可以解决连
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续时间语义下的模型检验问题.与文献[17]中算法的实验结果相比,我们的验证方法所用时间明显低于文献[17]

验证所需时间,可见本文方法有效地降低了验证算法的复杂度,提高了实际验证速度. 

     
Fig.4  The tool structure              Fig.5  The model and property of the experiment 

图 4  工具架构图                           图 5  实验的模型与性质 

Table 4  The results of the experiment 

表 4  实验结果 
N tqlar tqe ttotal t′total

3 0.7 0.7 1.4 1.8 
4 1.1 1.0 2.1 3.1 
5 1.7 1.5 3.2 4.5 
6 2.4 1.9 4.3 6.1 

6   总  结 

本文讨论了在连续时间语义下,对于一个观测时长约束有上界的扩展线性时段不变式(ELDI)在实时自动

机上的模型检验问题.本文证明了该问题是可以判定的,并且给出了判定方法.首先,我们采用符号化的思想,运

用深度优先搜索得到所有满足观测时长约束的符号化路径片段;然后,将每一个符号化路径片段转化为一个量

词线性算术表达式; 后,运用量词消去工具 REDLOG 求解这些量词线性算术表达式. 

时间复杂度方面,对于第 1 步,我们可以看到算法 1 与自动机中状态(位置)数目呈一阶指数关系.第 2 步中,

生成 QLRA 表达式的算法复杂度是多项式复杂度. 后一步运用量词消去工具求解,量词消去工具的 坏时间

复杂度与变量个数呈二阶指数关系.但是,根据前文分析,QLRA 表示式中均为线性不等式,所以求解比较快,近

似为多项式和一阶指数,这一点可以从实验 tqlar和 tqe的比较中看出.所以,对于时间复杂度来说,与实时自动机的

规模和扩展线性时段不变式的切变个数呈一阶指数关系, 坏是二阶指数关系.而文献[17]中的验证算法复杂

度一般为二阶指数, 坏情况为三阶指数.与文献[17]相比,复杂度和运行速度方面的优化有以下两点:第一,缩短

了搜索空间,降低了搜索算法的复杂度,并减少了所产生的 QLRA 公式数量;第二,对于单个 QLRA 表达式,减少

了量词的引入个数.从而,整体上降低了验证算法的复杂度,并加快了量词消去工具求解时的实际运行速度. 
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