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核资源,提高运行效率. 

1   大整数乘法 SSA 算法简介 

1.1   大整数数据结构 

大整数一般采用基存储的方式,以 R 为基的 n 位大整数可表示为 

 1
0 1 1 0( , ,..., ) n i

n R iia a a a a R−
− =

= = ∑  (1) 

其中,ai(0≤i≤n−1)为 0或正整数,且 0≤ai<R,最高位 an−1≠0.大整数与多项式在形式上基本一致,可将大整数看做

是某种特殊类型的多项式 A(x),其中,x=R,其值: 

 1
0( ) n i

iiA R a R−

=
= ∑  (2) 

其中,ai 的条件同公式(1)[1]. 
大整数数位的数据类型(单位可用 limb 表示)和大整数数据结构的定义如下: 
typedef unsigned long mp_limb_t;  //定义大整数数位的数据类型 
typedef struct     //定义大整数数据结构 
{  int _mp_alloc;    //大整数动态数组的长度 
 int _mp_size;     //大整数动态数组已用的长度和符号 
 mp_limb_t* _mp_d;    //大整数动态数组首地址指针 
}mpz_struct;     //定义存储大整数的数据结构 
其中,limb 的大小一般和处理器位数相关,比如 64 位处理器,1 limb 等于 64 位 bit,其最大值的 10 进制数表

示为 18 446 744 073 709 551 615.本文涉及的大整数乘法 SSA 算法是基于大整数多项式模型进行分析研究的. 

1.2   算法原理 

大整数可以用多项式来表示,那么大整数乘法也就是多项式乘法,其实质是求两个向量的卷积.根据卷积定

理 [20,21],向量卷积的傅里叶变换是向量傅里叶变换的乘积 .另外 ,傅里叶变换有快速算法 (fast fourier 
transformation,简称 FFT),可以将算法的复杂度降低到O(nlogn),因此能利用 FFT来求解大整数乘法.但是根据循

环卷积和线性卷积的定义,傅里叶变换对应的是循环卷积而不是线性卷积[22],这就需要一些额外操作完成求解. 
假设要求解大整数 a 和 b 的乘积,a 的多项式表示为 

 1
0 1 1 0( ) ( , ,..., ) n i

n R iiA R a a a a R−
− =

= = ∑  (3) 

其中,ai 的条件同公式(1),其向量表示为(a0,a1,…,an−1).b 的多项式表示为 

 1
0 1 1 0( ) ( , ,..., ) m i

m R iiB R b b b b R−
− =

= = ∑  (4) 

其中,bi(0≤i≤m−1)为或正整数,且 0≤bi<R,最高位 bm−1≠0,a 和 b 的向量表示为(a0,a1,…,an−1)和(b0,b1,…,bm−1).众
所周知,最高次数为 n−1 的多项式与最高次数为 m−1 的多项式相乘,其结果的最高次数为 n+m−2,所以 a 和 b 的

乘积 c 是一个最高次数为 n+m−2 的多项式[23].但是根据傅里叶变换的定义,大整数 a(a0,a1,…,an−1)和 b(b0,b1,…, 
bm−1)的傅里叶变换结果分别是 n 点序列和 m 点的序列,那么要想应用傅里叶变换求解多项式 a 和 b 的乘积,就
需要对 a 和 b 两个向量进行扩充,也即将 a 和 b 两个向量的长度扩充到 n+m−2,具体方式见算法 1. 

算法 1. 基于 FFT 的大整数乘法算法. 
Input: 大整数 a(n 位)和 b(m 位); 
Output: c=a×b. 
1. 1 1( ,0 ), ( ,0 )m na a b b− −= =  

2. ˆˆ ( ), ( )a FFT a b FFT b= =  

3. ˆˆ ˆc a b= ⋅  
4. ˆ( )c IFFT c=  
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5. 对 c 进行进位操作 
算法 1 的第 1 步对 a 和 b 两个向量高阶部分进行补零操作,完成扩充;第 2 步分别对扩充后的两个向量进

行 FFT 计算;第 3 步对得到的 FFT 两个序列进行逐点相乘操作;第 4 步对点乘结果做快速傅里叶逆变换 IFFT;
最后对第 4 步得到的序列做进位等操作,得到结果 c. 

上面的算法已经实现了利用 FFT 计算大整数乘法,但是仍存在两个主要缺陷:其一是对 a 和 b 两个向量需

要进行扩充操作 ,在一定程度上增加了计算量 ;其二是传统的 FFT 算法是基于复数上的 n 次单位根

ωn=cos(2π/n)+isin(2π/n)的,因此必须要进行三角函数类的浮点运算,从而会有一定程度的截断误差. 
对于扩充问题,可以利用求循环卷积或者负循环卷积来代替求线性卷积来解决.循环卷积和负循环卷积的

定义在文献[24,25]中有比较详细的介绍,下面主要介绍利用 FFT 计算循环卷积和负循环卷积的方法:假设

a=[a0,a1,…,an−1]T和 b=[b0,b1,…,bn−1]T是长度为 n的列向量.ω是主 n次单位根,并且ψ2=ω.假设 n有一个乘法的逆,
那么, 
 a 和 b 的循环卷积=IFFT(FFT(a)⋅FFT(b)) (5) 
 a 和 b 的负循环卷积=ψ−1⋅IFFT(FFT(ψ⋅a)⋅FFT(ψ⋅b)) (6) 
其中,ψ称为权重因子.由于计算负循环卷积的过程与计算循环卷积的过程类似,因此用循环卷积或负循环卷积

代替线性卷积,都能很好地解决扩充问题. 
对于截断误差问题,可以利用快速数论变换(fast number theoretic transforms,简称 FNT)技术来解决.数论变

换具有与傅里叶变换相似的结构,但其是利用整数根代替复指数单位根,且所有运算按整数模来定义.数论变换

实际只是傅里叶变换在有限域的一种表现形式,即:傅里叶变换的插值是取复数域内的 N 次方根,数论变换的插

值是取某个剩余系内的 N 次方根,其余的运算和傅叶变换基本一致.数论变换同样具有循环卷积性质,并且在某

些情况下可以只利用加法和移位操作来计算,可以显著减少计算量,而且相比于傅里叶变换可以精确地计算卷

积而没有舍入误差. 
大整数乘法 SSA 算法就是采用上面两种方法对基于傅里叶变换的大整数乘法算法进行优化的.为了实现

递归求解,即:在对得到的傅里叶变换后的两个序列进行逐点相乘操作时,可以递归地调用此算法来求解,选取

的是求解负循环卷积来解决扩充问题;同时,利用 FNT 技术,在有限域上求解负循环卷积来解决截断误差问题,
具体内容见算法 2. 

算法 2. 大整数乘法 SSA 算法. 
Input: 大整数 a(n 位)和 b(m 位); 
Output: c=a×b. 
1. ,a a b bψ ψ= ⋅ = ⋅  

2. ˆˆ ( ), ( )a FNT a b FNT b= =  

3. ˆˆ ˆc a b= ⋅  
4. ˆ( )c IFNT c=  

5. 1c cψ −= ⋅  
6. 对 c 进行进位操作 
算法 2 中,第 1 步对 a 和 b 进行分解操作,其实质就是将 a 和 b 两个大整数转化成多项式的过程,并对两个

向量乘以权重因子;第 2 步对 a 和 b 两个向量进行快速数论变换;第 3 步对得到的变换后的两个序列进行逐点

相乘操作,当点乘的规模很大时,递归调用 SSA 算法;第 4 步对第 3 步中得到的乘积序列做快速数论逆变换

(IFNT);第 5 步对第 4 步中得到的结果除以权重因子;最后对第 5 步得到的序列做进位等操作,得到结果 c. 

1.3   热点分析 

利用 SSA 算法求取负循环卷积的计算过程可以分成 4 个步骤进行计算,分别是分解(decompose)、快速数

论转换、点乘(MUL)和快速数论逆转换.运行串行 SSA 算法,对规模为上万 limbs 的两个随机生成的大整数进行

实验,测试并统计各步骤占总计算时间的比重,见表 1 所示.表中数据显示:点乘操作占比最大超过 60%,这 4 个步
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骤占用时间百分比超过 90%.因此,这些是 SSA 算法并行优化的研究热点. 
Table 1  Percent of operation time 

表 1  运算时间百分比 

计算过程 分解 FNT 点乘 IFNT
百分比(%) 3.8 19.4 62.6 9.5 

2   大整数乘法 SSA 算法多核并行实现 

SSA 算法并行方案是从算法的内部进行多核并行,其核心是需对 SSA 算法的各个核心步骤进行详细地分

析,然后根据分析结果分别对每个步骤定制最优的多核并行方案,其优势在于能够充分利用平台的 CPU 资源. 

2.1   分解并行方案设计 

分解操作的主要工作是根据大整数的规模将其进行分解,以得到大整数的多项式形式,然后对得到的多项

式序列乘以权重因子,其采用循环 for 的方式实现.分解过程任务间没有依赖关系,所以可以直接对这部分进行

细粒度的多核并行优化.但当规模较小的时候,该并行方式开销较大,需采用粗粒度的优化方案.粗粒度方案是

对 SSA 算法中 a 和 b 的分解操作利用 OpenMP 中的 section 并行方式,两个任务并行执行;细粒度方案是利用

OpenMP 中的 for 循环迭代进行多核并行. 

2.2   FNT和IFNT并行方案设计 

根据规模的大小,采用粗粒度和细粒度两种并行方案进行.对于小规模,采用粗粒度方式,利用 OpenMP 中的

section 并行方式对函数接口内部进行优化,因其实现采用的是时域抽取法,故只对递归的第 1 层进行并行,即函

数内部的两次递归调用过程利用 section 方式两个线程并行执行.对于大规模,采用细粒度方式,其采用递归分解

的策略进行,如图 1 所示.以 8 线程为例,可将其前两层的递归调用从递归过程中拆分出来,即消除第 1 层递归调

用和第 2 层递归调用,当递归调用开始时,直接进入第 3 层递归,然后每次递归调用再按原方式进行. 

合并2

第1层递归

第2层递归

合并1 合并3 合并4

合并5 合并6

第3层递归

第1层合并

第2层合并

第3层合并
合并7

(x0,x1,x2,x3,x4,…,xN-3,xN-2,xN-1)

(x1,x3,x5,…,xN-3,xN-1)

(x0,x8,…,xN-8) (x4,x12,…,xN-4) (x2,x10,…,xN-6) (x6,x14,…,xN-2) (x1,x9,…,xN-7) (x5,x13,…,xN-3) (x3,x11,…,xN-5) (x7,x15,…,xN-1)

(x0,x4,…,xN-4) (x2,x6,…,xN-2)

(x0,x2,x4,…,xN-4,xN-2)

(x1,x5,…,xN-3) (x3,x7,…,xN-1)

 

Fig.1  Analysis diagram of the parallelization of the FNT (#threads=8) 
图 1  以 8 线程为例,FNT 并行方案分析图 

当对递归过程进行如上的改变后,需要进行相应的合并操作以得到正确的结果值,其具体过程如图 1 中的

合并 1~合并 7操作.同时,每层合并操作可多线程并行执行.另外,本方案会根据大整数规模通过调整递归分解策

略选择合适的并行方案,以达到最好的并行效果. 
IFNT 其并行方案与 FNT 的并行方案相同. 

2.3   点乘并行方案设计 

点乘部分所需的计算时间最长,并且会随着规模的增加而增大,其主要是利用 OpenMP 中的 for 循环迭代进

行多核并行,因任务间没有依赖关系,可以根据线程数直接进行任务划分,然后多个线程分别执行所负责的子任

务.但是需要注意的是:SSA 算法本身是递归算法,当进行点乘的数据规模很大时,多个线程内的每对元素的乘
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法调用串行 SSA 算法进行. 

2.4   SSA算法并行方案设计 

通过算法 2 的介绍可知:这 4 步之间存在严格的时间先后关系,并且不存在线程嵌套的情况.根据上面对本

方案并行策略的介绍,其多核并行方案流程图如图 2 所示. 

开始

结束

Sqr

小于阈值

PSSA(2)-DECP(A)

PSSA(2)-DECP(B)

假

PSSA(1)-DECP(B)

真

Sqr

小于阈值

PSSA(2)-FNT(A)

PSSA(2)-FNT(B)

假

PSSA(1)-FNT(A)

PSSA(1)-FNT(B)

真

假

小于阈值

PSSA(2)-IFNT(A) PSSA(1)-IFNT(A)

假

PSSA(2)-DECP(A)

真

PSSA(2)-FNT(A)

真

PSSA-MUL(A,B)

假 真

小于阈值
假

SSA-DECP(A)

真

小于阈值

PSSA(1)-FNT(A)

真假

 

Fig.2  Flow chart of theparallel SSA algorithm 
图 2  SSA 算法并行方案流程图 

图 2 中,SSA−*代表 SSA 算法中的操作,PSSA(1)−*代表 SSA 算法并行方案中各操作的粗粒度并行方式, 
PSSA(2)−*代表 SSA 算法并行方案中各操作的细粒度并行方式,DECP 表示分解操作. 

3   实验结果和分析 

3.1   实验准备 

实验分别在两个平台进行:平台 1 为某 IntelX86 平台,平台 2 为浪潮 TS850 服务器,信息见表 2. 
实验基于大整数运算开源库 GMP-5.1.3 进行算法的正确性验证和性能测试,选取大整数的基 R 为 264,大整

数的规模以 unsigned long int(limb)类型为基本单位.选取了 10 组大整数进行实验,每组测试数据都是规模为从
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几十万到上千万 limbs 的两个大整数,所有测试数据均随机产生. 
Table 2  Information of test platform 

表 2  测试平台信息 

平台名 CPU 型号 CPU 主频 内存 操作系统 编译器 
平台 1 Intel(R) Xeon(R) X5550(2 路 4 核) 2.67GHz 64G Ubuntu 11.04 gcc4.5.2 
平台 2 Intel(R) Xeon(R)X7550(8 路 8 核) 2GHz 512G Ubuntu RDCPS 2.6.35-32-server gcc4.2.1 

 

3.2   并行算法加速比和可扩展性 

实验 1 在某 Intel X86 平台主要测试了 SSA 算法多核并行方案 8 线程时的性能以及 GMP-5.1.3 库相应串

行程序的性能,为了与文献[17,18]中方案进行对比,我们还实现了 karatsuba+SSA 的并行方案,其测试结果如图 3
所示.图中 PSSA 代表 SSA 算法并行方案在 8 线程时性能,SSA-karatsuba 代表 karatsuba 算法与 SSA 算法结合

的并行方案在 8线程时性能,大整数规模的单位为百万 limbs.实验结果表明:SSA算法并行方案得到了较好的加

速性能,其性能优于 karatsuba 算法与 SSA 算法结合的并行方案,其平均加速比为 6.41,最大加速比可达到 6.59. 

   

Fig.3  Performance comparison of two parallel schemes for SSA algorithm 
图 3  SSA 算法两种并行方案性能对比 

另外,本文还测试了加速比与规模的关系,如图 4 所示.当规模较少时,加速比比较低;随着规模的增大,加速

比逐渐增大;并且当规模大于 2Mlimbs 时,加速比趋于稳定. 

 

Fig.4  Relationship of speedup and scale 
图 4  加速比与规模的关系图 

实验 2 在浪潮 TS850 服务器对 SSA 算法并行方案的扩展性进行测试,实验分别以 8 线程、16 线程、32 线

程和 64 线程以及 GMP-5.1.3 库中相应串行程序进行,其性能如图 5 所示.图中并行(*)代表 SSA 算法并行方案

在 8,16,32,64 线程时的性能,加速比(*)代表此方案在 8,16,32,64 线程时的加速比.实验结果表明:此方案具有一
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定的扩展性,加速比会随着线程数的增加而增大,并且 16 线程的加速比最大能达到 11.14,32 线程的加速比最大

能达到 16.58,64 线程的加速比最大能达到 21.42. 

   

Fig.5  Scalability of the parallel SSA algorithm 
图 5  SSA 算法并行方案扩展性 

3.3   实验结果分析 

采用阿姆达尔定律[26]来分析并行 SSA 算法的加速比.大整数乘法 SSA 算法的基础虽然是 FFT 算法,但是

该算法比 FFT算法更复杂,SSA算法中的大部分运算都可以并行,但是仍有一小部分计算不能并行.另外,在 FNT
和 IFNT 操作中采用的是递归算法,在并行算法中额外引入了合并过程,这部分开销也需要考虑.整体加速比上

限可以用如下公式进行计算:设 SSA中需要串行计算的部分运行时间为 Ws,可并行计算部分的运行时间为 Wp,p
为线程数,Wo 为并行算法引入的开销,则: 

s p
SSA

p
s o

W W
Speedup W

W W
p

+
=

+ +
. 

不同计算规模 Ws 和 Wo 占总串行时间的比例不同,当计算规模较大时(大于 5Mlimbs),SSA 算法中 Ws 约占

总串行时间的 2%,Wo 约占总串行时间的 0.4%,即: 
• 当 p=8 时,SpeedupSSA=1/(0.02+0.98/8+0.004)=6.83; 
• 当 p=64 时,SpeedupSSA=1/(0.02+0.98/64+0.004)=25.44. 
本文的 SSA 并行算法 8 线程时最大加速比为 6.59,64 线程时最大加速比为 21.42,考虑到并行区开启的开

销,该加速比已经接近加速比上限,所以说本文的加速效果是比较理想的. 

3.4   SSA并行算法特点 

大整数乘法 SSA 算法的运算流程比较复杂,本文针对其运算流程中的每步精心设计了性能更高的并行方

案,如图 2 所示.本文的并行方案有两个主要特点:1) SSA 算法中大量使用了递归,本文根据线程数对递归层进行

拆解并行,并采用高效的合并以快速得到正确的结果;2) SSA 算法并行过程中采用自适应的思想,根据运算规模

选用不同的并行方案,以取得更好的性能.这两点对大整数运算中其他递归算法的并行优化均有一定的借鉴意

义,如大整数分解、GCD 等算法. 
本文提出的 SSA 并行方案在 SSA 算法实现本身存在多种递归实现以至于难以并行优化的条件下仍取得

较为理想的加速效果,充分说明本文的研究内容具有一定的实际应用意义. 

4   结束语 

大整数乘法 SSA 算法的并行优化具有重要的研究价值和应用意义.本文详细介绍了该算法的一种并行方

案,对 SSA 算法的各个核心步骤进行细粒度的多核并行优化,得到了良好的加速性能.下一步工作拟从以下两个
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方面展开:一方面,从算法实现上来进行进一步优化,例如可将算法中的递归实现改成迭代实现,也可以充分利

用中国剩余定理,将算法以更利于并行优化的方式实现;另一方面,将本文的技术与众核并行化相结合,在众核

平台上综合考虑算法级和代码级两个层次优化来进一步改进算法性能. 
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