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摘  要: 逻辑代数上的 Bosbach 态与 Riečan 态是经典概率论中 Kolmogorov 公理的两种不同方式的多值化推广,

也是概率计量逻辑中语义计量化方法的代数公理化,是非经典数理逻辑领域中的重要研究分支.现已证明具有

Glivenko 性质的逻辑代数上的 Bosbach 态与 Riečan 态等价,并且逻辑代数的 Glivenko 性质是研究态算子的构造和

存在性的重要工具,因而是态理论中的研究热点之一.研究了 NMG-代数基于核算子的 Glivenko 性质,证明 NMG-代

数具有核基Glivenko性质的充要条件是该核算子是从此NMG-代数到其像集代数的同态,并给出NMG-代数中同态 

核的结构刻画.这里,NMG-代数是刻画序和三角模 NM M([0,1 2], ),([1 2,1], )T T 的逻辑系统 NMG 的语义逻辑代数. 
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Characterizations of Homomorphic Nuclei on NMG-Algebras 
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Abstract:  Bosbach states and Riečan states are two different types of many-valued generalizations of classical probability measures on 

Boolean algebras by extending the prominent Kolmogorov axioms in different ways. Being regarded as algebraic and axiomatic 

counterparts of the semantic quantification in probabilistically quantitative logic, both states draw great interests of researchers in the 

community of non-classical mathematical logics. It has been proved in the literature that Bosbach states and Riečan states coincide on 

many-valued logical algebras having the Glivenko property, and that the Glivenko property plays a key role in the study of construction 

and existence of states on logical algebras. This paper studies the Glivenko property of NMG-algebras with respect to a nucleus, providing 

several necessary and sufficient conditions for the underlying nucleus to be a homomorphism into the NMG-algebra with its range as the 

supporting set. A particularly interesting characterization shows that a nucleus on an NMG-algebra is such a homomorphism if and only if 

it is a double relative negation defined by an involutive element whose (canonical) negation is a fixpoint of the t-norm square operation. 

Key words:  probabilistically quantitative logic; NMG-algebra; Glivenko theorem; homomorphic nucleus 

信息的不确定性是现实生活中普遍存在的一个基本特征,将概率测度论和多值逻辑交叉融合是不确定性
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论的结构刻画、逻辑代数的 Stone 拓扑表示等领域中的应用,从而为不确定性推理构建了语言表达能力和逻辑

推理能力均很强的概率计量化模型,建立了多值概率的基本框架.其中,通过在多值逻辑代数上推广经典概率论

中的 Kolmogorov 公理这一代数公理化方法而建立的态理论是概率计量逻辑的一个重要分支,态算子按照推广

方式的不同又分为 Bosbach 态与 Riečan 态[46].我们在文献[4,5]中已证明具有 Glivenko 性质的逻辑代数上的

Bosbach 态与 Riečan 态等价,并且逻辑代数的 Glivenko 性质是研究态算子的构造和存在性的重要工具,也具有

一定的广泛性,如 BL-代数、R0-代数与 Heyting 代数都是 Glivenko 的. 

经典 Glivenko 定理证明了一个逻辑公式 是经典二值命题逻辑中的定理的充要条件是其双重否定 

是直觉命题逻辑中的定理.它的代数版本可以描述为 Heyting 代数 M 中的所有对合元之集 Reg( )M 构成 Boole

代数,且 : Reg( )M M  是满同态,其中, 0, ,Reg( ) { | }.x x x M M x M x x        Cignoli 和 Torrens 在文

献[7]中将上述 Glivenko 定理推广到了剩余格这一基本逻辑代数结构中,并给出了双重否定 成为到 Reg( )M

的满同态的若干充要条件.Pump 在文献[8]中证明了 KL-代数基于泛映射的 Glivenko 定理,其中,泛映射是双重

否定的一种推广.注意,并非所有的剩余格都是 KL-代数.在剩余格中,通过把双重否定一般化,我们在文献[5]中

引入了相对否定的概念.设M是剩余格,并取定 ,a M 定义 :a M M  为 , .a x x a x M    称 a 为M中相对

于 a 的相对否定,简称 a-相对否定,称 a 为相对元.注意,上述 实为 0 .基于双重相对否定,我们进一步推广了 

Cignoli 和 Torrens 的结果,得到了双重相对否定成为到剩余格  Reg ( ) |a a aM x M x x     的满同态的充要条 

件.沿用文献[9]中的术语,双重相对否定 a a  是核算子(nucleus).我们再次在文献[10]中研究了剩余格基于核算

子的 Glivenko 定理,给出了核算子是相应同态(以下简称同态核,并参见定理 1 后面的说明)的充要条件,得到了

Glivenko 定理目前最广泛的代数形式.注意,即使同态核也不限于双重相对否定 a a  的形式.研究表明,同态核

对研究剩余格上的 Bosbach 态有特殊作用,而相对否定是研究剩余格上的 Riečan 态的重要工具.如前所述,剩余

格上的 Bosbach 态与 Riečan 态是多值概率中两种最著名的概念,因此,理清同态核与双重相对否定间的关系将

有助于 Bosbach 态与 Riečan 态间的比较研究. 

我们在文献[11]中给出了 R0-代数(或称为 NM-代数,参阅文献[12])中同态核的刻画,证明了在 R0-代数 M 中 

核算子是同态核当且仅当 ,a a    其中 , 2( ) ,a a   .a M 本文将研究 NMG-代数中基于核算子的 

Glivenko 定理及其同态核的刻画,此时,主要结论需加强为:在 NMG-代数 M 中核算子是同态核当且仅当存在 

a M 且满足 2( ) ,a a   a a  使得 .a a    注意,NMG-代数是较 R0-代数更为广泛的一类逻辑代数,特别 

是它的否定运算  未必是对合的 ,因而与文献[11]中的结论不同 ,证明方法也有所不同 ,但结论更具广泛性 . 

NMG-代数作为第一个基于左连续序和三角模的模糊逻辑 NMG 的等价代数,其语义也备受关注(具体地,可参

阅文献[13,14]). 

本文第 1节简要介绍 NMG-代数的基本知识,包括 NMG-代数上的核算子以及基于核算子的 Glivenko定理.

第 2 节首先在标准 NMG-代数 NMG[0,1] 中研究同态核的结构,证明核算子是同态核当且仅当存在 [0,1 4)a   

 1 使得 .a a    然后将此结论推广到一般 NMG-链 M 中,证明核算子是同态核当且仅当 ,a a    其中, 

 1 .a M   最后利用 NMG-代数的次直积表示定理证明在 NMG-代数 M 中核算子是同态核当且仅当    

,a a  其中, 2( ) , , .a a a a a M      第 3 节是结束语及今后有待考虑的问题. 

1   预备知识 

本节简要介绍有关 NMG-代数的一些基本知识,以及 NMG-代数基于核算子的 Glivenko 定理,参阅文献

[4,9,13].为介绍 NMG-代数,首先对剩余格进行简单介绍. 

称 (2,2,2,2,0,0) 型代数 ( , , , , ,0,1)M     为剩余格,若 

(i) ( , , ,0,1)M   为有界格; 

(ii) ( , ,1)M  是交换幺半群; 

(iii) ( , )  构成 M 上的伴随对,即 
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iff , , , ,x y z x y z x y z M  ≤ ≤  

其中,≤为格 M 中的偏序. 

定义 1. 称剩余格 ( , , , , ,0,1)M     为 NMG-代数,若对任意的 , ,x y M 满足: 

(i) ( ) ( ) 1;x y y x     

(ii) ( 0) ( ) 1;x y x y x y        

(iii) ( ) ( ) 1,x x x y x y       其中, 0.x x    

其他逻辑代数,如 MTL-代数、BL-代数、R0-代数以及 Heyting 代数等都是具有特殊代数结构的剩余格,参

阅文献[4].其中,R0-代数是满足定义 1(i)与定义 1(ii)的对合剩余格,即需把定义 1(iii)加强为 1,x x   因而

R0-代数是 NMG-代数,但反之不真.例如,在 [0,1]上定义 min{ , }, max{ , },x y x y x y x y     

 
0,                 1 2

,
min , ,   1 2

x y
x y

x y x y

    

≤
 

  
1,                                

,
max 1 2 , ,     

x y
x y

x y x y

    

≤
 

则 ([0,1], , , , ,0,1)    是 NMG-代数,但不是 R0-代数.更一般地,设 (0,1),  在 [0,1]上定义 min, max,     

 
0,                 

,
min , ,   

x y
x y

x y x y




    

≤
 

 
1,                        

,
max , ,  

x y
x y

x y x y
    

≤
 

则 ([0,1], , , , ,0,1)    也是 NMG-代数,记为 [0,1] . 称 1 2[0,1] 为标准 NMG-代数,记为 NMG[0,1] . [0,1] 中的三角模

 实为序和三角模 NM M([0, ], ),([ ,1], )T T  ,其中 , NMT 与 MT 分别为幂零极小与取小三角模(参阅文献[13]).对

,  (0,1), 下述映射 f 为 [0,1] 与 [0,1] 间的代数同构: 

 
( ) ,                                0

( )
((1 ) (1 ))( 1) 1,    1

x x
f x

x x

  
  


      

≤ ≤

≤
 (1) 

因 NMG-代数满足预线性公理 ( ) ( ) 1,x y y x    所以,在 NMG-代数中次直积表示定理成立,即任一

NMG-代数都可表示成一族 NMG-链的次直积,因此,NMG-链在研究 NMG-代数时起着核心作用.在 NMG-代数

M 中规定 

{ | },M x M x x     { | },M x M x x      

则由次直积表示定理可知, { | }.M x x M    任一 NMG-代数 M 中至多有一点 p M 使得 p p  ,称这样的 p

为 M 的否定不动点.对任意 NMG-链 M,若 M 含有否定不动点 p,则 { },M M M p    且对任意的 x M  与

, .y M x p y   当 M 无不动点时, .M M M   例如,    NMG NMG
0,1 (1 4,1], 0,1 [0,1 4), 1 4.p

    注意,[0,1]

{1/4}带上  NMG
0,1 中的运算也构成 NMG-代数,但它没有否定不动点.另外,王三民等人在文献[13]中也证明了

NMG-代数的标准完备性定理,即,一个等式在所有NMG-代数中成立当且仅当它在标准NMG-代数 NMG[0,1] 中成

立.这为验证 NMG-代数中的等式带来极大方便,如,不难验证 ( ) (( ) ( )) 1x y x y x y       在 NMG[0,1] 中成

立,从而它在所有 NMG-代数中成立.由此等式,便得到 NMG-链 M 中蕴涵算子的表达式. 

 
1,               

, .
,     

x y
x y x M

x y x y


    

≤
 (2) 

由 NMG-代数的次直积表示定理和标准完备性定理,还可进一步验证:对任一 ,x M   
 x x   (3) 

由式(3)可知, { | } .x x M M     

定义 2. 设 M 是 NMG-代数,称自映射 : M M  为 M 上的核算子(nucleus),若对任意 , ,x y M 满足: 

(i) ( );x x≤  

(ii) 当 x y≤ 时, ( ) ( );x y ≤  

(iii) ( ( )) ( );x x    

(iv) ( ) ( ) ( ).x y x y   ≤  

易验证双重相对否定 a a    与恒等映射都是核算子,但核算子不限于上述两种形式[4,10].本文关心同态

核算子的结构,为此,先列出核算子的基本性质,其证明参阅文献[4,9]. 
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命题 1. 设是 NMG-代数 M 上的核算子, , ,x y M 则: 

(i) ( ) ( ) ( ) ( );x y x y x y      ≤  

(ii) ( ( )) ( );x y x y      

(iii) ( ) ( ( ) ) ( ( ) ( ));x y x y x y           

(iv) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( );x y x y x y        ≤  

(v) ( ) ( ( ) ( )).x y x y       

命题 2. NMG-代数 M 上的自映射是核算子当且仅当对任意的 , , ( ) ( ) ( ).x y M x y x y       

设 M 是 NMG-代数,是 M 上的核算子.令 

Reg ( ) { | ( ) },M x M x x     

则由核算子是闭包算子可知 Reg ( )M 是闭包系统,从而对封闭;又由命题 1(i)与命题 1(ii)可知 Reg ( )M 对封

闭.再定义 ( ), ( ), , Reg ( ),x y x y x y x y x y M          则 (Reg ( ), , , , , (0),1)M       构成剩余格,但它

未必是 NMG-代数.若保持,则可验证是 NMG-代数同态,从而,此时 Reg ( )M 是 NMG-代数. 

记 ( ) { | ( ) 1}D M x M x    ,可验证 ( )D M 是 M 中的 MP-滤子,并按文献[4]中的式(8.1.14)生成商 NMG-代

数 ( ).M D M  

定理 1(Glivenko 定理). 设 M 是 NMG-代数,是 M 上的核算子,则以下各条等价. 

(i) Reg ( ( )) ( );M D M M D M    

(ii) 对任一 , ( ( ) ) 1;x M x x     

(iii) 对任意的 , , ( ) ( );x y M x y x y      

(iv)  是从 M 到 Reg ( )M 的满同态,此时, Reg ( )M 同构于 ( ).M D M  

证明:参阅文献[4,10].  □ 

设是 NMG-代数 M 上的核算子,若 M 与满足定理 1 中的等价条件,则称 M 具有-Glivenko 性质,或称 M 

是-Glivenko 的,并称是同态核.特别地,是同态核指是从 M 到 Reg ( )M 的满同态,要区别于 M 上的自同态,

因为 Reg ( )M 不是 M 的子代数.今后将 a a  -Glivenko 有时也简称为 a-Glivenko. 

2   NMG-代数中同态核的刻画 

本节研究 NMG-代数中同态核的结构 .遵循由具体到抽象的原则 ,首先考虑标准 NMG-代数 ,然后考虑

NMG-链,最后再研究一般 NMG-代数中的同态核. 

定理 2. 设 NMG[0,1]M  为标准 NMG-代数 ,是 M 上的核算子 ,则 M 是-Glivenko 的当且仅当存在

[0,1 4) {1},a  使得 .a a     

证明: ( ) M 显然是 1-Glivenko 的.下设 [0,1 4)a ,则有 

 

1,   (1 2)

,  (1 2)

,  
a a

x a

x x a x a

a x a


     



≥

≤

 (4) 

于是,对任一  0,1x , ( ) 1.a a a a x x      所以,M 具有 a-Glivenko 性质, [0,1 4).a  

( )  设 M 是-Glivenko 的.首先,对 [1 4,1],x 有 ( ( ) ) 1.x x    若 ( ),x x 则 (1 2) ( ) (1 2) ,x x x   ≤

从而有 ( ) ((1 2 ( )) ) ( ( ) ) 1.x x x x x          于是,对 [1 4,1]x ,必有 ( )x x  或 ( ) 1x  .特别地, (1 4)   

1 4 或 (1 4) 1.   

情形 1: (1 4) 1.   

由保序可知,对任一 1 4,x≥ 有 ( ) 1.x  设 [0,1 4),x 由为同态及1 4 1 4x  可得 

( ) 1 ( ) (1 4) ( )

(1 4 )

(1 4) 1.

x x x

x
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所以有 1 1.     

情形 2: (1 4) 1 4.   

设 1 4x  ,则有: 

1 4 1 4x  , 

从而有: 

1 4 (1 4) (1 4 ) (1 4) ( ) 1 4 ( ),x x x            

于是必有: 

( ) 1 4.x   

设 ( ) ,x x  则有: 

1 ( ( ) ) ((1 2 ( )) )

(1 2 ( )) ( ( ) 0)

( ) (0),

x x x x

x x

x

   
   
 

    
   
 

 

于是 ( ) (0).x   

这说明,对任一 [0,1 4), ( )x x x  或 ( ) (0) 1 4.x    

令  0 inf{ 0,1 | ( ) 1},x x x   则有: 

论断 1: 01 4 1 2x ≤ 且 0(0) 1 2 .x    

(1 2 (0)) ( (0) 0) (0) (0) 1,           所以, 0 1 2 (0).x ≤ 假设 0 1 2 (0),x   则存在 x 使得 0x   

1 2 (0)x   且 ( ) 1.x  从而有 (0) 1 2 ,x x x      所以, 

1 ( ) ( (0))

(0)

(0).

( )
x x

x
x

  
 



  



 


 

这说明 (0),x  ≤ 矛盾!于是证明 0 1 2 (0).x    

论断 2: 

0
0

0 0

(0),    1 2
( ) , [0, ).

,         1 2

x x
x x x

x x x x





    

≤
 

当 01 2x x≤ 时,由  的保序性可知, 0( ) (1 2 ) (0) ( ),x x x    ≤ ≤ 所以, ( ) (0).x  当 1 4x≥ 时,显然

有 ( ) ,x x  因为 0 min{ [0,1] | ( ) 1}.x x x   设 01 2 1 4,x x   则有: 

0 0 01 4 ( ) ( ) ( ) (1 2 ) ( ).x x x x x x x         ≥  

从而有 0 01 2 ( ) .x x x ≤ 若 0( ) 1 2 ,x x   则 0( ) ( ( )) (1 2 ) ( (0)) (0).x x x           于是 (1 2   

x)= ( 0) ( ) (0) 1,x x      与 0x 的定义矛盾.结合论断 1,我们证明了 0(0) ( ) ,x x   所以 ( ) .x x   

综上,对于情形 2,我们证明了 

 
0

0 0

0 0

1,              

( ) ,            1 2 , 0,1 .

1 2 ,   1 2

x x

x x x x x x

x x x



    
  

≥

≤

 

令 01 2 ,a x  则 [0,1 4),a 由式(4)可知 .a a     □ 

由式(1)中的同构映射,不难将定理 2 中的结论推广到 NMG-链 [0,1] 中,其中, (0,1).   

推论 1. 是 [0,1] 中的同态核当且仅当 ,a a    其中, [0, 2) {1}.a    

下面研究一般 NMG-链中的同态核. 

定理 3. 设M是NMG-链,是M上的核算子,则M是-Glivenko的当且仅当存在 {1}a M   使得 .a a     

证明: ( )  

情形 1:若 (0) 1,  则 1 1.     

事实上,由 (0) 1  和的保序性可知,对任一 0x≥ 有 ( ) 1,x  从而有 1 1.     



 

 

 

2544 Journal of Software 软件学报 Vol.28, No.10, October 2017   

 

情形 2:若 (0) 1,  则 (0) M  且 (0) (0).      

假设 (0) 1,  则 ( (0)) ( (0) 0) (0) (0) 1           且 (0) 1 (0) ( (0)) (0) (0)              

(0), 从而有 (0) (0),   故 (0) .M   

接下来分 3 步完成对 (0) (0)     的证明. 

论断 1: (0) min{ | ( ) 1}.x x     

注意, ( (0)) 1.   对任一 (0),x ≥ 由的保序性可知 ( ) 1,x  故 { | ( ) 1}.x x x  反设存在 y M 使得

(0)y   且 ( ) 1,y  需考虑以下两种情况. 

(i) 若 ,y M  即 ,y y  则 (0) ( ) (0) (0) (0),y y y           从而有 (0) ,y y ≤ 与假设矛盾. 

(ii) 若 ,y y≥ 由假设 (0)y   及式(3), (0),y   故 (0).y y  ≥ 从而有 

1 ( ) ( (0)) ( (0)) ( (0)) (0).y y y y y                    

故 (0),y  ≤ 与假设矛盾. 

由上面(i)和(ii)证得论断 1. 

论断 2:对任意的 ,x M 若 (0) (0),x    则 ( ) .x x   

(i) 若 ,x x≥ 假设 ( ),x x x ≤ 则 ( ),x x  ( ) ( ) ,x x x x x      ( ) ( ( ) ) 1x x x     即 ( ) 1.x   

而 (0),x   这与论断 1 矛盾.故假设不成立,从而,当 x x≥ 时, ( ) .x x   

(ii) 若 ,x M  则由式(3), ,x M   故 ( ) .x x    假设 ( ),x x 则1 ( ( ) ) ( ( ) ).x x x x         

若 ( ) ,x x ≥ 则1 ( ( )) ( ( ) 0) ( ) (0),x x x           故 ( ) (0),x ≤ 从而 ( ) (0).x  由此可得: 

( ) ( 0) ( ) (0) 1.x x x x            

但由 (0) x  可得 (0),x  ≤ 与论断 1 矛盾,故假设不成立. 

若 ( ) ,x x  则 ( ) 1.x  但 (0),x   这与论断 1 矛盾,故假设不成立.从而,对任一 , ( ) .x M x x  由上

面(i)与(ii),论断 2 得证. 
论断 3:对任一 (0),x ≤ 有 ( ) (0).x   

由的保序性和幂等性可知: 

( ) ( (0)) (0) ( ).x x    ≤ ≤  

故 ( ) (0).x   

综上,对于情形 2 我们证明了: 

1,          (0)

( ) ,         (0) (0), .

(0),    (0)

x

x x x x M

x


  

 


    



≥

≤

 

令 (0),a  则 a M  且 .a a     

( )  对任一 ,x M 任一 {1},a M   易验证 ( ) 1.a a a a x x      故 M 是 a-Glivenko 的.  □ 

为给出任一 NMG-代数中核算子成为同态核的充要条件,我们需要如下 3 个引理. 

引理 1. 设 M 是 NMG-链 { }i i IM  的次直积 ,是 M 上的核算子 .若 M 是-Glivenko 的 , ( ) ,i i Ix x M   

( ) ,i i Iy y M  则对任意的 ,i I 当 i ix y 时,有 ( ( )) ( ( )) .i ix y   

证明:设 ( ) , ( ) ,i i I i i Ix x y y M    且存在 i I 使得 i ix y .因为为核算子,故有 ( ), ( ).x x y y ≤ ≤ 特别地,

有 ( ( )) , (( )) .i i i ix x y y ≤ ≤ 假设 ,( ( )) ( ( ))i ix y  不妨设 ( ( )) ( ( )) .i ix y  由核算子的定义及命题 1(ii), ( )y   

( ) ( ),x y x   进而 ( ( )) ( ( )) ( ( )) .i i i iy x y x     因为 ( ( )) ( ( ))i ix y  ,故必有 ( ( )) .i iy x 从而有 ( ( ))iy ≥  

( ( )) ,i i iy x x ≥ 这与 i ix y 矛盾.  □ 

引理 2. 设 M 是 NMG-链 { }i i IM  的次直积. 

(i) 令是 M 上的核算子,对任意 ,i I 定义映射 :i i iM M  如下: 

 ( ) ( ( )) ,i i ix x x M    (5) 

其中, ( ) ,i ix x  i 是从 i
i I

M

 到 iM 的第 i 个投射,则对任意 ,i I i 是 iM 上的核算子;若 M 是-Glivenko 的,则
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iM 是 i -Glivenko 的, .i I  

(ii) 令 i 分别是 NMG-链 iM 上的核算子, ,i I 定义 : M M  为 

 ( ) ( ( )) , ( )i i i I i i Ix x x x M       (6) 

则是 M 上的核算子.当 i 都是同态核时(iI),也是同态核. 

证明:(i) 由引理 1, i 是定义好的, .i I 首先设是 M 上的核算子, , , ( ) , ( ) , ,i i i ix y M x x y y i I     则有 

( ) ( ) ( ( )) ( ( ))i i i i i ix y x y       

( ( ) ( ))

( ( ))

( ( ))

( ).

i

i

i i

i i i

x y

x y

x y

x y

 




 

 

 
 

 

故由命题 2,对任意的 , ii I  是 iM 上的核算子. 

当是同态核时,由定理 1(iii)可知保持蕴涵运算,所以, i 也保持 iM 中的蕴涵运算i,因而是 iM 中的同

态核. 

(ii) 点式验证即可.  □ 

引理 3. 

(i) 设 M 是 NMG-链, ,x M 则有 
2x x x x   当且仅当 {0} .x M    

(ii) 设 M 是 NMG-代数, ( ) ,i i Ix x M  则有 
2x x 当且仅当对任一 ,i I 2 .i ix x  

证明:(i) 假设 0 ,x x ≤ 则 2 0,x x x ≤ 所以,当 2x x 时必有 {0} .Mx   反过来,假设 2 ,x x 则由定

义 1(ii)可知,必有 2 0,x  从而 ,x x≤ 与题设矛盾. 

(ii) 由次直积表示定理即得.  □ 

定理 4. 设 M 是 NMG-代数 ,是 M 上的核算子 ,则 M 是-Glivenko 的当且仅当存在 Ma 满足
2( ) ,a a   a a  使得 .a a     

证明: 

( ) 设 M 是 NMG-链 { }i i IM  的次直积 .取 ( )i i Ia a M  且满足 2( ) ,a a   ,a a  则对任一 ,i I  
2( ) ,i ia a   ,i ia a  从而由引理 3(i)可知, {1 }.i i ia M   由定理 3 可知,对任一 ,i I iM 是 ia -Glivenko 的.任

取 ( ) , ( ) ,i i I i i Ix x y y M    令 ,a a    则有 

( ) ( )

               ( ( ))

               ( )

               ( ) ( )

               

               ( ).

i i

i i

i i

a a

a a i i i I

i a a i i I

i i I a a i i I

a a

x y x y

x y

x y

x y

x y

x y









 

    

   

  

   

  
 

 

由定理 1(iii)可知, M 是-Glivenko 的. 

( ) 设是 NMG-代数上的核算子,且 M 是-Glivenko 的.由引理 2 可知,对任意 , ii I M 是 i -Glivenko 的,

其中, i 由(式(5))定义.由定理 3 可知,对任一 ,i I 存在 {1 },i i ia M   使得 .
i ii a a    设 ( ) ,i i Ia a  则由式(3)及

引理 3(ii)可知, ,a a  2( ) .a a   任取 ( ) ,i i Ix x M  由引理 2(ii)及式(6)可得, 

( ) (( ( )) ) ( ( ))

( )

.
i i

i i I i i i I

a a i i I

a a

x x x

x

x
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所以 .a a     □ 

推论 2[11]. 设 M 是 R0-代数,是 M 上的核算子,则 M 是-Glivenko 的当且仅当存在 a M 满足 2( ) ,a a   使

得 .a a     

例 1: 
(i) 设 NMG[0,1]M  是标准 NMG-代数,则由定理 2 可知,对任一 [0,1 4) {1}a  , a a    是从 M 到 NMG-

代数 Reg ( ) [ ,1 2 ) {1}M a a    的满同态. 

(ii) 设 3 {0,1 4,1}M  ,则 3M 按照 NMG[0,1] 中的运算也构成 NMG-链.设 

{(0,0),(0,1 4),(1 4,0),(1 4,1 4),(1 4,1),(1,1 4),(1,1)},M   

则 M 按照点式序也构成(对合)NMG-代数,其格结构如图 1 所示,且是 3M 与 3M 的次直积,则由定理 4 可知,映射

: M M  是同态核当且仅当存在 {(0,0),(1,1)}a 使得 .a a     

(iii) 设 5 {0,1 8,3 8,1 4,1}M  ,则 5M 按照 NMG[0,1] 中的运算也构成 NMG-链.设 

{(0,0),(0,1 8),(1 8,0),(1 8,1 8),(1 4,1 4),(3 8,3 8),(3 8,1),(1,3 8),(1,1)},M   

则 M 按照点式序也构成 NMG-代数,其格结构如图 2 所示,且是 5M 与 5M 的次直积,则由定理 4 可知,映射

: M M  是同态核当且仅当存在 {(0,0),(0,1 8),(1 8,0),(1 8,1 8),(1,1)}a 使得 .a a     

     

Fig.1                     Fig.2 

图 1                      图 2 

3   结束语 

核算子首先由 Rosenthal 在 Quantale 中提出[15],之后由 Galatos 等人推广到剩余格中[9].另一方面,涉及形式

演算和双重否定的 Glivenko 定理是直觉命题逻辑中的一个重要定理,在研究逻辑代数上的态理论时也发挥着

重要作用.目前,在带有核算子的逻辑代数中得到了 Glivenko 定理的最广泛的代数形式.本文进一步研究了

NMG-代数的核基 Glivenko 性质,给出了同态核的结构刻画. 

其他逻辑代数,如 MTL-代数、BL-代数、MV-代数以及 Heyting 代数中同态核的结构还不够清楚,将是今后

有待研究的课题. 

另外,目前对核算子的研究都是在逻辑代数中展开的,如何利用模态化方法从逻辑角度研究核算子也是有

待研究的课题,具体为,如何在某给定的命题逻辑系统中通过形式化地添加一个模态词,用以表示相应语义代数

中的核算子,并证明其完备性,将是一个富有挑战性的课题. 
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