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摘  要: 基于机器定理证明的形式验证技术不受状态空间限制,是保证软件正确性、避免因潜在软件缺陷带来严重

损失的重要方法.文件比较算法(file comparison algorithm)是一类成员众多,应用极为广泛,跨越生物信息学、情报检

索、网络安全等多个应用领域的基础算法.在交互式定理证明器 Isabelle/HOL 中对 Miller 和 Myers 在 1985 年提出的

基于行的文件比较算法 fcomp 做了形式化,改正了算法关于边界变量迭代的一个小错误,证明了改正后算法的可终止

性和正确性;对算法时间复杂性做了完全形式化的分析,印证了算法的非形式化分析结论,为今后更多文件比较算法的

形式验证提供了可供借鉴的经验. 
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Abstract:  Being unbound to the state space size, mechanical theorem proving is an important method in ensuring software’s correctness 
and avoiding serious damage from program bugs. File comparison algorithms constitute a large family of algorithms which find wide range 
of application domains including bio-informatics, information retrieval and network security. This paper presents a work on formalization 
of fcomp, an efficient line oriented file comparison algorithm suggested by Miller and Myers in 1985, in the interactive theorem prover 
Isabelle/HOL. A small bug in fcomp’s bound variable iteration is identified, and the termination and correctness of the modified algorithm 
is established. Formal analysis of time complexity is also performed which coincides with the algorithm designers’ own results. The 
presented work lays a valuable foundation for subsequent formal checking of other file comparison algorithms. 
Key words:  file comparison algorithm; fcomp; interactive theorem proving; Isabelle/HOL 

信息化社会软件缺陷和错误带来的危害日益突出 ,以严格数学方法为基础的形式验证技术 (formal 
verification)是提高软件质量的重要途径.基于模型检测(model checking)的形式验证技术虽然具有简单、可自

动执行等优点,但受到状态空间规模的限制.对于操作数组、图、树等复杂数据结构的顺序程序(算法),机器定

理证明(mechanical theorem proving)技术可以避免逐一检查无限的状态空间,因此更为适宜[1]. 
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使用交互式定理证明(interactive theorem proving)工具对算法性质进行机器证明已成为一种发展趋势.交互

式定理证明器 Isabelle支持多种对象逻辑,其高阶逻辑HOL具有丰富的类型系统包含多种自动证明工具,其基于

Isar 的结构化证明可读性很高.此外,Isabelle/HOL 中的代码生成器工具允许用户把高阶逻辑表示的算法规约直

接转化为 Ocaml,Scala 等语言书写的可执行程序, 大化地降低从算法描述到代码实现过程中的不可知因素,确
保 终程序的正确性. 

文件比较算法是一类应用极为广泛的基础算法.本文基于 Isabelle/HOL 对 Miller 和 Myers 在 1985 年提出

的基于行的文件比较算法 fcomp[2]作了形式化,发现了算法中关于边界变量迭代的一个小错误,证明了改正后算

法的正确性,分析了算法的时间复杂性. 

1   相关研究 

目前能够找到的关于文件比较算法的形式验证工作非常少,没有见到针对其重要性质如正确性的机器证

明.在一些较为相关的工作中,Khanna 等人[3]手工分析了文本数据合并算法 diff3 的无冲突合并的修改局部性前

提条件以及幂等性(idempotence)、稳定性(stability)等性质,得出了一些与人们之前对该算法的直觉不尽相同甚

至截然相反的结论.但对于作为 diff3 工作基础的文件比较算法 diff,只作为黑盒处理,假定其是正确的.Moore 等

人[4]使用定理证明器 ACL2 证明了 Boyer-Moore 快速字符串匹配算法[5]的正确性,方法是把 Boyer-Moore 算法和

一种显然正确的简单算法同时表示为 Lisp 函数并证明两者等价.以使用线性时态逻辑描述的手工证明[6]为起

点,Besta 等人[7]使用 PVS 证明器检查了 Boyer-Moore 快速字符串匹配算法[5]的待匹配字符串预处理算法的安全

性(safety)、活性(liveness)等性质证明.该预处理算法比较困难且容易出错,出现过数个更正版本,机器证明对算

法 后更正版本的正确性做出了 终确认. 

2   文件比较算法简介 

任意给定两个文件(或字符串),通过执行一系列的插入、删除、复制、替换、追加等操作,可以将其中一个

文件转换为另一个文件,这一由插入、删除等操作组成的编辑命令序列称为从第 1 个文件到第 2 个文件的编辑

脚本(edit script).所有编辑脚本中长度 短者称为 短编辑脚本(shortest edit script), 短编辑脚本的长度,称为

两个文件的编辑距离(edit distance).文件比较算法计算两个文件(字符串)的编辑距离和 短编辑脚本,从 20世纪

70 年代被提出来[8,9],至今仍是一个活跃的研究方向[10−14],广泛用于生物信息学、情报检索、模式识别、版本控

制、网络安全、网络测量等领域[15−18]. 
本文选作形式验证对象的文件比较算法 fcomp 是一种基于行的算法,把文件的每一行视作一个不可分割的

字符,只考虑插入和删除两种编辑操作.在此假定下,文件被简化为字符串,此后,我们将 fcomp 作为字符串上的算

法进行讨论.用 d 表示编辑距离,用 m 和 n 分别表示两个文件的长度,fcomp 执行时间不超过(2d+1)min(m,n).在典

型输入下,fcomp 的速度是 Unix diff 的 4 倍[2]. 

2.1   算法设计思想 

fcomp 算法的设计核心是一个如图 1 所示的(m+1)×(n+1)阶编辑距离矩阵,m 和 n 分别为输入字符串 A,B 的

长度.元素 D[i,j](行、列均从 0 开始编号)表示 A 的前 i 个字符(A[1:i])到 B 的前 j 个字符(B[1:j])的编辑距离.例如,
图 1 中 D[5,4]=3,说明字符串 abcab 与 cbab 的编辑距离为 3.事实上,执行编辑脚本“删除 1 号字符 a;在 2 号字符

b 前插入一个 c;删除 3 号字符 c”可将 abcab 变换为 cbab,并且再没有比这更短的脚本.容易看出,矩阵右下角元

素 D[m,n]即为所求 A,B 的编辑距离. 
从图 1 可以观察到编辑距离矩阵上元素的几条分布规律,这也是 fcomp 算法的基本设计依据: 
• 同一行或同一列的相邻元素相差 1; 
• 对角线 k 上的元素从|k|开始,逐渐以 2 为单位跃增; 
• 若 A[i+1]=B[j+1](A 的第 i+1 个字符与 B 的第 j+1 个字符相同),则 D[i+1,j+1]=D[i,j]; 
• d(d≥0)只出现在对角线–d,–d+2,…,d–2,d 上. 
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Fig.1  An illustrating matrix of edit distance where A=abcabba, B=cbabac 
图 1  一个示例编辑距离矩阵(A=abcabba,B=cbabac) 

算法使用一个迭代过程由小到大依次填充矩阵中的元素值.首先,找出矩阵中所有的 0.根据前面的观察,0
只可能出现在对角线 0 上.实际上,找出 0 意味着找出 A 和 B 的所有公共字头.之后,按照下面将要叙述的 3 条规

则,依次填充矩阵上所有的 1,所有的 2,…,直到元素 D[m,n]被填充为止.在这个过程中,算法会一步步地累积编辑

脚本,每填充一个 D[i,j],就得到 A[1:i]到 B[1:j]的一个 短编辑脚本(长为 D[i,j]),直至填充 D[m,n],得到 A 与 B 的

短编辑脚本.在 终填充 D[m,n]之前,究竟需要填充哪些元素是不可预知的. 
规则 1(下移规则). 假设 D[i–1,j]已填充值 d,长为 d 的编辑脚本 s 将 A[1:i–1]转换为 B[1:j],而 D[i,j]尚未填充,

则 D[i,j]=d+1(D[i,j]尚未填充这一事实说明其值大于或等于已填充的 D[i–1,j]值,由于同一列相邻元素相差 1,故
D[i,j]=D[i–1,j]+1),且在 s 末尾追加一条编辑命令“删除第 i 号字符”即为 A[1:i]与 B[1:j]的 短编辑脚本. 

规则 2(右移规则). 假设 D[i,j–1]已填充值 d,长为 D[i,j–1]的编辑脚本 s 将 A[1:i]转换为 B[1:j–1],而 D[i,j]尚
未填充,则 D[i,j]=d+1(原因与规则 1 类似),且在 s 末尾追加一条编辑命令“在第 i 号字符之后插入一个字符 B[j](B
的第 j 个字符)”即为 A[1:i]与 B[1:j]的 短编辑脚本. 

规则 3(对角线下滑规则). 假设 D[i–1,j–1]已填充值 d,长为 d 的编辑脚本 s 将 A[1:i–1]转换为 B[1:j–1],且
A[i]=B[j],则 D[i,j]=d,s 即为 A[1:i]与 B[1:j]的 短编辑脚本. 

假设算法已经填充了矩阵中所有的 0,1,…,d–1,此时根据规则 1 从某个 d–1 元素下移一位,或者根据规则 2
从某个 d−1 元素右移一位,再根据规则 3 沿对角线连续下滑若干位即可填充所有的 d. 

为了提高效率,fcomp 算法又对上述的填充过程做了两点改进. 
改进 1. 算法并不计算、保存整个矩阵,而是在每个迭代步 d,用一维数组 last_d 记录相关对角线(对角线

–d,–d+2,…,d–2,d)上距离矩阵右下角 近的那些 d 元素.last_d[k](k=–d,–d+2,…,d–2,d)表示对角线 k 上值为 d 且

距离右下角 近的元素纵坐标值(横坐标=纵坐标+对角线编号).另一个一维数组 script 存储了与 last_d 对应的

A,B 子串的 短编辑脚本.由于含有 d−1 和含有 d 的对角线是交错的,所以算法可以在同一个 last_d,script 数组

上迭代计算. 
怎样利用 last_d[k–1],last_d[k+1]得到 last_d[k]?既可以对 k+1 对角线上记录的 d–1 元素下移,也可以对 k–1

对角线上记录的 d–1 元素右移.算法选择两者中 有利(更靠近右下角)的那个,即当 last_d[k+1]≥last_d[k–1]时
下移,否则右移.移到对角线 k 上以后,再沿对角线尽可能地下滑.此处的例外是,当 k=±d 时,last_d 数组只在其一

侧有效,故在下移或右移中只有 1 种选择. 
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改进 2. 理论上迭代步 d 需要更新 last_d 在对角线–d,–d+2,…,d–2,d 的值 .但如果之前某步计算得到

last_d[k]=m,说明对角线 k 已触到矩阵下边界,此后就没必要再填充 k 左侧的那些对角线,因为它们对 D[m,n]的取

值没有影响.同样的情况也发生在触到矩阵右边界时,若某步 last_d[k]=n–k,则 k右侧的那些对角线此后也无需再

填充.故此,算法用一对边界变量 lower,upper 限制需要更新的对角线范围.在迭代步 d,只有满足 lower≤k≤upper
且 k∈{–d,–d+2,…,d–2,d}的 k 才被更新.正常情况下,lower 每步减 1,upper 每步加 1.当出现某对角线 k 触下边界

时,lower 被设置为 k+1;出现 k 触右边界时,upper 被设置为 k–1. 

2.2   算法分析 

Miller 等人[2]用基本数学归纳法证明了算法是正确的.但和所有的非形式化证明一样,这一证明只是验证了

算法设计思路的正确性,并没有做到对算法每一个步骤的严格检查,而错误往往就隐藏在繁冗的细节之中.事实

上,无论是文献[2]正文的算法描述,还是其附录的 C 程序实现,对上边界变量 upper 的迭代求值都是错误的. 
如上所述,为了提高效率,某对角线 k 触到矩阵右边界后,其右侧的对角线就无需再参与今后的迭代.如果同

时有多条对角线触右边界,而其中的 小( 下方)值为 k,显然上边界变量 upper应该在下一个迭代步更新为 k–1.
为了清楚地说明这一点,以图 2为例,当前 lower=–4,upper=4.带箭头的实线表示应用下移或右移规则、对角线下

滑规则对 last_d 数组作更新.假设 last_d 在对角线–4,–2,0,2,4 上更新后,2,4 两条对角线同时触右边界.可以看出,
此时 upper 应更新为 1,下一步开始不必再关心 1 右侧的那些对角线.但是,按照文献[2]给出的 fcomp 算法,upper
将被更新为触右边界对角线中的 大值减 1,应用于图 2 将得到 3. 

 

Fig.2  Iteration of bounds lower and upper 
图 2  边界变量 lower,upper 的迭代更新 

诚然,这并非多么严重的错误,虽然牺牲了部分效率,并可能带来数组越界问题,但只要仔细检查,这个错误

并不难以纠正.只是,人的“细致”并非 100%可靠.而类似这样的错误在我们各行业软件中大量存在,其中一些甚

至可能带来更为严重的后果.这些细节性错误是非形式化证明的盲点,只有在完全形式化的证明中才会无所遁

形.形式验证是确保算法程序正确、可靠的唯一手段. 

3   算法在 Isabelle/HOL 中的形式化 

本文首先在 Isabelle/HOL 中建立了编辑距离的形式模型;然后逐条验证了第 3.1 节列出的编辑距离矩阵元

素分布规律,在其基础上确认了左移、右移、对角线下滑这 3 条移动规则的正确性;接下来,利用 Locale[19]对上

边界变量求值修正后的 fcomp 算法做了形式化描述,将算法实现为一个尾递归函数,证明了算法的可终止性和

正确性; 后,用一个步数计数器分析了算法的时间复杂性,证明了其上界.工作量统计见表 1. 
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Table 1  Amount of work 
表 1  工作量统计 

内容 代码量(行) 
编辑距离形式化 500 

矩阵元素分布规律验证 715 
算法形式化 200 

可终止性和正确性证明 1 630 
时间复杂性分析 865 

总计 3 910 
 

3.1   编辑距离形式化 

为了验证算法,首先需要形式化编辑距离的概念.按照文献[2],编辑距离为 短编辑脚本的长度.这里将编辑

脚本定义为编辑命令序列,编辑距离定义为编辑脚本长度集合中的 小值,如图 3 所示(图中编辑函数 convert 按
照编辑脚本作字符串变换).显然,长度等于编辑距离的脚本即为 短编辑脚本,反之亦然. 

 

Fig.3  Formalization of edit script and edit distance 
图 3  编辑脚本和编辑距离形式化 

从编辑命令角度建立的直观模型虽然方便人的观察和操作,却不方便证明,因为其中只包含输入字符串的

部分信息.为了证明编辑距离有关性质,我们又定义了另一个基于编辑策略的模型,并证明了两个模型的等价性,
限于篇幅,此处不详细介绍.表 1 的工作量统计包含了这一部分内容. 

3.2   矩阵元素分布规律的形式验证 

在编辑距离形式化的基础上,形式化并逐条验证了第 3.1 节观察到的矩阵元素分布规律.以此为基础,很容

易验证 fcomp 算法的移动规则.下面给出 3 条规则中与 短编辑脚本有关的部分,编辑距离相关部分不再赘述. 
定理 1(下移规则). " legal (Suc i, j); S_of t (i, j); D (i, j) < D (Suc i, j) S_of (t @ [Del i]) (Suc i, j)". 
定理 2(右移规则). " legal (i, Suc j); S_of t (i, j); D (i, j) < D (i, Suc j) S_of (t @ [Ins i (B ! j)]) (i, Suc j)". 
定理 3(对角线下滑规则). " legal (Suc i, Suc j); S_of t (i, j); A ! i = B ! j  S_of t (Suc i, Suc j)". 
以上定理中用到的符号:谓词 legal 检查矩阵坐标是否在合法范围内;对合法坐标(i,j),D 返回 A[1:i]到 B[1:j]

的 短编辑距离;“S_of t (i, j)”确定 t 是否为 A[1:i]到 B[1:j]的 短编辑脚本;“A ! i”取字符串 A 的第 i+1 个字符. 
type_synonym coord = "nat * nat".  //(行,列),矩阵坐标类型 
定义 1(编辑距离矩阵). D :: "coord  nat" where "D (i,j) = distance (take i A) (take j B)". 
定义 2(最短编辑脚本). S_of :: "script  coord  bool" where "S_of t (i, j) = shortest_s_of t (take i A) (take j 

B)". 

typedecl symbol    //字符集 
type_synonym String = "symbol list" //字符串 
datatype command =  //编辑命令 
          Del nat  //删除命令,删除 nat 位置的字符  
       | Ins nat symbol  //插入命令,在 nat 位置插入字符 symbol 
type_synonym script = "command list"  //编辑脚本即为编辑命令的序列 
//cs 是 A 到 B 的编辑脚本,当且仅当编辑函数作用于 A 和 cs 得到 B 
definition script_of :: "script   String   String   bool" 
      where "script_of cs A B ≡ convert A cs = B" 
definition set_length :: "String   String   nat set"    //所有 A 到 B 编辑脚本的长度集合 
      where "set_length A B ≡ {length s | s. script_of s A B}" 
definition distance :: "String   String   nat"   //定义长度集合中的 小值为编辑距离 
      where "distance A B ≡ (LEAST n. n ∈ set_length A B)" 
definition shortest_s_of :: "script   String   String   bool"    // 短编辑脚本 
      where "shortest_s_of s A B ≡ script_of s A B ∧ ( s'. script_of s' A B → length s ≤ length s')" 
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3.3   基于Locale的算法描述 

将输入字符串 A,B 交换,则编辑距离矩阵将转置,原来的右(下)边界变成下(右)边界,原来的右(下)移规则变

成下(右)移规则,原来的上边界变量 upper(lower)变成下边界变量 lower(upper).由于这个原因,fcomp 算法的设计

里有很多以主对角线为中心对称的概念.为充分利用这一对称性,算法的形式描述和验证使用了 Locale.Locale
扩展是 Isabelle 中处理带参理论的方法,可以用来表示有复杂关联关系的模块化系统[19].基于以字符串 A,B 为参

数的 Locale,对称的两个概念可以只定义一个,性质证明只做一次,其对称概念和性质通过 Locale 在 B,A 下的对

称解释以及编辑距离的交换律直接获得,节约一半工作量. 
图 4 在以 A,B 为参数,名为 fcomp 的 Locale 中定义了触下边界(hit_last_row)谓词;然后用 B,A 解释 fcomp,

得到一个与之对称的结构 symm,并将触右边界(hit_last_col)谓词定义为 symm中的触下边界; 后对两个谓词取

或,定义了触边界(hit_last)谓词.这里,converse (x,y)=(y,x).fcomp 算法相关组件全部在 Locale fcomp 中定义,以后

不再赘述. 

 
Fig.4  Locale fcomp and the definition of predicate hit_last_row in it 

图 4  Locale fcomp 及其下的触边界谓词定义 

Isabelle/HOL 使用函数式的建模方法.形式化一种算法,意味着将其实现为函数式语言风格的“程序”.而
后,“程序”中的定义式如递归式经 Isabelle 内部处理后将被接受为基本事实,供我们后面证明算法的性质时使

用.Isabelle 提供了很多自动证明工具,帮助用户从基本事实开始构造复杂性质,如正确性、可终止性的证明.但
一个复杂证明的框架、所用到的引理等仍需用户构造,自动证明工具在这方面的作用有限.Isabelle 更多地扮演

着对证明进行检查的角色,这也正是交互式定理证明工具的特征. 
由第 3.1 节可知,fcomp 算法核心是围绕编辑距离矩阵对数组 last_d,script 和上下边界变量 upper,lower 等 4

个数据结构的迭代.迭代初始,编辑距离 d=0,以后每步加 1.当某步迭代得到 last_d[K0]=m(对角线K0=n–m),即碰到

矩阵右下角元素 D[m,n]时,迭代过程终止.迭代结束时的 d 为所求 A 到 B 的编辑距离,script[K0]给出 短编辑脚

本.基于这一过程,我们将把 fcomp 形式化为一个尾递归函数.首先定义所需的类型. 
type_synonym diag = int.  //对角线编号类型 
type_synonym last_d = "diag  coord".  //last_d 数组类型 
type_synonym scripts = "diag  script".  //script 数组类型 
假设 d 为当前迭代步对应的编辑距离,仍用 last_d,script,upper 和 lower 表示对应的数组和边界变量,图 5 给

出了形式化后的 4 个迭代函数,其中用到的辅助函数定义如图 6 所示. 
辅助函数 slide_down 表示连续应用对角线下滑规则,直到碰到相异元素或触矩阵边界不能继续下滑为止; 

up_trig_slide 是右移规则和对角线下滑规则的组合,先应用一次下移规则,再沿对角线尽可能地下滑;down_trig_ 
slide 则先应用一次右移规则,再沿对角线尽可能地下滑.函数 next 按照在 up_trig_slide 和 down_trig_slide 中选

择 有利动作的原则,实现了 last_d 数组的迭代更新.next_s 实现 短编辑脚本 script 数组的迭代更新.这两个迭

代过程与原 fcomp 算法完全相同. 

locale fcomp =    //定义一个名为 fcomp 的 Locale 
    fixes A :: "String"    //Locale 参数,字符串 A 
    fixes B :: "String"    //Locale 参数,字符串 B 
begin 
primrec hit_last_row :: "coord   bool"    //触下边界谓词 hit_last_row 
        where "hit_last_row (row,col) = (row ≥ length A)" 
interpretation symm : fcomp B A    //用 B,A 作实参代入形参 A,B,得到 fcomp 的一个对称解释 
done 
definition hit_last_col :: "coord   bool"    //触右边界谓词 hit_last_col 
        where "hit_last_col coord = symm.hit_last_row (converse coord)" 
definition hit_last :: "coord   bool"    //触边界谓词 hit_last 
        where "hit_last coord ≡ hit_last_row coord ∨ hit_last_col coord" 
end 
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Fig.5  Iteration of arrays last_d, script and bounds upper, lower 
图 5  数组 last_d,script 和边界变量 upper,lower 的迭代函数 

 
Fig.6  Auxiliary functions for the main iteration 

图 6  迭代过程用到的辅助函数 

下边界变量 lower 的迭代包含 next_lower 和 lower_it 两个函数,与原 fcomp 算法对 lower 更新步骤一致,计
算结果将是所有触下边界对角线的 大值加 1,无触下边界对角线时则为当前 lower 减 1;upper 的迭代过程取

lower 迭代过程的对称定义,表示所有触右边界对角线的 小值减 1,无触右边界对角线时为当前 upper 加 1;trans
表示数组的转置 ,trans last_d k=converse(last_d(–k)).这里特别规定了 lower 和 upper 翻转时的情况 ,一旦

lower>upper,后面将一直如此,这样做是为了方便算法可终止性证明. 
再来定义迭代初值和终值.当 d=0 时,由于所有的 0 元素都在对角线 0 上,所以 lower 和 upper 的初值均为 0.

相应地,数组 last_d 在对角线 0 处的值应为 slide_down(0,0),对应 A,B 的 长公共字头,数组 script 迭代初始为一

个空命令串,见图 7 关于 last_d0和 script0的定义.以初值为起点,不断应用迭代函数,直到满足终止条件,输出算法

结果.这里,算法结果是一个序偶(见图 7 中 Distance 定义),序偶第一分量为 A 到 B 编辑距离,第二分量为 短编

辑脚本.图 5 列出的 4 个迭代函数在图 7 中被合并成一个迭代过程——尾递归函数 Distance_aux. 
观察图 7 的定义,函数 Distance_aux 可能在两种情况下终止: 
(1) 当某步迭代开始时,upper<lower∨¬ valid last_d d lower upper; 
(2) 在下一步迭代之前,upper′<lower′(′为变量的下一步迭代值). 

definition inRange :: "diag   diag   diag   bool"    //检查对角线 k 是否在更新范围 
      where "inRange k lower upper   lower≡   ≤  k  ∧  k  ≤  upper  ∧  2 dvd (upper ‐ k)" 
definition shouldDown :: "last_d   nat   diag   bool"    //确定对角线 k 更新应该使用下移还是右移规则 
      where "shouldDown last_d d k ≡ k = ‐ (int d)  ∨  (k ≠ int d  ∧  fst (last_d (k + 1))  ≥  fst (last_d (k ‐ 1)))" 
function slide_down :: "coord   coord"    //沿对角线持续下滑,直到碰到相异字符或触到矩阵边界 
      where "slide_down (i,j) = (if (hit_last (i,j)  ∨  A ! i ≠ B ! j) then (i,j) else slide_down (i+1,j+1))" 
definition up_trig_slide :: "coord   coord"    //先右移,再 slide_down 
      where "up_trig_slide coord   let (i,j) = coord in slide_down (i,j+1)"≡  
primrec up_trig_command :: "coord   command"    //对应右移动作的插入命令  
      where "up_trig_command (i, j) = Ins i (B ! j)" 
definition down_trig_slide :: "coord   coord"    //先下移,再 slide_down  
      where "down_trig_slide coord   converse (symm.up_trig_slide (converse coord))"≡  
primrec down_trig_command :: "coord   command"    //对应下移动作的删除命令 
      where "down_trig_command (i, j) = Del i" 

//数组 last_d 的迭代 
definition "next" :: "last_d   nat   diag   diag   last_d" 
where "next last_d d lower upper k ≡ if inRange k lower upper then 
                                                      (if shouldDown last_d d k then down_trig_slide (last_d (k + 1)) 
                            else up_trig_slide (last_d (k ‐ 1))) 
        else last_d k" 
//数组 script 的迭代 
definition next_s :: "last_d   last_s   nat   diag   diag   last_s" 
where "next_s last_d script d lower upper k ≡ if inRange k lower upper then 
                                                      (if shouldDown last_d d k then script (k + 1) @ [down_trig_command (last_d (k + 1))] 
                                                                else script (k ‐ 1) @ [up_trig_command (last_d (k ‐ 1))]) 
                                                                            else script k" 
//下边界变量 lower 的迭代 
function next_lower :: "last_d   diag   diag   diag" 
where "next_lower last_d lower upper = (if upper < lower then lower else     
                                                                (if hit_last_row (last_d upper) then upper + 2 else next_lower last_d lower (upper ‐ 2)))"
definition lower_it :: "last_d   diag   diag   diag"   
where "lower_it last_d lower upper ≡ if upper < lower then lower + 1 else next_lower last_d lower upper ‐ 1" 
//上边界变量 upper 的迭代 
definition upper_it :: "last_d   diag   diag   diag" 
where "upper_it last_d lower upper ≡‐ symm.lower_it (trans last_d) (‐upper) (‐lower)" 
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Fig.7  Functions for finding edit distance and a shortest edit script 

图 7  编辑距离和 短编辑脚本计算函数 

谓词 valid 对矩阵元素和边界变量的合法性做了一些简单约束,实际上是 last_d 和 lower,upper 在迭代中满

足的一个循环不变式,第 4.5 节再详细介绍.这里只需指出,由于初始状态(d=0)last_d 和 lower,upper 满足 valid 谓

词,且 lower≤upper,所以 终迭代只可能停止在第 2 种情况,也就是上下边界变量即将翻转时. 
为什么用边界变量的翻转代替原算法中的“last_d[K0]=m”作为迭代停止条件?因为在图 5 给出的定义下,这

两个条件是等价的,并且前者更方便证明.参照图 2 仔细考察 lower 和 upper:每一步,[lower,upper]标出了求取

终目标所依赖的对角线区间.从初值 0 开始,起初边界在向外扩张,每步 upper 加 1、lower 减 1,分别向边缘对角

线 n 和–m 逼近,[lower,upper]涵盖了所有 d 值元素可能出现的对角线.之后,若区间内某条对角线下滑时触到右

边界,则 upper 将转而向内收缩(减小),将那些对目标求取无用的对角线排除在外.并且这一过程不可逆转,一旦

开始就会一直收缩,直到碰到对角线 K0,这是因为触右边界对角线下面的那条对角线更新后依然触到右边界.边
界 lower 的情况与此类似.这样,我们就可以将一个边界变量的迭代过程区分为两个阶段——先扩张再收缩.扩
张时逐步向边缘对角线 n 或–m 逼近,收缩时逐步向对角线 K0 逼近.注意,只有 K0 右边的对角线才能触矩阵右边

界,也只有 K0 左边的对角线才能触下边界,而 K0 则将同时触两个边界,意味着碰到矩阵右下角元素[m,n],此时根

据图 5 定义,lower 和 upper 的下一步迭代值就会出现翻转,导致 upper′<lower′.并且,也只有 K0触边界才可能导致

这样的翻转.如此,碰到元素[m,n]这一终止信号就转化成了上下边界变量即将翻转的信号.并且,边界变量先扩张

再收缩是一个两阶段单调变化过程,借助其单调性即可证明迭代过程一定能够停止. 

3.4   算法可终止性证明 

为了证明算法正确,首先必须证明迭代过程能够终止,即 lower和 upper终将翻转.事实上,为了确保系统的一

致性,Isabelle/HOL 强制要求所有函数都是全函数,也就是说,图 7 中的 Distance_aux 函数必须在定义之后提供终

止性证明,否则 Isabelle 不能接受. 
Isabelle/HOL 为证明递归终止性提供了一种称为 relation 的证明方法.使用该方法,我们需要在 Distance_aux

函数的自变量上定义一个关系,并证明:(1) 该关系是良基的;(2) Distance_aux 中递归调用的参数满足该关系.换
句话说,就是必须证明递归调用的参数以某种方式在渐渐“变小”. 

根据第 3.3节末尾对上下边界变量的分析,lower和 upper在翻转之前都呈现一个扩张-收缩的两阶段变化过

程.以 lower 为例,起初是每步减 1,向边缘对角线 k=–m 逼近;然后,当出现对角线触下边界事件后,进入第 2 阶段,
严格递增,从 K0 的左侧向 K0 逼近.这提示我们使用〈阶段,距离〉二元组来编码 lower 的变化过程:扩张阶段编码为

1,收缩阶段编码为 0;当处于扩张阶段时,lower 与对角线 k=–m 的绝对差作为距离度量;当处于收缩阶段时,lower
与对角线 K0的绝对差作为距离度量.容易看出,随着迭代的逐步进行,〈阶段,距离〉二元组以字典序在逐步减小,直
至减到 小值〈0,0〉(K0 触边界),迭代结束.由〈阶段,距离〉的字典序所确定的 Distance_aux 函数自变量上的关系即

可作为所要找的良基关系. 
图 8 给出了 Distance_aux 函数的终止性证明及其所依赖的编码函数定义和相关引理.phase 是阶段编码函

//计算编辑距离和 短编辑脚本的辅助函数 
function Distance_aux :: "last_d   last_s   nat   diag   diag   nat × script" 
      where "Distance_aux s t d l u = (if u < l  ∨  ¬ valid s d l u then (d, t K0) else   
                                        let l' = lower_it s l u; u' = upper_it s l u; s' = next s (Suc d) l' u'; t' = next_s s t (Suc d) l' u' 
                                                                    in (if u' < l' then (d, t K0) else Distance_aux s' t' (Suc d) l' u'))" 
//初始 last_d 
definition last_d0 :: last_d   
      where "last_d0 k  ≡  (if k = 0 then (slide_down (0, 0)) else (0, 0))" 
//初始 script 
definition script0 :: "last_s" 
      where "script0 k  ≡  []" 
// 终的编辑距离和 短编辑脚本   
definition Distance :: "nat × script" 
      where "Distance  ≡  Distance_aux last_d0 script0 0 0 0" 
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数,根据下边界变量 lower 与迭代值 d 的相反数是否相等判断当前处于扩张还是收缩阶段.距离编码函数 space
根据当前所处的阶段计算与参考点之间的距离度量,扩张阶段取边缘对角线-m 为参考点,收缩阶段取 K0 为参考

点.引理 1 证明了迭代中阶段编码(非严格)单调递减,引理 2 则证明同一阶段内距离编码严格单调减,两个引理合

起来等于证明了 Distance_aux 的递归调用参数满足〈阶段,距离〉编码字典序所确定的关系.这里,fcomp_valid, 
fcomp_valid_it 是 Locale fcomp 的子 Locale,详见下一节. 

 
Fig.8  Termination proof of the function Distance_aux, encoding functions and some involved lemmas 

图 8  Distance_aux 函数终止性证明、编码函数定义和相关引理 

后,termination 语句开启函数终止性证明.应用 relation 方法,并指示 Isabelle 使用 measures 函数按照

[phase,space]二元编码字典序生成 Distance_aux 参数上的一个关系.自动证明工具 auto 证明了该关系是良基的,
并在引理 1、引理 2 的帮助下证明了 Distance_aux 递归调用的参数满足该关系. 

3.5   算法正确性证明 

从 Hoare 演算的角度来说,假定迭代语句正确性的推理规则表示为
{ } { }

{ } { }
,

  ( )
B C

while B C B
Φ Φ

Φ Φ
∧

∧¬
其中,Φ为循环 

不变式,B 为循环条件,为证明循环结束后具有状态 Ψ,我们需要证明:(1) Φ确为循环不变式({Φ∧B}C{Φ});(2) 循
环初始时Φ成立;(3) Φ∧¬B Ψ. 

Isabelle/HOL 中的验证策略基本相同,只除了一点:由于算法建模使用了函数式风格的递归过程,没有变量

记录,从而也就无法引用迭代的中间状态,因此第 3 步只能采用变通的方法证明Ψ.基于此,我们增加一个步骤,用
4 步来证明算法正确性:第 1 步,证明一组循环不变式;第 2 步,证明迭代初始值(last_d0,script0)满足不变式;第 3 步,
为了证明算法输出结果 Distance 的性质,导出一条 Distance 引入规则,该规则使我们不必直接证明 Distance 具有

某性质 P,而是可以间接证明满足循环不变式的所有结构组合 last_d,script,lower 和 upper 在边界变量即将翻转

时(¬B)均满足 P;第 4 步,使用 Distance 引入规则间接证明算法将输出预期结果(定理 4). 
定理 4. "Distance = (d, script) ⇒ d = distance A B∧shortest_s_of script A B". 
工作量主要集中在第 1 步.迭代中的数组 last_d,script 和边界变量 upper,lower 保持哪些不变性质呢?首先,

从取值合法性上看,两个边界变量总是相差一个偶数,它们标出的数组有效区域应该不超过[–d,d]范围,且该有效

区域内数组 last_d记录的每一个坐标应与其对应对角线一致,是矩阵合法坐标.这些简单的合法性约束可以用谓

词 valid(定义 4)来表示;其次,按照算法设计,数组 last_d 在每个迭代步 d 记录了矩阵上距离右下角 近的那些 d
值元素坐标.也就是说,如果 last_d 记录了坐标[i,j],则位于矩阵第 i 行第 j 列的元素一定是 d,并且只要[i,j]没有触

到矩阵边界 ,其右方、下方、右下方相邻元素都应该大于 d.这一关于编辑距离的语义约束可以用谓词

D_valid(定义 5)表示; 后,数组 script 中记录了与 last_d 对应的 短编辑脚本,这一关于编辑脚本的语义约束可

以用谓词 S_of(定义 2)表示. 
定义 3. valid_matrix :: "last_d ⇒ diag ⇒ diag ⇒ bool" where "valid_matrix s l u ≡ k. inRange k l u → Diag 

//阶段编码函数 
fun phase :: "last_d * last_s * nat * diag * diag   nat" 
where "phase (s, t, d, l, u) = (if (l = ‐ int d) then 1 else 0)"   
//距离编码函数 
fun space :: "last_d * last_s * nat * diag * diag   nat" 
      where "space (s, t, d, l, u) = (if (l = ‐ int d) then length A ‐ d else nat (K0 ‐ l))" 
引理 1[intro]. " fcomp_valid_it    A B s d l u l' u' s';    ¬ phase (s', t', (Suc d), l', u') < phase (s, t, d, l, u)     phase (s',
t', (Suc d), l', u') = phase (s, t, d, l, u)". 
引理 2[intro]. "  fcomp_valid_it    A B s d l u l' u' s'; ¬ u' < l'; ¬ phase (s', t', (Suc d), l', u') < phase (s, t, d, l, u)   
space (s', t', (Suc d), l', u') < space (s, t, d, l, u)". 
//Distance_aux 函数的终止性证明 
termination Distance_aux   
apply(relation "measures [phase, space]") 
by(auto simp add: fcomp_valid_it_def fcomp_valid_it_axioms_def fcomp_valid_def) 
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(s k) = k ∧ legal (s k)". 
定义 4. valid :: "last_d ⇒ nat  diag  diag  bool" where "valid s d l u ≡ l ≥– int d∧u ≤ int d∧2 dvd (u 

– l)∧valid_matrix s l u ∧(¬ u < l∧l ≠ - int d → hit_last_row (s l))∧(¬ u < l∧u ≠ int d → hit_last_col (s u))". 
定义 5. D_valid :: "last_d  nat ⇒ diag  bool" where "D_valid s d k ≡ D (s k) = d (let (i,j)=s k in (¬ 

hit_last_row (i, j) → d < D (i+1, j))∧(¬ hit_last_col (i, j) → d < D (i, j+1))∧(¬ hit_last (i, j) → D (i+1, j+1) = Suc 
(Suc d)))". 

综上,我们将循环不变式分解为 3 个谓词.为了完成这些循环不变式的证明,我们还在 Locale fcomp 的基础

上额外定义了 4 个 Locale,这些 Locale 的参数、假设和它们之间的逻辑关系如图 9 所示.3 个循环不变式分别在

fcomp_valid,fcomp_D_valid,fcomp_S_valid这 3个 Locale的假设部分作为已知条件引入.图中另外两个带阴影的

Locale,将用于算法时间复杂性分析. 

 
Fig.9  Locales for formalization 

图 9  形式化中定义的 Locale 结构 

谓词 valid,D_valid 和 S_of 所断言的关系在迭代后的 last_d,script 和上下边界变量 lower,upper 上仍然满足,
即上述 3 个谓词确实为循环不变式的证明在各 Locale 中完成,如图 10 中的引理 4、引理 5、引理 7 所示.同时证

明的还有 K0 相关的重要性质:引理 3 断定当上下边界变量即将翻转(迭代结束)时,对角线 K0 恰好被更新且触到

了矩阵边界;引理 6、引理 8 则断定当对角线 K0被更新且触边界时,当前迭代值 d 就是 A,B 的编辑距离,script[K0]
中存储的即为 A 到 B 的 短编辑脚本. 

 
Fig.10  Important lemmas proved in various Locales 

图 10  各 Locale 中证明的重要引理 

Locale fcomp_valid: 
//当上下边界变量即将翻转时,K0 被更新且触边界 
引理 3. " ¬ u < l; u' < l'    inRange K0 l u  ∧  hit_last (s K0)". 
Locale fcomp_valid_it: 
引理 4. "valid s‘ (Suc d) l' u'".   //valid 确是一个循环不变式 
Locale fcomp_D_valid: 
引理 5. "inRange k l' u'   D_valid s' (Suc d) k".    //D_valid 确是一个循环不变式 
//当对角线 K0 被更新且触边界时,当前迭代步数 d 即为 A,B 编辑距离 
引理 6. " inRange K0 l u; hit_last (s K0)   d = distance A B". 
Locale fcomp_S_valid: 
引理 7. "inRange k l' u'   S_of (t' k) (s' k)".    //S_of 确是一个循环不变式 
//当对角线 K0 被更新且触边界时,script[K0]中存储的即为 A,B 短编辑脚本 
引理 8. " inRange K0 l u; hit_last (s K0)   shortest_s_of (t K0) A B". 
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以上是第 1 步.接下来,第 2 步证明 last_d,script,lower 和 upper 的迭代初值满足循环不变式(如图 11 中的引

理 9~引理 11 所示). 
 
 
 
 

Fig.11  Lemmas on iteration starting values and an introduction rule for Distance 
图 11  关于迭代初值的引理和 Distance 引入规则 

第 3 步,在前两步的基础上导出 Distance 引入规则(如图 11 中的引理 12 所示,其中谓词 fcomp_S_valid 为 3
个循环不变式的合取,其参数 s,t,l,u 分别对应 last_d,script,lower 和 upper,s′,t′,l′,u′为其下一步迭代值,d 为当前迭

代步编辑距离值).如前所述,我们不能直接证明Φ∧¬B Ψ ,而 Distance 引入规则的作用是提供间接证明方法.
这条规则确保,为了证明 Distance(算法输出结果)满足某个性质 P(这里我们关心的 P 是算法正确性,即Ψ ),可以

间接对边界变量即将翻转(¬B)时刻的任意 last_d,script,lower和 upper结构组合立论,如果满足 fcomp_S_valid(循
环不变式Φ)的这种结构组合全都满足性质 P,那么 Distance 也同样满足 P. 

Distance 引入规则的证明需要用到引理 4、引理 5、引理 7 和引理 9、引理 10、引理 11.事实上,前两步关于

循环不变式和迭代初始值的证明都可以看作是为这条引入规则证明所做的准备.根据尾递归函数 Distance_aux 定

义(如图 7 所示),若下一步迭代边界变量将发生翻转,则函数直接返回当前 d 和 script K0 组成的序偶作为结果,否则

执行下一次迭代.用归纳法证明引入规则的正确性(Isabelle/HOL 根据 Distance_aux 定义自动生成了一条归纳证明

规则).假设迭代一开始即终止,则意味着边界变量在第 2 步就会发生翻转,由于 last_d,script,lower 和 upper 的迭代

初值 last_d0,script0,0,0 满足循环不变式 fcomp_S_valid,故根据 Distance 引入规则的前提条件,此时的函数输出(0, 
script0,K0)具有性质 P.如果边界变量并不会在第 2 步发生翻转,则进入下一次迭代.由于循环不变式 fcomp_S_valid
在下一步迭代的 last_d′,script′,lower′和 upper′上仍然满足,所以根据归纳假设,迭代得到的结果仍然具有性质 P. 

后,结合 Distance 引入规则和 K0 有关的事实(引理 3、引理 6、引理 8),即可完成定理 4 的证明,如图 12
所示.图中方框内为定理证明器输出结果.可以看出,应用 Distance 引入规则后,Isabelle 能够自动实例化规则中的

性质 P,并由此将证明目标中的 Distance 改为满足Φ和¬B 的任意结构组合.下一步给自动证明工具 auto 补充引

理 3、引理 6、引理 8 作为事实,auto 即可自动消解证明目标,完成定理证明. 

 
Fig.12  Proof scripts of Theorem 4 vs. Isabelle’s outputs 

图 12  定理 4 证明脚本与 Isabelle 输出结果 

3.6   算法时间复杂性分析 

文件比较算法的计算量主要来自于文本比较.这里从字符比较的角度,对 fcomp 算法执行时间进行分析. 
设置字符比较计数器 .易知算法的字符比较动作仅发生在 slide_down 函数 (如图 6 所示 )中 .用函数

count_slide_down 计算 slide_down 发生的字符比较次数,同时定义一个数组(last_count 类型),记录迭代过程中各

条对角线上已经发生的字符比较次数.每一步迭代,发生了新的字符比较动作的对角线都会增加一个增量.迭代

引理 9. "valid last_d0 0 0 0".  //迭代初值满足循环不变式 valid 
引理 10. "D_valid last_d0 0 0".  //迭代初值满足循环不变式 D_valid 
引理 11. "S_of (script0 0) (last_d0 0)".  //迭代初值满足循环不变式 S_of 
//Distancey 引入规则 
引理 12. "(∧ s t d l u s' t' l' u'.  fcomp_S_valid A B s d l u l' u' s' t t'; ¬ u < l; u' < l'    P (d, t K0))   P Distance". 
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结束时,矩阵各对角线上记录的比较次数之和(只需对[−m,n]范围内的合法对角线求和)就是算法执行的总比较

次数.相关定义如图 13 所示. 

 
Fig.13  Definitions involved in symbol comparison counters 

图 13  字符比较计数器及相关定义 

图 9 中定义了两个专用于此处复杂性分析的 Locale.Locale fcomp_count 假设中的 count_valid 谓词是计数

器数组的循环不变式,主要对计数器数组的取值上限和有效范围做了约束;Locale count_sum 中的 count_valid_s
谓词是 count_valid 的弱化.基于 Locale fcomp_count 和 Locale count_sum,可以证明算法执行时间上限: 坏情况

下不超过 m×n 次字符比较(定理 5);当 A,B 编辑距离较小时,算法执行时间几乎呈线性,比较次数不超过(A,B 编辑

距离的 2 倍+1)×min(m,n)(定理 6).这一结果与文献[2]一致. 
定理 5. "Sum≤length A * length B". 
定理 6. "Sum≤(2 * distance A B+1) * min(length A)(length B)". 

4   结  语 

基于证明的形式验证技术无需逐一检查状态空间,适宜验证含有复杂数据结构的算法程序.fcomp 是一种高效的

文件比较算法,以数组为主要数据结构,本质上是对抽象的编辑距离矩阵的填充和搜索.本文改正了 fcomp 算法中边界

变量迭代的一个小错误,在交互式定理证明器 Isabelle/HOL 中对算法做了形式化,证明了改正后算法的可终止性和正

确性,展示了 Isabelle/HOL 在形式验证复杂算法程序方面的优势.文件比较算法是一个应用极其广泛、变种繁多的算

法族,而目前关于这类算法的形式验证工作还非常不够,本文为今后针对此类算法的形式验证提供了一个较好的基础. 
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