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摘  要: 带法向约束的自由曲线曲面重构在光学反射面设计中起着至关重要的作用.为解决法向约束下的曲线重

构问题提出了一种优化方案,使得重构出的曲线在逼近数据点的同时,亦能满足相应法向约束.首先,利用惩罚函数

的方法将带法向约束的优化问题转化为无约束的优化问题.然后,引入二进制编码的遗传算法(GA),建立合适的适

应度函数,自适应产生优化节点向量,如此迭代进化,直到产生令人满意的重构曲线为止.考虑到节点向量非递减的

特性,而遗传算法在寻找最优节点向量的过程中有可能打乱节点向量的顺序,所以在建立适应度函数的时候将变量

调整为无序有界变量.通过与传统最小二乘方法和粒子群智能优化方法的比较,所提方案在解决带法向条件约束的

曲线重构问题上优势明显,且对于任意形状的曲线重构都行之有效. 
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Binary GA for Knot Optimization of B-Spline Curve Reconstruction 

HU Liang-Chen,  SHOU Hua-Hao 

(College of Science, Zhejiang University of Technology, Hangzhou 310023, China) 

Abstract:  Freedom curve/surface reconstruction with normal constraints is crucial in optical reflecting surface design. In this paper a 
binary code based genetic algorithm for knot optimization scheme is proposed to reconstruct a B-spline curve that not only approximates 
the data points but also meets the corresponding normal constraints. First, the constrained optimization problem is transformed into an 
unconstrained optimization problem by means of penalty function method. Then, the binary code based genetic algorithm (GA) is applied 
to find the best knot vector after establishing a suitable fitness function. Finally, adaptive generation of optimal knot vector and iterative 
evolution result in a satisfactory reconstructed curve. Since knot vector is non decreasing,and genetic algorithm may disrupt the order of 
knot vector in searching for the optimal knot vector, a process is also built to adjust variables into disordered bounded variables in the 
fitness function. Test results and a comparison with the traditional least square method as well as modern particle swarm optimization 
method show that the proposed scheme for reconstructing B-spline curve with normal constraints is superior and effective on arbitrary 
shape of discrete data set. 
Key words:  discrete data; curve reconstruction; genetic algorithm; normal constraints; B-spline; knot vector 

随着计算机辅助设计的流行,逆向工程(reverse engineering)[1]蓬勃发展,数据拟合的相关方法越来越多地应

用于几何造型以及图像分析等诸多领域.通过激光扫描、结构光源转换仪或者 X 射线断层成像等技术获取测量
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数据,利用这些离散数据进行数据拟合,可以对原模型或产品进行模型重建及功能恢复.但有些情况下,获取的

数据点除了坐标信息以外还可能包含一些形状约束条件,例如在光学工程领域,通过对带有法向约束的数据点

的重构来设计光学反射面. 
由于 B 样条曲线的各种优良的属性[2],本文采用 B 样条曲线拟合带法向约束的离散数据点方法.B 样条理

论是由 Schoenberg 在 1946 年提出来的,1972 年 De Boor、Cox 分别独立给出了 B 样条的标准算法[2].Gordon 和

Riesenfeld 把 B 样条应用于形状的描述,从而提出了 B 样条方法.B 样条基取代 Bernstein 基,构造出 B 样条曲线,
在继承 Bézier 方法的一切优点的同时克服了 Bézier 方法存在的缺点,很好地解决了局部控制的问题,又轻而易

举地解决了连续性拼接问题,从而使得自由曲线曲面的构造成为可能.B 样条方法在表示和设计自由曲线曲面

上具有极大的优越性,它不仅是最流行的形状数学描述的主流方法之一,而且已成为关于工业产品的几何定义

国际标准[2]的有理 B 样条方法的基础.这些也是我们本文中将其作为带法向数据点逼近函数的重要原因. 
对于型值点带有法向、切矢亦或者是曲率等条件约束的曲线插值或逼近问题,已经有很多研究成果.诸如

Piegl 等人[2]提出的点-切向约束的 B 样条曲线插值算法,Gofuku 等人[3]提出的点-切向/点-法向的 B 样条曲线插

值几何算法,Abbas 等人[4]提出的满足数据点及法向、曲率约束的 3 次 B 样条插值的构造算法,Shoichi 等人[5]

提出的切向曲率约束的 3 次均匀 B 样条插值的几何算法,星蓉生等人[6]提出的 3 次均匀 B 样条曲线插值数据点

及其切矢的 PIA 算法以及胡巧莉等人[7]提出的基于几何构造的法向无偏移的带法向约束的 3 次均匀 B 样条曲

线插值算法. 
除了传统的基于反求线性方程系统、几何构造等方法来求解曲线拟合问题外,利用各种人工智能算法求解

以及优化曲线拟合问题是当今一大热门,比如 Yoshimoto 等人[8]利用实编码的遗传算法求解无约束的拟合数据

的样条曲线,该算法主要是在曲线拟合的基础上,优化节点向量的个数与位置以减小拟合误差.在本文中,我们

把遗传算法用到法向约束下曲线拟合问题中,优化内节点位置.鉴于[0,1]的求解空间较小,本文采用二进制编码

方式相对实编码来说更加合适.Adi等人[9]用粒子群优化(PSO)方法进行NURBS曲线拟合,取代解方程组求解控

制点,把控制点作为待求解变量,但是误差会比较大.Gálvez 等人[10]借鉴遗传算法在曲线拟合问题上的应用利用

PSO 自适应确定节点向量长度以及内节点个数优化拟合曲线.Kang 等人[11]将稀疏优化的方法应用到寻找最优

拟合曲线节点的问题上,利用样条曲线 p 次导数为分段常数这一信息,建立稀疏优化模型求解最佳节点数量与

位置.相对遗传算法来说,稀疏优化在计算上更加复杂,但在求解最佳节点数量上优于遗传算法. 
受单纯曲线拟合中节点优化的启发,我们利用二进制编码的遗传算法(GA)解决带有法向约束的曲线逼近

问题.众所周知,一条好的拟合曲线关键在于节点向量的确定,一个好的节点向量对于实现完美的曲线逼近起到

至关重要的作用.本文将数据点带有法向约束的曲线逼近问题转化为基于二进制编码遗传算法的无约束最优

化问题,将节点向量自由化,自适应地寻找最优节点向量,最终产生最优逼近曲线.具体流程框架如图 1 所示. 

 

Fig.1  Flowchart of the GA-based B-spline curve reconstruction algorithm with normal constraint 
图 1  基于 GA 的法向约束下样条曲线重构算法流程图 
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1   问题描述及模型建立 

由于 B 样条曲线所具有的几何不变性、凸包性、局部支撑性、变差减缩性等诸多的优良性质,所以我们取

B 样条曲线作为数据点的重构曲线. 
一条 p 次 B 样条曲线可以表示为 
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其中, { }, 0,1,...,jP j n= 是样条逼近曲线的 n+1 个控制顶点, , ( )j pN u 表示 p 次 B 样条基函数,其定义由 de Boor 和

Cox 递推[2]给出: 
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规定
0 0
0
= .式中 p 表示 B 样条次数, ju 为节点向量 { }, 0,1,..., 1ju j n p= + +U 中的元素. 

给定 M+1 个数据点 di,i=0,...,M 及其法向约束条件 li,i=0,...,M,找一条曲线 S(t)去逼近给定的数据 di,i=0,...,M
且对于数据点在曲线上的对应参数处满足法向约束条件.假定与数据点 di,i=0,...,M 对应的参数值是 ti,则带法向

约束的 B 样条曲线逼近问题可以用两个方程组成的方程组表示. 
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其中,εi 为数据点 di 的拟合误差,S′(ti),i=0,1,…,M 为逼近曲线在参数值 ti 处的一阶导矢. 
由 B 样条曲线的定义式(1)~式(4),假设控制顶点集{Pi},i=0,1,…,n 和节点向量 U{uj},j=0,1,…,n+p+1 为未知

变量,则式(5)中的带法向约束的 B 样条曲线逼近问题可转化为带有等式约束的高度非线性且多维多变量的最

小值优化问题. 
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其中, 2⋅ 为平方范数. 

2   法向约束下 B 样条曲线重构的实现 

由于使用传统的计算方法很难实现对如式(6)所示的带约束的曲线逼近问题求解,所以本文提出了一种解

决此类问题的方案:首先使用一种在优化模型上加惩罚函数的方法将带约束的优化模型式(6)转化为无约束的

问题,继而建立一个合理而有效的适应度函数;其次利用遗传算法自由化节点向量,利用遗传算法所产生的节点

向量为先决条件,使用最小二乘法产生最优控制顶点,如此循环迭代,最终产生最优的节点向量以及控制顶点. 

2.1   无约束问题的转化 

为了实现式(1)中的等式约束 S′(ti)·li=0,我们将允许严格的等式约束出现适当的误差,即:S′(ti)·li≈0.这样,在
误差允许的范围内,可保证给定数据点的法向与逼近曲线的法向一个大致的贴合.这样相比于不带法向约束的

曲线重构来说,会使得重构出来的曲线更加接近原曲线.接下来我们将上式的平方和作为一个惩罚函数,整理式
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(5)和式(6),最终可得一个关于最小值优化的数学模型如下: 
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C0 作为惩罚系数,在这里设为 1.我们将利用遗传算法对式(7)变换后的适应度函数寻求最优解.若在数据点和法

向处均能精确插值,那么式(7)将有最小值 0. 

2.2   传统最小二乘法[2]及其解法改进 

假设节点向量已知的情况下,对式(6)中关于数据点误差式子中的变量{Pl},l=1,…,n–1 求偏导数: 
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当 l=1,2,...,n–1 时,上式成立,则可得线性方程组: 
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传统方法求解 T 1 T( )−=P N N N R ,需要刻意构造节点向量以至使得 TN N 正定且条件数(判断矩阵病态与否

的一种度量,条件数越大越病态)是好的.但是本文中由于节点向量是不断变化的,随着遗传算法的迭代并不能

保证 TN N 正定,所以传统意义上,采用形如 T 1 T( )−=P N N N R 的方法并不能求解出 P.为此,本文将采取另一种 
思路,即对矩阵 N 求 Moore-Penrose 广义逆 N+,这样无论节点向量如何变化都能保证方程有且有唯一的极小最

小二乘解:P=N+R. 
N+的具体求法分情况讨论如下: 
(1) 如果 N为满秩矩阵,N+=N–1; 
(2) 如果 N为行满秩矩阵,N+=NT(NNT)–1; 
(3) 如果 N为列满秩矩阵,N+=(NTN)–1NT; 

(4) 如果 N为降秩矩阵,将 N满秩分解为 ( 1) ( 1), ,M r r n− × × −= ∈ ∈N CD C C D D ,然后分别求分解后矩阵的左逆和

右逆: 1 T 1 T 1 T T 1
L R( ) , ( ) ,− − − −= =C C C C D D DD 最后可得极小最小二乘解 1 1

R L .+ − −=N D C  

在数值实验中,通过与传统最小二乘法对比,将会发现本文提出的法向约束下的曲线重构方法更加有效. 

2.3   节点向量的设置 

在最小二乘拟合下,影响一条完整的 B 样条重构曲线形状的因素有两点:(a) 节点向量的选取;(b) 数据点

参数化的分布情况.不同的节点向量和数据点参数化的选择对曲线的形状有很大的影响,不合理的节点和参数

化将导致曲线逼近程度变坏.一般来说,数据点参数化可以采用向心参数化方法[12],这种方法也得到了广泛的认

可.但是对于节点向量的选取,时至今日,解决这一问题的方法虽然很多,但最佳的方案仍尚待研究.鉴于这种原
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因,本文中针对节点向量的最优化选取做出了自适应的调整. 
对于节点向量的选取,具体方案如下:首先将控制点端点进行插值,也就是说对于一个非递减的节点向量 

1
0 0 1 1{ } , ...n p

k k n pu u u u+ +
= + +U ≤ ≤ ≤ 来说,两端节点的重复度设置为 B 样条曲线的阶数 p+1: 0 1 ... 0,pu u u= = = =  

1 2 1... 1n n n pu u u+ + + += = = = ;然后将首尾两端的数据点参数化设为 0 和 1.如此首尾两端的数据点将成为重构 B 样

条曲线的首尾控制顶点: 0 0 , M nd P d P= = ;最后,对于节点向量来说,未知量就只剩下 n+p 个内节点,对于这些未知 

的节点向量,我们将建立与数据误差和法向误差相关的适应度函数,然后利用遗传算法对其进行自适应的调整,
直到产生最佳的节点向量为止,使得待重构曲线在逼近数据点的同时,亦能满足数据点处的法向条件约束. 

2.4   数据点参数化设置 

利用参数曲线进行数据点重构,首先必须决定数据点在参数曲线上的分布情况,也就是数据点的参数化.数
据点参数化方法有很多,采取不同的参数化方法将会对重构曲线的形状产生较大的影响.这里我们采用向心弦

长参数化[12]方法.相对于其他参数化方法,这种方法在很好地模拟数据点分布情况的同时,当数据点急剧变化时,
能够使得重构曲线效果更佳.参数 ti 通过数据点之间的位置关系进行估计,估计公式为 

 

0

1
1

1
0

0,                              

,   0,1,...,i i
i i M

j j
j

t

d d i Mt t
d d

+
+

+
=

=⎧
⎪

−⎪ =⎨ = +
⎪ −⎪⎩

∑
 (8) 

其中,参数 ti 就是数据点 di 在其 B 样条逼近曲线上对应的参数值. 

3   遗传算法原理及相关设置 

遗传算法(genetic algorithm)是一种借鉴生物界物种在繁衍生存过程中的遗传进化规律(适者生存,优胜劣

汰的机制)演化而来的随机全局优化搜索方法.遗传算法的基本理论与基本方法起初是由美国的 Holland 教授

1975 年提出来的,其最为突出的特点是直接对可行解本身进行仿生操作,不存在函数的求导以及连续性等条件

的限定;具有与生俱来的并行性结构和较好的全局搜索寻优的能力;自动确定和进行优化的搜索空间,自适应地

调整搜索的方向,不需要人为干预以及确定规则.遗传算法的这些优良的性质,已被广泛地应用于自适应控制、

信号处理、人工生命、机器学习和组合优化等领域.它是现代有关智能计算中的关键技术. 
现行的编码方式有很多,例如:二进制编码、浮点编码(即实编码)、符号编码等.二进制编码方法是遗传算法

使用最广泛的编码方式之一,它使用二值符号集{0,1},它所构成的个体基因型是一个二进制编码符号串.然后由

多个个体基因型组成染色体(可行解),二进制编码符号串的长度间接代表问题所要求的求解精度.二进制编码

具有编码、解码简单易行,交叉、变异等算子的操作易于实现等优点.符号编码适用于特定的问题,通用性不

够.浮点编码适用于待搜索的解空间较大的情况,对于较小的搜索空间,采用二进制编码效果比较好.在本文

中由于与节点相关的优化问题中变量的取值范围为[0,1],求解空间比较小,所以本文中采纳二进制编码的方

式是合理的. 

3.1   相关算子以及参数设置 

下面我们给出本文中所采用的编码、个体评价方式以及各算子的操作. 

a.编码:对于一个完整的 n 维可行解 1 2{ , ,..., },nℑ = ℑ ℑ ℑ 其中每一维度的分量 , 1,...,i i nℑ = 的取值范围为

[ , ]i ia b .如果我们要求的精度是小数点后 m 位,那么每个分量 , 1,...,i i nℑ = 都要至少被分为 ( ) 10m
i ib a− × 个部分.

对于一个分量的二进制编码串位数(用 iw 来表示),用如下公式来计算: 

2 ( ) 10 2 1.i iw wmb a< − × −≤  
鉴于可行解的每一维分量的取值范围均为[0,1],搜索空间比较狭窄,可行解需要较高的精度,故编码位数取

得比较大.在所有的实验中分量编码的位数均取为 25,那么对于一个完整的可行解 ℑ编码后的形式如下: 
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                                               25

0100101011100101110100001,...,1000110101001110000110101

                  

n× 位

   25                                              25                      位 位

 

b.解码:从二进制转换成一个可用的十进制数值的方式如下: 

( ) .
2 1i

i i
i i w

b aa −
ℑ = + ×

−
二 制 代表的十 制 值进 实际 进 数  

c.个体评价:适应度函数的建立是为了评价群体每个个体的好坏程度.由于在遗传算法进化过程中不能保

证节点向量的有序性,而一个无序的节点向量对于 B 样条曲线来说是不成立的,所以结合式(7),本文中特意设计

适应度函数来规避这个问题,具体如下: 

0 1 0

( )
{
     ( );                              //
    ( );                             //
    ( , ,..., , , );     // (7)
    return  ;
}

n

f

U sort
P solve U
val Q P P P U C

val

ℑ

= ℑ ℑ

=

= −

对 各分量进行排序

最小二乘法求控制点

式 取负值转化为最大值问题

 

如上操作的目的是,将变量排序刻画在函数体内与优化问题形成一个函数整体,那么在遗传算法进化过程中就

不必再考虑变量的顺序问题了. 
与其他编码方式一样,二进制编码的遗传算法同样包括了 3 个基本操作,选择、交叉以及变异. 
(1) 选择:本文中设置种群代沟为 0.9,通过轮盘赌选择上一代种群中的 90%的个体复制到下一代中. 
(2) 交叉:这里我们选择交叉概率为 0.7 的单点交叉方式,并对本代个体数量交叉直到恢复原始种群规模. 
(3) 变异:我们取变异概率为 pm=0.7/length,length 为染色体结构的长度. 

3.2   本文具体算法描述 

总结以上关于遗传算法以及相关参数的概述,给出以下关于带有法向约束的曲线拟合算法的描述. 
Step 1:输入待拟合数据 di,i=0,...,M 及其对应法向 li,i=0,...,M. 
Step 2:数据点参数化,以及有效的适应度函数(如第 3.1.节 c 中描述)的建立. 
Step 3:遗传算法相关参数的设置,包括种群规模 PSIZE、代沟 Pg、交叉概率 Pc、变异概率 Pm、最大迭代

次数 MITER。 

Step 4:初始化二进制编码的种群 { } 1
0( ) .PSIZE

i itζ ζ −

=
=  

Step 5:解码并通过最小二乘法计算控制顶点,计算初始种群 { } 1
0

PSIZE
i iζ −

=
中每一个个体的适应度值. 

Step 6:判断迭代终止的条件,如果满足条件,则输出最优节点向量和控制顶点并计算重构曲线,否则转到

Step 7 继续进行. 
Step 7:对 ζ(t)按照轮盘赌方式执行选择算子产生 ζ1(t). 
Step 8:执行交叉算子单点交叉对 ζ1(t)进行操作产生 ζ2(t). 
Step 9:变异算子对 ζ2(t)进行操作产生 ζ(t+1),继续 Step 5. 

4   数值实验 

例 1:以参数曲线
cos(3 )
sin(3 )

x r t
y r t
=⎧

⎨ =⎩
作为采样函数,其中, 10(1 ),r t= + 在区间 [0,2π]上以 0.05为间隔均匀取点和相 

应法向,取点个数为 126,种群的规模取 40,最大迭代次数为 300,样条曲线次数为 3. 
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例 2:以参数曲线
sin(0.75 )
sin( )       

x t
y t
=⎧

⎨ =⎩
作为采样函数,在区间 [ 4π,4π]− 上以 0.2 为间隔均匀取点和相应法向,取点 

个数为 126,种群规模取 40,最大迭代次数为 300,样条曲线次数为 3. 

例 3:以参数曲线
2(5cos( ) cos(6 ))
2(3sin( ) sin(4 ))

x t t
y t t
= −⎧

⎨ = −⎩
作为采样函数,在区间 [0,2π]上以 0.05 为间隔均匀取点和相应法 

向,取点个数为 126,种群规模取 40,最大迭代次数为 300,样条曲线次数为 3. 

例 4:以参数曲线

( )cos( ) cos

( )sin( ) sin

a bx a b t h t
b

a by a b t h t
b

⎧ +⎛ ⎞= + − ⎜ ⎟⎪⎪ ⎝ ⎠
⎨

+⎛ ⎞⎪ = + − ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

作为采样函数,其中,a=3,b=1/3,h=1,在区间 [ π,π]− 上以 

0.05 为间隔均匀取点和相应法向,取点个数为 126,种群规模取 40,最大迭代次数为 300,样条曲线次数为 3. 
本文选取了 4 个较为复杂的实例(如图 2 所示),第 1 个例子中数据点间隔变化比较均匀,第 2 个例子和第

4 个例子是出于其多交叉点的考虑,第 3 个例子局部变化较为尖锐,这 4 个例子均具有一般的代表性.通过比

较具有代表性的例子对所提出的算法的可行性进行了验证,每个实例均做 10 次相同实验,然后取均值并在表

1~表 4 中分别列出具体数值.图 3 和图 4、图 5 和图 6、图 7 和图 8、图 9 和图 10 分别为 4 个实例的遗传算

法优化节点向量的收敛图和曲线重构效果图,据此可以比较直观地看出 4个例子的实际收敛效果和拟合效果,
实际验证了本文算法对于解决此类问题是可行的.图 3、图 5、图 7、图 9 中种群均值的变化和解的变化表明

不同的节点向量对曲线重构的影响还是相当明显的,算法迭代的前期均能比较快速地收敛,但是对于后期,随
着种群越来越靠近最优值,收敛速度逐渐变慢,所以想获取更高的曲线重构精度就必须尽量延长算法的迭代

次数或者增加节点向量的变量数目.第 2.2 节中所描述的传统的最小二乘法为了保证 NTN 的正定性,所以它

的节点向量需要特意去构造以保证正定性,但是一旦将节点向量固定也就意味着 B 样条曲线即固定,丧失了

自由性,那么曲线的自由性就有所限制,这样重构出来的曲线误差就会比较大.本文中将节点向量自由化之后,
通过遗传算法寻求节点数目(节点数目可人为自由选取)确定之后的最优节点向量,加之以法向条件的约束,
使得与原扫描模型最匹配的重构曲线被构造出来.通过表 1~表 4 中的数据表明,本文所提出的节点优化的方

案确实显示出了比较明显的优越性. 

 

Fig.2  Test examples 
图 2  实验实例 
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Fig.3  GA convergence effect                   Fig.4  GA-Based B-spline reconstruction  
for example 1                            with normal constraint for example 1 

图 3  例 1 的 GA 收敛效果图            图 4  例 1 基于 GA 的法向约束下 B 样条重构效果图 

    

Fig.5  GA convergence effect                   Fig.6  GA-Based B-spline reconstruction  
for example 2                            with normal constraint for example 2 

图 5  例 2 的 GA 收敛效果图            图 6  例 2 基于 GA 的法向约束下 B 样条重构效果图 

     

Fig.7  GA convergence effect                   Fig.8  GA-Based B-spline reconstruction 
for example 3                            with normal constraint for example 3 

图 7  例 3 的 GA 收敛效果图            图 8  例 3 基于 GA 的法向约束下 B 样条重构效果图 



 

 

 

2496 Journal of Software 软件学报 Vol.27, No.10, October 2016   

 

    

Fig.9  GA convergence effect                  Fig.10  GA-Based B-spline reconstruction  
for example 4                            with normal constraint for example 4 

图 9  例 4 的 GA 收敛效果图           图 10  例 4 基于 GA 的法向约束下 B 样条重构效果图 

另外,为了凸显遗传算法的优越性,我们还利用粒子群算法(PSO)对 4 个例子做了同样的实验.关于本实验

PSO 的相关参数的设置:与遗传算法一致,种群规模取 40,迭代次数取 300,对于 PSO 特有的学习因子、惯性权重,
这里分别取 2.0 和 0.7.由于在迭代过程中种群的个体可能会发生越界的情况(变量要求在[0,1]之间),我们将越

界个体重新随机初始化[0,1]之间的某个位置.通过表 1~表 4 中的数据可以看出,遗传算法相对粒子群算法来说

在求解此类问题上较为优越. 

Table 1  The comparison of average error for example 1 
表 1  例 1 的平均误差比较 

例 1 数据点误差 法向误差 
本文方法 1.063 6e–05 5.040 0e–06 
传统方法 4.638 8e+00 1.018 1e+00 
PSO 方法 3.853 6e–04 1.904 7e–04 

 
Table 2  The comparison of average error example 2 

表 2  例 2 的平均误差比较 
例 2 数据点误差 法向误差 

本文方法 7.150 4e–05 1.183 2e–03 
传统方法 5.864 1e–01 4.390 3e+00 
PSO 方法 5.360 8e–04 5.951 4e–02 

 
Table 3  The comparison of average error for example 3 

表 3  例 3 的平均误差比较 
例 3 数据点误差 法向误差 

本文方法 1.694 1e–02 7.876 2e–02 
传统方法 6.493 6e+01 2.650 0e+01 
PSO 方法 4.302 3e–02 7.844 8e–01 

 
Table 4  The comparison of average error for example4 

表 4  例 4 的平均误差比较 
例 4 数据点误差 法向误差 

本文方法 7.135 5e–04 7.226 1e–03 
传统方法 9.338 1e+01 5.497 4e+01 
PSO 方法 1.243 0e–02 1.796 9e–01 

 
在实验过程中,上述所有实例的数据点参数化方法均选用向心参数化.为了显示不同的参数化方法对以上



 

 

 

胡良臣 等:基于二进制 GA 的 B 样条重构曲线节点优化 2497 

 

各实例重构效果的影响情况,利用本文的方法在相同的实验条件下,我们分别选取累加弦长参数法、均匀参数

化方法以及本文所采纳的向心参数化方法进行误差比较.如表 5 所示,我们可以看出,不同的参数化方法确实对

实验结果有着不同的影响,从数据来看均匀参数化方法效果最好,主要原因可能是因为这 4 个例子的数据点分

布取得比较均匀.另外可以看出,本文所采纳的向心参数化方法比累加弦长参数化方法的重构效果要更好一些.
当然,这仅是对本文中所采纳的 4 个例子而言,不同的参数化选择对于其他的重构情况的效果可能又会不一样.
参数化的选择很大程度上取决于数据分布情况,那么对于不同的参数化方法就有不同的适用场合,这给我们一

定的启发,如果有合适的方法对参数化作自适应选择,那么重构的效果可能会更加鲜明. 

Table 5  The comparison of average error for different parameterization method 
表 5  不同参数化方法平均误差比较 

参数化方法 
数据点误差 法向误差 

例 1 例 2 例 3 例 4 例 1 例 2 例 3 例 4 
累加弦长参数化 5.68e–06 3.46e–04 1.00e–01 1.22e–03 2.49e–06 3.53e–02 5.41e–01 3.58e–03

向心参数化 1.56e–05 2.80e–05 1.74e–02 2.69e–04 6.51e–06 1.91e–03 1.13e–01 1.23e–03
均匀参数化 8.41e–06 3.47e–07 2.92e–04 1.95e–04 6.05e–06 1.51e–05 9.03e–04 1.40e–03

 
法向约束下二维曲线的重构可以快速应用到三维光学反射面的设计上.例如探照灯的聚光镜面设计问题.

探照灯聚光镜面是一张旋转曲面,它是由 xOy 坐标面上一条带法向约束的曲线绕 x 轴旋转而成.按照聚光镜性

能要求要求,在其旋转轴上一点 O 处发射光线,经它反射后都与旋转轴平行.这里我们给出一个设计例子,如图

11 所示. 

 

Fig.11  The design of optical reflecting surface 
图 11  光学反射面设计示意图 

5   结  论 

带法向约束的自由曲线曲面重构在光学反射面设计中起到十分重要的作用.对于没有约束的曲线重构方

法所构造出来的曲线,虽然在扫描数据点的逼近程度上会比较令人满意,但是由于没有约束条件,可能会导致重

构出来的曲线丢失原扫描模型的某些特征或性质.本文针对带有法向约束条件的离散数据集所提出来的这种

法向约束下的曲线重构算法,会在逼近数据点的同时满足在数据点处的法向约束,因而相对于传统的曲线重构

会使得重构出来的曲线效果更好.这种方案通过建立数据点和法向处的误差平方和函数,继而以此作为遗传算

法适应度函数的基础,不断通过遗传算法的进化原理调整节点向量的位置,使得 B 样条重构曲线数据误差和法

向误差越来越小,形状与原扫描模型越来越贴合.其中,自适应的节点向量是本算法的核心步骤.而且本文所提

出的方案对于解决法向约束下的任意扫描数据点集的重构都有效.通过实验数据与实验效果来看,相比于传统

的最小二乘方法以及粒子群算法来说,本文所提方案确实有着比较明显的优越性. 
进一步地,本文所提出的方案可以很方便地推广到带约束的空间曲线或者曲面重构问题上去.带法向约束

的二维曲线重构作为三维曲面重构的基础,可以很自然地将这种思想延伸到带法向约束的三维曲面重构的问

题上.而对于三维数据点集的曲线重构问题来说,鉴于它不具有法向,应用本文方案稍微加以修改就可以解决带



 

 

 

2498 Journal of Software 软件学报 Vol.27, No.10, October 2016   

 

有切向约束条件的三维空间曲线重构问题.这些都将成为未来我们继续探索的方向. 
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