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摘  要: 栅栏函数在连续系统验证方面有着广泛的应用,其主要想法在于:在可达集和非安全集之间寻找一个栅

栏,从初始区域出发的路径不会越过这个栅栏,而非安全区域在栅栏的另外一端.这样,就可以通过寻找栅栏函数来

验证一个系统的安全性.近年来,已有一些工作讨论连续系统在无界时间情况下的栅栏函数生成.但是对于有些系

统,人们可能只关心其在有界时间内的安全性.因为在无界时间内不安全并不能说明在给定时间内也是不安全的,所
以对于这类问题,无界时间栅栏函数方法并不适用.受无界时间栅栏函数方法的启发,针对有界时间的情况,给出有

界时间栅栏函数生成方法.首先给出有界时间栅栏函数的一些充分条件,对于多项式系统,将多项式非负的条件做平

方和松弛后利用平方和规划工具求解这些充分条件得到栅栏函数;对于初等系统(包含一些初等函数),先将该初等

系统转化为一个多项式系统,然后求解对应多项式系统的栅栏函数.对一些无界时间不安全的实例,演示了该方法在

验证有界时间安全性问题上的有效性. 
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Barrier Certificate Generation for Safety Verification of Continuous Systems for a Bounded 
Time 
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Abstract:  Barrier certificates have been widely used in verification of continuous systems. The main idea is to find a barrier which 
separates the reachable set from the unsafe set such that all the trajectories starting from the initial set will never go across the barrier. 
Thus the system’s safety can be guaranteed by constructing a barrier. In recent years, barrier certificates have been successfully used for 
verification of continuous systems with unbounded time. However sometimes the safety for bounded time needs to be addressed. Since a 
system is unsafe with unbounded time cannot imply it is also unsafe with a bounded time, the unbounded time barrier certificate method 
could fail to verify the safety with bounded time. In this paper, a method is presented to generate a bounded time barrier certificate for 
safety verification of continuous systems with bounded time. Some sufficient conditions for the bounded time barrier certificate are 
specified. If the continuous system is a polynomial system, relax all the conditions of positive semi-definite polynomial to the sum of 
squares (SOS) polynomial and then use semi-definite programming (SDP) to solve the conditions for a bounded time barrier certificate; if 
the continuous system is an elementary system (containing some elementary functions), transform it to a polynomial system 
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approximately, and then solve the corresponding polynomial system for a bounded time barrier certificate. For some practical examples 
which are unsafe for unbounded time, the paper shows the effectiveness of the proposed method for generating bounded time barriers. 
Key words:  continuous system; safety verification; barrier certificate; SDP (semi-definite programming); SOS (sum of squares) 

嵌入式系统是一种完全嵌入到受控制器件的内部,为该器件的某一特定应用而设计的专用计算机系统.近
几年,随着计算机、互联网和通信技术的不断发展,嵌入式系统也不断地应用到社会的各个领域,比如工业控制

中的数字机床、过程控制、电网设备监控,环境工程中的防洪体系、地震监测网、实时气象信息网以及和人们

日常生活息息相关的交通系统、智能家电等等,甚至在国防和航天方面,嵌入式系统也有着广泛的应用.一般由

计算机程序和物理设备交互作用形成的嵌入式系统被广泛地称为混成系统.由于嵌入式系统的广泛应用以及

特殊行业的严格要求,对混成系统的研究成为一个重要而又复杂的课题. 
混成系统的建模一般会包含多个连续系统[1−8],在某些连续系统之间会有一些离散的跳转.目前,对混成系

统的研究工作主要还是着重于对其中连续系统的研究,然后结合这些连续系统的性质和离散跳转的条件,得到

该混成系统的性质.大部分已有的对混成系统研究的工作[9−12]本质上也只是在于对连续系统的研究. 
混成系统安全性验证或连续系统的安全性验证是指,验证该系统从给定的初始区域出发沿着给定的向量

场且不会经过指定的非安全区域.一个简单而直接的想法是:寻找一个栅栏(barrier),系统可以达到的区域和非

安全区域分别位于该栅栏的两侧,也就是从初始区域出发的轨迹不会越过这个栅栏而非安全区域在栅栏的另

一侧.这种方法被称为栅栏函数法,即,通过寻找一个栅栏函数来证明系统的安全性.文献[13]首先提出利用栅栏

函数来证明系统的安全性,并提出栅栏函数的充分条件.文献[14,15]推广了文献[13]中栅栏函数的条件,给出更

为一般的栅栏函数的条件.文献[4]进一步推广了文献[14,15]的栅栏函数条件,给出了栅栏函数的一类条件.这些

栅栏函数的条件都是在考虑时间无界的情况,也就是在证明时间无界情况下系统的安全性. 
在某些情况下,人们只关心系统在某一个给定时间[0,T]内的安全性.当然,如果用无界时间栅栏函数方法可

以找到栅栏函数,系统在此给定时间[0,T]内的安全性自然也得到了验证.然而很多情况并非如此,即,在有界时

间内安全的系统并不一定会在无界时间情况下也安全.这一点也是很容易理解的.那么这个时候,用无界时间栅

栏函数方法来验证有界时间的安全性必然不会奏效. 
受文献[13−16]的启发,本文改进了栅栏函数的条件,给出了有界时间栅栏函数的生成方法,从而验证连续系

统在有界时间内的安全性.我们首先给出有界时间栅栏函数的一些充分条件.对于多项式系统,将多项式非负条

件做平方和松弛后利用平方和规划工具求解这些充分条件得到栅栏函数;对于初等系统(包含一些初等函数),
先将该初等系统转化为一个多项式系统,然后求解对应多项式系统的栅栏函数.后文中将看到:文献[14,15]中针

对时间无界情况下的栅栏函数条件实际上是本文中时间[0,T]内栅栏函数的特例,这是因为在时间界 T→+∞时,
本文的有界时间栅栏函数条件就退化成文献[14,15]中所给出的条件. 

本文的主要工作包括:给出有界时间栅栏函数的充分条件;对多项式系统和初等系统给出求解栅栏函数的

方法. 
本文第 1 节给出一些基本概念和应考虑的问题.第 2 节提出有界时间栅栏函数的条件以及组合栅栏函数的

条件.第 3 节针对多项式系统给出求解栅栏函数的方法并推广到初等系统的情况.第 4 节对全文做总结. 

1   预备知识 

首先介绍一些基本概念,然后阐明本文希望解决的问题.后文中,\代表实数集,x=(x1,…,xn)T 代表变量. 

1.1   基本概念 

自治的连续动力系统通常由如下常微分方程表示: 
 ( )x f x=�  (1) 
其中,f(x)=(f1(x),…,fn(x))T 是向量函数,一般称 f(x)为向量场.本文要求 f 的每个分量都是解析函数,因此该常微分

方程满足局部 Lipschitz 条件.在实际情况下,对一个连续动力系统,常常关心在给定初始区域和非安全区域时,
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该连续系统是否可以从初始区域出发到达非安全区域.下面将扩展连续动力系统的定义,并在下一节中描述本

文试图解决的问题. 
定义 1(扩展连续系统 ).扩展连续系统是四元组 ( f(x),D ,I ,U),其中 , f(x)是 n 维向量函数 ;D⊆\n 是可 

行域(domain)表示该系统只在该区域内考虑,I,U⊂D 是两个不相交的子集,I 表示初始区域,U 表示非安全区域. 
一般 D 指的是系统考虑的范围,在可行域 D 之外的部分是不予考虑的.如果系统从初始区域出发,在某一时

刻越过了可行域的边界达到D之外的区域,则从此刻起,系统的一切演化都是不予考虑的,即,只关心系统在跳出 
可行域 D 之前的轨迹.如果对 D 没有特殊的说明,则视 D 为全空间\n. 

定义 2(可达集). 给定扩展连续系统(f(x),D,I,U),在 t 时刻的可达集定义为 
 : { ( ) ( ) (0) 0 , ( ) }t x t D x f x x I t x Dτ τ= ∈ = ∧ ∈ ∧∀ ∈�∣ ≤ ≤R  (2) 

在一段时间[0,T],0<T≤+∞的可达集定义为 
 (0, )

0
:T t

t T
= ∪

≤ ≤

R R  (3) 

定义 3 (T -栅栏函数 ) .  给定扩展连续系统 ( f ( x ) , D , I , U )和时间界 0 < T < +∞ .如果存在有限个函数 
φ1,…,φk:\n→\满足下面两个条件: 

 (0, 1) ( ) 0, k
iT ix xφ=∀ ∧∈ ≥R  (4) 

 1, ( ) 0k
i ix U xφ=∀ ∈ ∨ ≥  (5) 

则称(φ1,…,φk)是组合 T-栅栏函数.特别地,当 k=1 时,称为 T-栅栏函数. 

1.2   问题描述 

对给定的扩展连续系统(f(x),D,I,U),假设其在给定时间[0,T]内是安全的,也就是说,该系统从初始区域 I 
出发,在时间[0,T]内不会经过非安全区域 U,即R(0,T)∩U 是空集. 

由 T-栅栏函数的定义可以看到:如果能够找到系统(f(x),D,I,U)的 T-栅栏函数,即R(0,T)∩U=∅,也就证明 

了该系统在时间[0,T]内是安全的. 
本文考虑在给定系统(f(x),D,I,U)和时间界 T 时,如何生成该系统的 T-栅栏函数,从而验证系统在时间[0,T]

内的安全性. 

2   有界时间栅栏函数条件 

从上一节可以看到,T-栅栏函数可以把指定时间内的可达集和非安全集分开.通常情况下,非安全集是已知

的,但指定时间内的可达集却不是容易计算的.即使是在线性情况下,可达集的计算也是不可判定的.因此,一个

函数是否是栅栏函数,往往不能通过其定义来直接判断.本节将给出 T-栅栏函数的一个充分条件. 
引理 1. 对于一阶连续可微的实函数θ(t):\→\,如果其满足下面微分方程: 

d ( ) 0
, , , 0, 0d

(0) 0

t
t
θ λθ η

λ η λ η
θ

⎧ − − =⎪ ∈ < >⎨
⎪⎩ ≤

\ , 

则∀0≤ξ≤1,θ(ξ)<η. 

证明:令 0, (0)ηβ θ θ
λ

= = ,则β<0,θ0≤0. 

0
d d dd d ( ) e( ) 0 (e 1)
d

ttt
t

t t t λλθ λ θ θ
θ

θ θλθ η
β

β
λθ η

− − = ⇒ −
+

= ⇒ = ⇒ = +
+

. 

当 0<ξ≤1,有λξ<0.因此,eλξ>1+λξ,即 eλξ−1>λξ.又因为β<0,从而β(eλξ−1)<βλξ=ηξ≤η,所以β(eλξ−1)<η. 
因为θ0eλξ≤0,从而不难发现:∀0≤ξ≤1,θ(ξ)<η. □ 
利用引理 1,可以得到下面关于 T-栅栏函数的定理 1. 
定理 1 .  给定扩展连续系统 ( f (x ) , D , I , U ) ,如果存在两个实数λ< 0 ,η>0 和一阶连续可微的实函数 
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ϕ(x):\n→\满足下面 3 个条件: 

 ∀x∈I:ϕ(x)≤0 (6) 
 ∀x∈D:Lfϕ(x)−λϕ(x)−η≤0 (7) 

 ∀x∈U:ϕ(x)≥η (8) 
其中,Lfϕ(x)是函数ϕ(x)关于向量场 f 的李导数.那么,在 t∈[0,1]时间内,扩展连续系统(f(x),D,I,U)是安全的,并且 

ϕ(x)−η是 T=1 时的 T-栅栏函数. 
证明:假设存在λ,η,ϕ(x)满足定理 1 中的条件,由公式(7),有: 

Lfϕ−λϕ−η≤0. 

又因为
( ( )) ( ) f
x t x f x
t x t x

ϕ ϕ ϕ ϕ∂ ∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂ ∂
L ,从而有: 

 0
t
ϕ λϕ η∂
− −

∂
≤  (9) 

设θ:\→\是一阶连续可微函数,满足θ(0)=ϕ(0)=ϕ0≤0,并且 

 0
t
θ λθ η∂
− − =

∂
 (10) 

则由引理 1 可以得到: 
 ∀0≤t≤1,θ(t)<η (11) 

由不等式(9)和等式(10),有: 

 
0( ) (0) (0) 0

( ) ( ) 0
t

ϕ θ ϕ θ
ϕ θ λ ϕ θ

− = − =⎧
⎪
∂ −⎨

− −⎪ ∂⎩
≤

 (12) 

因此,由文献[14]中的定理 1,有ϕ−θ≤0.结合公式(11),有: 
∀0≤t≤1,ϕ(x(t))<η. 

这意味着对任意 t∈[0,1],连续系统能到达的点 x 都满足ϕ(x)<η.但是由条件(8)知道,非安全集里的点 x 都满 
足ϕ(x)≥η,所以该系统是安全的.并且很容易看出:ϕ(x)−η=0 将[0,1]上的可达集R(0,1)和非安全集 U 分离,所以 

ϕ(x)−η是 T=1 的 T-栅栏函数. □ 
推论 1. 在定理 1 中,将条件(7)更换为下面的条件(13),而其他条件不变: 

 : ( ) ( ) 0fx D x x
T
ηϕ λϕ∀ ∈ − − ≤L  (13) 

其中,0<T<+∞.则在 t∈[0,T]时间内,扩展连续系统(f(x),D,I,U)是安全的,并且ϕ(x)−η是一个 T-栅栏函数. 

证明:令 tp
T

= ,用 p 取代 t 的位置来作为时间变量.条件(6)和条件(8)不会变化,因为它们和时间无关.考虑条 

件(13),此时: 

T
p t
ϕ ϕ∂ ∂
=

∂ ∂
. 

所以,由条件(13)乘以 T 得到: 

: ( ) 0nx T x
p
ϕ λϕ η∂

∀ ∈ − −
∂

≤\ . 

视此条件为定理 1 中的条件(7),p 为定理 1 中的 t,Tλ为定理 1 中的λ.由定理 1 有:在 p∈[0,1]时间内,扩展连

续系统(f(x),D,I,U)是安全的,并且ϕ(x)−η是栅栏函数.即:在 t∈[0,T]时间内,扩展连续系统(f(x),D,I,U)是安全的,并
且ϕ(x)−η是 T-栅栏函数. 

可以看到:在时间界 T→+∞时,推论 1 中的条件(13)将变成: 
∀x∈D:Lfϕ(x)−λϕ(x)≤0. 
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而这个条件结合另外两个条件(6)和条件(8)正好就是文献[14,15]中无界时间栅栏函数的条件. □ 
定理 1 和推论 1 分别给出了在特定时间界[0,1]和一般时间界[0,T]下栅栏函数的条件.一般情况下,其中第 1

个和第 3 个条件是容易验证和满足的,但是第 2 个条件却不是很容易验证和满足.无论是定理 1 中还是推论 1
中,第 2 个条件要求 x 在 D 上都成立.第 2 个条件实际上是栅栏函数在向量场上的变化,可以想象,如果事先有对 
可达集R(0,T)的包含近似 B,那么第 2 个条件就应该可以限制在 B上.下面给出的定理将阐述这个事实. 

定理 2. 给定扩展连续系统(f(x),D,I,U)和时间界 T,假设 B 是可达集R(0,T)的包含近似,即R(0,T)⊆B.如果存在

两个实数λ<0,η>0 和一阶连续可微的实函数ϕ(x):\n→\满足下面 3 个条件: 
 ∀x∈I:ϕ(x)≤0 (14) 

 : ( ) ( ) 0fx D x x
T
ηϕ λϕ∀ ∈ ∩ − − ≤LB  (15) 

 ∀x∈U∩B:ϕ(x)≥η (16) 
则在 t∈[0,T]时间内,扩展连续系统(f(x),D,I,U)是安全的. 

证明:任意取定 x0∈I,令T(T)={x(t)|0≤t≤T∧x(0)=x0},则T(T)⊂B.在T(T)上考虑,有下式成立: 

0

( ( )) ( ( )) 0

( (0)) ( ) 0

f x t x t
T

x x

ηϕ λϕ

ϕ ϕ

⎧ − −⎪
⎨
⎪ =⎩

≤

≤

L
. 

由定理 1 和推论 1 容易看到:对任意的 x∈T(T),有ϕ(x)<η.由 x0 的任意性有,对任意 x∈R(0,T),都有ϕ(x)<η成立.
□ 

从定理 2 可以看到,定理 1 和推论 1 中的第 2 个条件可以限制在可达集的包含近似上.事实上,从定理 1 和

推论 1 的证明可以很容易得到可达集包含近似的条件. 
命题 1. 给定扩展连续系统(f(x),D,I,U)和时间界 T.假设ψ是关于 x 的一阶连续可微函数,并且存在两个实数

λ1<0,η1>0 使得下面两个条件成立: 
 ∀x∈I:ψ(x)≤0 (17) 

 1
1: ( ) ( ) 0fx D x x

T
ηψ λψ∀ ∈ − − ≤L  (18) 

则 B={x|ψ(x)−η1≤0}是R(0,T)的一个包含近似,即R(0,T)⊆B. 

证明:由定理 1 和推论 1 的证明直接可得. □ 
命题 1 给出了可达集包含近似的条件,结合定理 2,很容易得到下面的结论: 
定理 3. 给定扩展连续系统 (f(x),D,I,U)和时间界 T.设ψ,ϕ是两个一阶连续可微的函数 ,并且存在λ<0, 

λ1<0,η>0,η1>0,使得条件(17)、条件(18)和条件(14)~条件(16)都成立,其中,B={x|ψ(x)−η1≤0}.则在 t∈[0,T]时间内,
扩展连续系统(f(x),D,I,U)是安全的,而且(ϕ(x)−η,ψ(x)−η1)是组合 T-栅栏函数. 

证明:直接由定理 2 和命题 1 可以得到. □ 

3   求解栅栏函数 

在上一节中给出了栅栏函数的条件以及组合栅栏函数的条件,这一节视这些条件为栅栏函数的约束,然后

提出方法来求解这些约束,从而得到栅栏函数.本节主要针对扩展连续系统(f(x),D,I,U)是多项式系统和初等系

统两种情况进行讨论. 

3.1   求解多项式系统的栅栏函数 

定义 4(多项式系统). 给定扩展连续系统 (f(x),D,I,U),如果 f(x)是多项式函数 ,并且存在有限个多项式

g1(x),…,gr(x),h1(x),…,hs(x),p1(x),…,pq(x),使得 I={x|g1(x)≥0∧…∧gr(x)≥0},U={x|h1(x)≥0∧…∧hs(x)≥0},D={x| 
p1(x)≥0∧…∧pq(x)≥0},则称该系统是多项式系统. 

对于多项式系统(f(x),D,I,U)和给定时间界 T,下面将描述如何通过求解定理 1 中的条件得到栅栏函数,或通

过求解定理 3 中的条件得到组合栅栏函数.其中,主要的想法在于松弛定理 1 或者定理 3 中的条件得到一些平
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方和(SOS)约束[14−17],然后利用平方和规划工具 YALMIP∗∗
来求解[18,19]. 

定理 4. 给定如定义 4 中描述的多项式系统(f(x),D,I,U)和时间界 T.如果存在两个实数λ<0,η>0、一阶连续

可微的实函数ϕ(x)和 SOS 多项式 u1,…,ur,w1,…,wq,v1,…,vs 使得下面 3 个多项式都是 SOS 多项式: 
 −ϕ−u1g1−…−urgr (19) 

 1 1 ...f q qw p w p
T
ηϕ λϕ− + + − − −L  (20) 

 ϕ−η−v1h1−…−vshs (21) 
则在 t∈[0,T]时间内,多项式系统(f(x),D,I,U)是安全的,并且ϕ(x)−η是 T-栅栏函数. 

证明:事实上,这里的条件(19)~条件(21)分别是推论 1 中条件(6)、条件(13)、条件(8)的 SOS 松弛.即,这里的

3 个条件分别可以蕴含推论 1 中的相应条件.这里只证明条件(19)可以蕴含推论 1 中条件(6),其他两个类似. 
假设这里的条件(19)成立,即 u1,…,ur 是 SOS,并且使得−ϕ−u1g1−…−urgr 也是 SOS.任取 x0∈I,则: 

g1(x0)≥0∧…∧gr(x0)≥0. 
由 u1,…,ur 是 SOS 可知: 

−u1(x0)g1(x0)−…−ur(x0)gr(x0)≤0. 
又因为−ϕ−u1g1−…−urgr 也是 SOS,所以−ϕ(x0)≥0.由 x0 的任意性,则推论 1 中的条件(6)成立. 
这样,由这里的条件(19)~条件(21),分别可以得到推论 1 中的条件(6)、条件(13)、条件(8).由推论 1 得知结

论成立. □ 
类似地,定理 3 也有下面的松弛. 
定理 5. 给定扩展连续系统(f(x),D,I,U)和时间界 T.如果存在λ<0,λ1<0,η>0,η1>0,两个多项式函数ψ,ϕ和 SOS

多项式 u1,…,ur,ur+1,…,u2r,w0,w1,…,wq,wq+1,…,w2q,v1,…,vs 使得下面的 5 个多项式都是 SOS 多项式: 
 −ψ−u1g1−…−urgr (22) 

 1
1 1 1 ...f q qw p w p

T
ηψ λψ− + + − − −L  (23) 

 −ϕ−ur+1g1−…−u2rgr (24) 

 1 1 2 0 1... ( )f q q rw p w p w
T
ηϕ λϕ ψ η+− + + − − − + −L  (25) 

 ϕ−η−v1h1−…−vshs (26) 
则在 t∈[0,T]时间内,多项式系统(f(x),D,I,U)是安全的,(ϕ(x)−η,ψ(x)−η1)是组合 T-栅栏函数. 

证明:利用定理 4 的证明方法,结合定理 3 可知结论成立. □ 
本文利用设置模板的方法来求解定理 4 和定理 5 中的约束.例如在定理 5中,对多项式ϕ,ψ,ui,vj,wk设置模板, 

比如设置ϕ是关于变量 x1,x2 的二次多项式模板,这样可以令 2 2
1 1 2 1 2 3 2 4 1 5 2 6c x c x x c x c x c x cϕ = + + + + + ,其中,c1,…,c6 

是待求解的实值参数,其他多项式也类似的设置模板.这样就只需要求解这些实值系数和λ,λ1,η,η1 使得定理 5
中的所有条件得以满足. 

可以看到,问题就转化成一个平方和规划求可行解的问题.目前,平方和规划问题的求解方法主要是将多项

式是平方和的约束转化成相应的矩阵是半正定的约束,然后利用半定规划工具求解.本文利用 MATLAB 平台下

的工具包 YALMIP 来求解,见文献[16].但是在设置模板之后,约束系统中公式(23)和公式(25)对于这些参数系统

不是线性的,目前的平方和规划工具包都无法求解的,因此先设置λ和λ1 的值,然后再求解. 
对于定理 4 的求解也是类似. 
例 1:考虑多项式系统(f(x),I,U)定义如下[13,14,20]: 

                                                                 
∗∗ YALMIP 是 MATLAB 平台下的 SOS 规划求解器,它将平方和约束问题转化成半定规划问题,然后调用 MATLAB 下的半定规

划求解器 STDP3 或 SeDuMi. 
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3
1 2 2 1 1 2

2 2 2
1 2 1 2

2 2 2
1 2 1 2

1( , ) ,
3 ,

{( , ) | 0.25 ( 1.5) 0}
{( , ) | 0.16 0}

T

f x x x x x x

I x x g x x
U x x h x x

⎧ ⎛ ⎞= − + −⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠
⎨

= ∈ = − − −⎪
⎪ = ∈ = − −⎩

≥

≥

\
\

 

其中,时间界 T=0.5.由于 D 没有说明,那么 D=\n 表示全空间. 

图 1 是该系统的向量场和可达集的示意图(右边圆盘是初始区域,左边圆盘是非安全区域,两条曲线之间部

分是数值模拟的时间无界的可达集).可以看到:从右边圆盘表示的初始区域出发,最终会与左边圆盘表示的非

安全区域相交,那么此时无界时间栅栏函数法必然失效.下面将通过求解定理 5 中的 5 个条件来得到组合 T-栅
栏函数,从而验证该系统在给定时间范围[0,0.5]内的安全性. 

• 首先考虑前两个条件:使得公式(22)和公式(23)是平方和. 
已知 T=0.5,设定λ1=−1,η=2,这样就只需求解多项式ψ和平方和多项式 u1,使得下面两个多项式是平方和: 

−ψ−u1g,Lfψ−ψ+4. 

设置ψ为关于变量 x1,x2 的 2 次多项式,u1≥0(正实数是特殊的 SOS 多项式),利用 YALMIP 软件包求解并保

留到小数点后 4 位,得到解为 
2
1 1 2 1 2

1

1.0000 1.8285 0.9317 0.3245 1.0907,
1.8293.

x x x x x
u
ψ = − − − + −

=
 

• 然后考虑后 3 个条件:使得公式(24)~公式(26)是平方和. 
已知 T=0.5,设定λ=−0.1,η=0.2,这样就只需求解多项式ψ和平方和多项式 u2,v1,w0,使得下面 3 个多项式是平

方和: 
−ϕ−u2g,−Lfϕ−0.1ψ+0.4+w0(ψ−2),ϕ−0.2−v1h. 

利用 YALMIP,设置ψ为 2 次,u2≥0,v1≥0,w0≥0,并保留到小数点后 4 位,得到解为 
2
1 1 2 1 2

2 0 1

0.1586 0.2420 0.2629 0.0131 0.3623,
0.4740, 0.0088, 0.5180.

x x x x x
u w v
ϕ = − − − + +

= = =
 

(ϕ−0.2,ψ−2)组成组合 T-栅栏函数,如图 2 所示. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Fig.1                                        Fig.2 
 图 1                                        图 2 

由于 YALMIP 工具是基于半定规划的数值求解工具,其得到的结果往往是在一定容忍度范围内的可行解.
因此,由YALMIP求解出来的解只是一个近似解,是不可以完全相信的.为了确保得到结果的正确性,需要验证利

用 YALMIP 工具求得的解确实是满足定理 5 中条件,即,多项式(22)~多项式(26)均为平方和多项式.注意到,本文

的目的在于寻找栅栏函数.事实上很容易看出,只需要多项式(22)~多项式(26)全局非负即可.这样,需要验证的问

题可以转化成验证多项式全局非负问题,即: 
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问题 1. 给定多项式 f(x)∈\[x],是否对任意的 x∈\n,都有 f(x)≥0 成立? 

目前已经有很多工作来讨论问题 1,这里利用文献[21]中基于改进柱形代数分解(CAD)的符号方法来判断

一个多项式是否全局非负,即问题 1.文献[21]的作者将此方法实现成基于符号计算的工具 CADpsd,当输入多项

式是全局非负时,其返回‘True’,否则返回‘False’. 
将上述λ,λ1,η,η1 的值和ψ,ϕ,u1,u2,w0,v1 带入到定理 5 的 5 个多项式(22)~多项式(26),利用工具 CADpsd 可以

验证该 5 个多项式均为全局非负的,则(ϕ−0.2,ψ−2)确实是组合 T-栅栏函数. 

3.2   求解初等系统的栅栏函数 

定义 1(初等系统 ). 给定扩展连续系统 (f(x),D,I,U),如果 f(x)是初等函数 ,并且存在有限个初等函数

g1(x),…,gr(x),h1(x),…,hs(x),p1(x),…,pq(x),使得 I={x|g1(x)≥ 0∧…∧gr(x)≥ 0},U={x|h1(x)≥ 0∧…∧hs(x)≥ 0}并且

D={x|p1(x)≥0∧…∧pq(x)≥0},则称该系统是初等系统. 
考虑到初等函数对求导算子的封闭性,通过引入新变量,初等系统是可以近似成更高维的多项式系统的.在

文献[22]中给出了如何将一个初等系统近似成一个更高维多项式系统的方法,其主要的想法在于:引入新变量

y1,y2,z 分别替换初等系统中可能出现的正弦函数 sin(x)、余弦函数 cos(x)和指数函数 ex,再将 1 2y y x=� � , 2 1y y x= −� �

和 z zx= �� 加入到向量场.这样得到关于 x,y1,y2,z 的多项式系统,然后用第 3.1 节中的方法来求解该多项式系统的

栅栏函数,再将新变量 y1,y2,z 用 sin(x),cos(x)和 ex 替换即可.下面用例 2 阐明这一方法. 
例 2:考虑如下定义的初等系统[16]: 

2
1 2

1 2 2 1
2

1 2 1 2
2 2 2

1 2 1 2
2 2 2

1 2 1 2

( , ) (e sin ( ))
{( , ) | 2 2 2 2} ,

{( , ) | 0.04 ( 1) ( 1) 0}
{( , ) | 0.09 0

1,

}

x Tf x x x x
D x x x x
I x x x x
U x x x x

−⎧ = + −
⎪
⎪ = ∈ − ∧ −
⎨

= ∈ − + − −⎪
⎪ = ∈ − −⎩

−
≤ ≤ ≤ ≤

≥

≥

\
\
\

 

其中,时间界为 T=0.1. 
首先,通过引入新变量将此初等系统转化成多项式系统.令: 

2
1

1 1 2 1sin( ), cos( ), e .xy x y x z −= = =  

可以得到下面的多项式向量场函数: 

1 2
2

2 1

1 1 2 1 2 2 2

2 1 2

1 2

1

ˆ ( , , , , ) ( 1)
( 1)

2 ( 1)

x z x
x y
y f x x y y z y z x
y y z x
z zx z x

+ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = + −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

− + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�
�
�
�
�

. 

这样,2 维的初等函数向量场转化成了 5 维的多项式向量场,而其对应的可行域 D̂ 、初始区域 Î 和非安全区

域 Û 则相应的变成如下集合: 
2
1

2
1

1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

2 2
1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 2

2 2
1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

ˆ {( , , , , ) | 2 2 2 2 sin( ) cos( ) e },
ˆ {( , , , , ) | 0.25 ( 1) ( 1) 0 sin( ) cos( ) e },
ˆ {( , , , , ) | 0.04 0 sin( ) cos( )

x

x

D x x y y z x x y x y x z

I x x y y z x x y x y x z

U x x y y z x x y x y x z

−

−

= − ∧ − ∧ = ∧ = ∧ =

= − + − − ∧ = ∧ = ∧ =

= − − ∧ = ∧ = ∧

≤ ≤ ≤ ≤

≥

≥
2
1e }.x−=

 

这样就可以得到扩展连续系统 ˆ ˆ ˆ ˆ( , , , )f D I U .容易看到: f̂ 是关于该系统的变量(x1,x2,y1,y2,z)是多项式的,但可

行域 D̂ 、初始区域 Î 和非安全区域 Û 不是.针对初等函数的性质,可以对 ˆ ˆ ˆ, ,D I U 有如下的包含近似: 
2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

{( , , , , ) | 2 2 2 2 1 0 1 0 0 1 0},
1( , , , , ) | ( 1) ( 1) 0 1 0 1 0 0 1 0 ,
4

{( , , , , ) | 0.04 0 1 0 1 0 0 1 0}.

D x x y y z x x y y z z

I x x y y z x x y y z z

U x x y y z x x y y z z

= − ∧ − ∧ − ∧ − ∧ ∧ −

⎧ ⎫= − + − − ∧ − ∧ − ∧ ∧ −⎨ ⎬
⎩ ⎭

= − − ∧ − ∧ − ∧ ∧ −

≤ ≤ ≤ ≤ ≥ ≥ ≥ ≥

≥ ≥ ≥ ≥ ≥

≥ ≥ ≥ ≥ ≥

 

系统 ˆ( , , , )f D I U 是一个多项式系统.对系统(f,D,I,U)和系统 ˆ( , , , )f D I U 之间的关系,文献[22]有更详细的讨
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论 .不难发现 :若 1 2 1 2( , , , , )x x y y zϕ 是系统 ˆ( , , , )f D I U 的 T -栅栏函数 ,则
2
1

1 2 1 2 1 1( , ) ( , ,sin( ),cos( ),e )xx x x x x xϕ ϕ −=  

是系统(f,D,I,U)的一个 T-栅栏函数. 
利用定理 4 求解系统 ˆ( , , , )f D I U 的 T-栅栏函数.这里设置λ=−0.1,ϕ的模板为关于 x1,x2 的二次多项式系数待 

定.利用 YALMIP 工具,可以求得(保留小数点后 4 位): 
2 2
1 1 2 2 1 20.1771 0.2948 0.1472 3.6819 4.5156 5.1926,

2.1422.
x x x x x xϕ

η
= − − + + − +
=

 

利用符号计算工具 CADpsd 软件包,类似例 1 可以验证ϕ−η确实是系统 ˆ( , , , )f D I U 的 T-栅栏函数.因其中不 
含有变量 y1,y2,z,则ϕ−η也是系统(f,D,I,U)的 T-栅栏函数. 

4   总  结 

在以往的工作中,只有对无界时间栅栏函数的讨论.虽然无界时间栅栏函数可以证明有界时间的安全性,但
是对于有界时间的安全性问题,通常不应该要求其具有无界时间的安全性.本文针对有界时间安全性问题,定义

有界时间的栅栏函数,T-栅栏函数.同时,给出在时间有界情况下 T-栅栏函数的条件和组合 T-栅栏函数的条件,并
对于多项式系统和初等系统分别给出 T-栅栏函数的生成方法. 
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