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摘  要: 多 agent 系统作为分布式人工智能研究领域的重要分支,已被广泛应用于多个领域中复杂系统的建模.而
分布式约束优化作为一种多 agent 系统求解的关键技术,已成为约束推理研究的热点.首先对其适用性进行分析,并
基于对已有算法的研究,总结出采用该方法解决问题的基本流程,在此基础上,从解的质量保证、求解策略等角度对

算法进行了完整的分类;其次,根据算法分类结果以及执行机制,对大量经典以及近年来的分布式约束优化算法进行

了深入分析,并从通信、求解质量、求解效率等方面对典型算法进行了实验对比;最后,结合分布式约束优化技术的

求解优势给出了分布式约束优化问题的实际应用特征,总结了目前存在的一些问题,并对下一步工作进行了展望. 
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Abstract:  Multi agent system, one of important branches of distributed artificial intelligence, has been widely applied to modeling a 
serious of complex systems in diverse research fields. Significant research effort has sought to solve constraint programming with 
distributed constraint optimization which is a popular framework for multi agent system. The contributions of this research proceed from 
previous work in the following ways. First, based on the existing research, the applicability of distributed constraint optimization is 
analyzed, and general process of distributed constraint optimization algorithms is extracted. Second, a relatively complete classification of 
algorithms is provided from the perspective of quality assurance and solving strategies. Next, considering execution mechanism, a 
thorough analysis of a large number of classic algorithms proposed in recent years is carried out. Moreover, the experimental analysis of 
some typical algorithms with the metrics of communication, solution quality and efficiency is provided. Finally, combining the advantage 
of distributed constraint optimization technology, the application characteristics of distributed constraint optimization problem are 
proposed, and future work is discussed. 
Key words:  multi agent system; distributed constraint optimization; constraint programming; optimization algorithm 

                                                                 
∗ 基金项目: 国家自然科学基金(61572116, 61572117); 国家科技支撑计划(2014BAI17B00); 宁夏回族自治区自然科学基金(NZ 

13265); 中央高校东北大学基本科研专项基金(N120804001, N120204003) 
 Foundation item: National Natural Science Foundation of China (61572116, 61572117); National Key Technology Research and 

Development Program of China (2014BAI17B00); Natural Science Foundation of Ningxia Hui Autonomous Region (NZ13265); 
Fundamental Research Funds for the Central Universities of Northeastern University (N120804001, N120204003) 

 收稿时间: 2014-10-14; 修改时间: 2014-12-15; 采用时间: 2015-01-21; jos 在线出版时间: 2015-11-06 

 CNKI 网络优先出版: 2015-11-06 13:28:54, http://www.cnki.net/kcms/detail/11.2560.TP.20151106.1328.002.html 



 

 

 

段沛博 等:分布式约束优化方法研究进展 265 

 

多 agent 系统(multi-agent system,简称 MAS)作为分布式人工智能(distributed artificial intelligence,简称

DAI)的一个重要分支,利用分布式约束推理解决 agent 之间合作问题.MAS 中每个 agent 是自主的,通过协调这

些自治的 agent 行为,使这些 agent 达到共同或各自不同的目标.在 MAS 中,agent 是一种可以感知环境变化并且

通过内部执行机构反馈给环境的节点.在 MAS 的具体应用中,关键的一个问题是如何加强 agent 之间的有效合

作,使 agent 与其他 agent 交换本地决策信息的同时能够根据其他 agent 的决策信息进行分析、推理,进而求得

问题的最优解[1]. 
虽然将回溯搜索以及约束一致性检查两种基本思想引入到启发式方法中能够解决 MAS 问题,但是随着硬

件和网络技术的发展以及分布式计算环境广泛地应用,越来越多支持 agent 自治性特点的建模、求解技术逐渐

成为研究热点[2].对比这些建模求解方法,分布式约束优化问题(distributed constraint optimization problem,简称

DCOP)的建模方式及其相关算法已在 MAS 领域中得到一定应用并形成一种研究趋势,其相关成果一直是人工

智能顶级会议《The Association for the Advancement of Artificial Intelligence》和《International Joint Conference 
on Artificial Intelligence》的热点,并设有多个专题对此进行讨论,国内也有很多学者致力于该类问题的研究,诸
如约束满足问题的求解研究[3−5]等. 

随着 DCOP 研究的深入,许多具备分布式求解特点的实际问题被建模成为 DCOP 进行求解.为了能够更直

观地了解DCOP在实际问题中的应用特征,图 1给出了一个具体的会议排班问题案例,问题中包含 3个会议:{m1, 
m2,m3}、3 个与会人员:{a1,a2,a3}.为便于理解,假设每个会议持续时间为 1 个小时,与会者档期及所需参加会议

见表 1. 

 

Fig.1  Three meeting schedule problem with 3 participants 
图 1  3 人 3 会议安排问题 

Table 1  Schedule time of participants 
表 1  与会者档期时间 

与会者 会议 档期(时) 
a1 m1/m3 8-9/10-11/11-12 
a2 m1/m2 9-10/10-11/13-14/17-18 
a3 m2/m3 9-10/11-12//13-14 

会议安排问题具备如下特点: 
• 每个与会者只关心个人会议安排情况,个人的档期与其他与会者无关. 
• 会议时间的通信协商仅发生在同一会议与会者之间. 
• 当部分与会者的档期发生变化时,需要及时获取新的会议安排. 
结合该典型实例可以看出,DCOP 求解技术解决的一类实际问题通常具备如下特征: 
• 自治性强:难以建立全局模型求解.每个子系统由于固定地理位置等原因,只能根据自身信息或者局部

信息进行决策,使得系统无法获取全局信息,难以建立全局模型进行求解,如无线传感器网络. 
• 限制性通信:难以获取全局约束.在不同的实际应用领域中,由于通信代价、通信隐私、通信范围的局

限,使得通信仅能发生在相邻子系统间.整个系统难以搜集全局的约束,如社交网络. 
• 时效性强:难以适应环境动态变化.一类实际问题对于求解的实时性要求较高.一旦周围环境发生局部
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变化时,通过更新全局信息将延迟求解速度,如灾难救援等问题. 
对于这类问题,集中式求解方法的处理方式是:设置中央处理节点,将各节点的信息直接或间接发送至中央

处理节点进行处理;最后,通过集中决策得到问题的解.然而,集中式求解算法主要存在以下 3 个方面的缺点: 
(1) 容易暴露个体内部的隐私信息.比如无线传感器网络在军事中的应用,每个传感器的感知内容通过

集中式的传递,会造成信息泄露等安全性威胁. 
(2) 难以适应个体内部环境的动态变化.比如在会议安排问题中,个别与会者的档期发生变化时,中央处

理节点要重新利用更长时间进行全局会议时间分配的调整;相应地,更多的额外信息会在个体之间

进行传递. 
(3) 较差的鲁棒性.中央处理节点需要收集到所有节点的消息后才会进行集中决策,如果决策过程中发

生错误,需要从全局方面变更个体的内部状态. 
相应地,DCOP 求解方法则适应于求解该类问题,其求解目的是获得问题的最优解或者次优解,并能使这些

解在质量上得到一定的保证 
本文第 1 节介绍 DCOP 的定义,并给出 DCOP 的求解流程.第 2 节根据 DCOP 求解流程对目前的 DCOP 算

法进行分类,并结合具体的典型算法进行算法间的对比分析.第 3 节介绍 DCOP 相应的应用.最后,本文在总结中

给出一些 DCOP 未来的扩展和研究工作. 

1   分布式约束优化问题及求解过程 

1.1   分布式约束优化问题 

MAS解决实际问题的方式可以理解为一种基于 agent的协作问题,而分布式约束则可以描述领域对象的性

质、相互关系、任务要求、目标,因此可以作为一种有效的方法表示这种 agent 间的协作关系.所以,研究者将分

布式约束作为建模此问题的一个关键范式.分布式约束优化满足问题(distributed constraint satisfaction problem,
简称 DCSP)作为早期求解 MAS 的技术,从表 2 中可以看出,虽然 DCSP 较集中式求解方法在在通信代价、隐私

性、容错性以及并行性等方面有了不可替代的优势,但是其求解局限性使 DCOP 的研究逐渐成为重点. 

Table 2  Comparison between centralized and DCSP algorithms 
表 2  集中式与 DCSP 算法比较 

求解类型 集中式 DCSP 
通信代价 全局通信 局部通信 
隐私性 暴露隐私 保护隐私 
容错性 局部错误对全局影响大 仅需调整局部错误 
并行性 难以实现并行 易实现并行 

求解质量 解的质量较好 无解、多解 
通信代价 全局通信 局部通信 

表 3 是使用 DCSP 求解方法得到的图 1 中实例的两个解,从表 3 中可以看出,如果与会者想尽早结束会议,
那么解 1 要好于解 2,在这种情况下,DCSP 求解方法难以在两个解中进行取舍.事实上,当问题中变量的所有赋

值组合都不能满足所有约束时,DCSP 也无法给出相对较好的次优解.因此,多解或无解问题成为 DCSP 在实际

应用中面临的困难. 

Table 3  Solutions of DCSP 
表 3  DCSP 求得的解 

会议 与会者
开会时间(时) 
解 1 解 2

m1 a1 & a2 10-11 10-11 
m2 a2 & a3 9-10 13-14 
m3 a1 & a3 11-12 11-12 
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造成 DCSP 算法中无解或者多解的原因,是由于约束只有满足和不满足两种状态,DCSP 相关解决方案的目

的是找到满足所有约束的解.因此,多解之间不存在优劣比较,使算法无法在多个解中进行取舍.同理,只要一个

约束是违反规则的,DCSP相关解决方案无法根据解的优劣选择次优解.DCOP在 DCSP的基础之上,将约束状态

从满足与不满足扩展到约束函数,约束函数是对约束更加具体的量化处理.DCOP 定义存在若干形式上有细微

差异的版本[6−8].在本文中,我们采用 DCOP 的五元组模型: 
定义 1(DCOP). 分布式约束优化问题是一个五元组〈A,X,α,D,F〉,其中, 
• A 表示 agent 集合; 
• X={x1,x2,…,xn}表示 agent 包含的变量集合; 
• α:X→A 表示每一个 xi∈X 有且只属于一个 aj∈A; 
• D={d1,d2,…,dn}表示每个变量有限取值空间的集合,对于每个 xi∈X 有且只有一个 di∈D 与之对应; 
• F={f1,f2,…,fm}表示效应函数集合.一个效应函数 fij:di×dj→R+∪∞表示两个 agent 或两个变量间的关联 

关系. 
定义 2(DCOP的目标函数). 设F:D→R(R是实数集)是一组效应函数之和,一个分布式约束优化问题的目标

函数为 
 

,
( ) ( , ), ,

i j

ij i j i j
x x X

F x f x x x x D
∈

= ∈∑  (1) 

定义 3(DCOP 的解). agent 通过选择变量的赋值使全局目标函数最小,这样的一组变量值分配情况称作一

个分布式约束优化问题的解,即 
 X *=minF(x) (2) 

从 DCOP 的定义中我们可以看出,DCSP 是 DCOP 的特殊情况. 
• 在约束方面,变量和约束分布在不同自治的 agent 中,但 DCSP 的约束形态仅为满足或不满足.只要使

DCOP 中的约束函数代价值为 0(不满足)或 1(满足),即可代表这两种形态. 
• 在目标函数方面,如果使 DCOP 中所有的约束代价值之积为 1,则当前的变量赋值情况即为全局满足所

有约束的一个解. 
为便于研究,在目前的 DCOP 建模过程中,我们假设每个 agent 有且仅控制一个变量[9];同时,我们只考虑二

元约束,即约束关系仅存在两个变量之间. 

1.2   分布式约束优化问题求解过程 

通过对 DCOP 求解算法执行过程的分析、总结,图 2 给出了 DCOP 算法的基本求解流程. 

 

Fig.2  Basic process of solution method for DCOP 
图 2  DCOP 求解方法基本流程 

该流程主要分为 3 个阶段:第 1 阶段是将实际问题建模成为 DCOP,在流程中主要体现为模型的建立;第 2
阶段是对建模的 DCOP 进行预处理,包含模型转化和搜索空间的构建;第 3 阶段是算法求解,在流程中包括求解

策略的确定以及通信模式的设计. 
在 DCOP 求解过程中,不同算法之间的差异主要体现在模型建立、模型转换、搜索空间构建、求解策略、
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通信方式等过程中的解决策略上,不同的求解算法在一个或几个流程中采取不同的策略,形成不同的求解效果. 
在模型的建立阶段,一个实际问题首先被建模成为一个五元组模型.然而,同一个问题通常有若干建模方

式,不同的建模方式导致问题在形成 DCOP 模型时所确定的问题的 agent 划分、变量从属情况、约束划分、目

标建立有所不同.这些区别将直接导致模型转化后形成的问题规模有所差异,进而影响算法的求解效率.在目前

的大部分DCOP算法中,模型的转化是必要的;但是在一些算法中,模型转化后的图结构可以直接作为搜索空间,
不需要进行树形结构的建立. 

在模型转化中,一个 DCOP 一般被转化成为一个图结构.根据 DCOP 算法求解策略的不同,目前大部分

DCOP 算法通常将一个 DCOP 模型转化为约束图或因子图.图 3 给出了一个简单的会议安排问题经过建模以后

转化成为的约束图 3(a)和因子图 3(b).两者最大的区别在于:约束图中只含有变量(agent)节点,而因子图中还包

含函数节点. 

 

a1-m1 a2-m1

a3-m1

 
(a) 约束图 (b) 因子图 

 

 
(c) 伪树 (d) 与或树 

Fig.3  Transformation and the determination of search space based on DCOP model 
图 3  DCOP 的模型转化及搜索空间的确定 

搜索空间的构建,主要为了确定 agent 之间的次序关系,以满足消息传递的范围.目前,DCOP 根据求解策略

的不同,主要在图结构的基础上将其构建成一棵伪树或者(pseudo tree)与或树(AND/OR tree),图 3(c)和图 3(d)分
别为图 3(a)中约束图的伪树和与或树.伪树可以有效地提高搜索,其高效性使不同分支中节点之间没有约束限

制,因此具有很强的独立性.这样对以一个约束图进行重构后,允许算法在独立的枝条上进行并行搜索.一个伪

树边的集合被划分为两种子集:一种称为树边(tree edge),这些边是一个约束图通过深度优先搜索转化成伪树时

的路径 ;另一种称为回溯边(back edge).树边连接的点为父节点和子节点 ,而回溯边连接的点称为伪父节点

(pseudo parent)和伪子节点(pseudo children).与或树提供了问题中所有变量的解的组合情况,便于剪枝处理;同
时,每个分支的独立性也满足算法进行并行搜索. 

DCOP 完备算法通常采用两种求解策略:一种是搜索方法,如最佳优先、深度优先、回溯和分支界限搜索等;
另一种是基于推理的方法,基于推理的求解策略允许 agent 计算从相邻 agent 中聚合约束的代价值以逐步减少

问题规模.在一些非完备算法中,为了更快地获得次优解,随机策略、约束问题求解中的求解框架也相应地运用

到了 DCOP 的求解过程中. 
为了支持不同的求解策略,agent 之间的通信方式也有差异,在基于搜索的算法中,经常采用异步通信方式,

而在基于推理的算法中,则常采用同步通信方式;此外,agent 之间的通信范围也有所不同,比如部分集中式算法

中,信息会传送至中央节点,而完全分散式的算法则常常采用局部通信等.针对目前 DCOP 算法在流程各个阶段
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采用的不同机制,本文对其中的关键策略进行了归纳总结,见表 4. 

Table 4  Critical strategies adopted in the solution progress of DCOP algorithms 
表 4  DCOP 算法在求解流程中采用的关键策略 

求解流程 关键策略 

模型建立 三元组模型:〈X,D,F〉; 
五元组模型:〈A,X,α,D,F〉 

模型转化 约束图/因子图 
搜索空间 约束图/因子图/伪树/与或树 

求解策略 基于搜索(最佳优先/深度优先/分支界限/回溯); 
基于推理/随机策略/基于约束问题求解框架 

通信模式 同步局部通信/异步局部通信/集中式通信 
 

2   DCOP 求解算法分析 

为了使算法能够解决 DCOP,我们还需要让 DCOP 算法满足以下几个需求: 
(1) 完备性.寻找满足所有约束或违反约束最少并且代价值最优的解. 
(2) 分布性.支持 agent 分布性特点,保护 agent 的内部隐私. 
(3) 异步性.保证各 agent 不必相互等待,确保系统的健壮性. 
为了满足以上求解条件,提出了一系列优秀的 DCOP 算法,如 ADOPT[10]、DPOP[11]算法等.DCOP 算法根据

agent 对于消息的响应与处理方式,分为同步与异步两类.在同步算法中,每个 agent 当且仅当接收到特定消息后,
才可以进行本地的信息处理与决策.虽然同步机制保证了算法求解的一致性,但却增加了 agent 的等待时间.相
比之下,异步算法虽然避免了 agent 过多的等待时间,但却难以保证算法求解过程中的一致性,因此通常需要进

行回溯求解.为了能够更好地了解这些算法的异同,本文并不从同步与异步的角度对算法进行归类分析,而是在

文献[12]的基础上,根据算法的执行过程对完备与非完备算法进行进一步的划分. 
完备与非完备算法的最大区别在于求解质量的不同:完备算法求得的是全局最优解,而非完备算法求得的

是最优解或是次优解.造成求解质量不同的主要原因在于算法选取的求解策略有所差异,这将直接影响 agent的
通信范围、消息传递的类型、数量以及消息处理的时间等执行过程,进而使 agent 根据局部信息给出的决策不

同,最终影响 agent 内部变量的赋值情况.通常,为了能够找到问题的最优解,完备算法需要消耗过多的计算和通

信资源,这些消耗的资源会随着问题规模的扩大而呈非线性增长.而非完备算法则能够有效地避免这些问题,又
因为有些实际问题对于求解的实时需求高于精度需求,或因实际问题受物理条件的制约(如存储空间小),此时,
采用拥有良好稳定性和健壮性的非完备算法可以在时间、资源代价较小的情况下求得次优解. 

完备算法主要分为部分集中式算法和完全分散式算法.两类算法最大的区别在于通信的模式不同. 
• 部分集中式算法融入了集中式求解特点,一些消息将会被传递至中央处理节点;而后,中央处理节点将

会集中处理消息,并根据这些消息进行变量的赋值决策. 
• 在完全分散式算法中,消息仅在相邻 agent 间进行传递;然后,每个 agent 根据局部消息进行决策. 
因此,通信模式的不同导致消息传递的范围、agent 对于消息的接收和处理方式不同,造成两种算法在求解

效率上有所差异.虽然消息的集中处理会使 agent 提供的变量赋值决策更加准确,但消耗更多的时间;而分散式

则与其相反.部分集中式求解算法的代表是 OptAPO 算法[13],由于该类算法难以使 agent 间进行完全意义上的并

行决策,所以以往的研究重点主要集中于完全分散式算法.在完全分散式求解算法中,由于求解策略的不同,一
类算法采用搜索策略,一类算法采用动态规划策略. 

针对非完备算法,本文从质量保证角度进行了归类分析.非完备算法主要分为无质量保证和基于质量保证

两类.两类算法最大的区别在于次优解的可靠程度和保障程度.虽然在两类算法的执行过程中,每个 agent 的变

量赋值决策都基于局部相邻 agent的赋值情况,但是无质量保证的非完备算法通常采用随机决策的方式,以一定

的概率对变量进行赋值的变更;而基于质量保证的非完备算法则是通过上下界或局部最优等限制条件给出更
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严谨的赋值变更决策.虽然无质量保证算法会降低求解时间,但这种求解策略容易导致算法陷入局部最优,也使

求得的解难以得到质量保证,在许多实际问题中,无质量保证的解的实际意义不强,比如 DSA[14]等算法.因此,目
前的研究热点主要集中在基于质量保证的算法中.在该类算法中,由于求解策略对于所需搜索空间的构建以及

空间内的划分方式不同,一类算法在执行前就可以根据搜索空间的区域划分情况以及问题规模来确定求解质

量,我们将其归类为 off-line 算法;另一类算法需要根据每次对搜索空间内所有子问题的求解结果来确定求解质

量,我们将其归类为 on-line 算法.综上,本文形成了如图 4 所示的 DCOP 算法的分类体系. 

 

Fig.4  Classification of DCOP algorithm 
图 4  DCOP 算法的分类 

本文的第 2.1 节和第 2.2 节将对基于搜索以及推理类的算法进行详细的描述.本文的第 2.3 节和第 2.4 节将

对基于质量保证的 off-line 算法和 on-line 算法进行详细的描述. 

2.1   基于搜索的典型算法 

这类算法主要采用搜索的求解策略进行解的构建,不同的搜索策略将会影响算法的求解效率.同时,算法采

用树形的搜索空间,使每个子树根节点之间不存在约束,便于子树中 agent 进行异步搜索.这类算法容易造成

agent 间传递大量消息,因此,很多算法的改进目标就是避免大量的消息传递.搜索效率较好的算法主要采用最

佳优先搜索或者深度优先分支界限搜索策略. 
2.1.1   最佳优先搜索 

最佳优先搜索可以看成是对宽度优先搜索的一种改进.与宽度优先一样,最佳优先也总是保留一组继续向

下搜索的可选择路径.此外,最佳优先的一个重要原理就是根据评价函数的计算结果中代价最小的那条路径向

下搜索.在搜索过程中,通过不断地放弃代价较大的路径,从而找到代价最小的问题求解答案.由于最佳优先搜

索在寻找最优路径时采用的是最小下界,而最小下界的计算可以不依靠全局信息,因此,这种搜索策略更适合异

步搜索. 
然而,这种搜索策略带来的问题在于 agent在搜索过程中无法保证当前得到的局部解是否会引导全局最优,

因此,有可能会舍弃导致全局最优的局部解.在这种情况下,回溯搜索则必不可少,目的是探寻已经被舍弃的局

部解.而这种回溯的频繁发生会导致异步搜索里 agent 之间传递的消息数量增加. 
在 DCOP 算法中,ADOPT,ADOPT-ng[15]采用的是这种搜索策略.ADOPT 是第一种在伪树结构中进行完全

异步搜索的 DCOP算法,该算法通信的消息数量随着问题规模增加呈指数增长[16];ADOPT-ng是 ADOPT的改进

算法,该算法通过在消息中引入包含阈值和约束关系等更多的信息量,帮助算法提高搜索速度、降低回溯频率,
从而达到提升求解效率的目的. 
2.1.2   深度优先分支界限搜索 

分支界限法源于运筹学中的整数规划问题,是使用最为广泛的约束优化方法.其具体做法是:算法以深度优

先的方式搜索解空间,而且如标准回溯方法一样执行,只是在为变量赋值时,需要计算一下当前的代价函数值,
如果代价函数值越界,那么当前搜索路径以下的子树将被立刻修剪掉.开始时,算法通常先找到一个次优解,随
着搜索过程的进行不断被修改.分支界限法的效率取决于代价函数值的大小以及是否能够更早地发现一个好
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的边界. 
与最佳优先搜索策略相比,深度优先分支界限搜索可以有效地避免反复重建内存中已经舍弃的局部解,因

此可以有效地降低 agent 之间由于回溯搜索而进行的大量消息传递,进而提高搜索效率. 
在 DCOP 算法中,NCBB[17],AFB[18]以及 BnB-ADOPT+-AC[19]采用的是这种搜索策略.NCBB 令不同的 agent

并行搜索不相交的搜索空间,以使分支界限搜索策略可以更有效地剪切无效的搜索子树,但是 agent之间的信息

传递以及根据信息进行界值计算的过程是同步执行的;AFB 在搜索过程中引入了当前局部赋值(current partial 
assignment,简称 CPA)消息,agent 可以异步地根据该消息进行同步的代价值界限估计,进而提早检测出回溯需

求,但是搜索过程是同步的.因此,NCBB 与 AFB 并非完全异步的完备算法,这增加了 agent 的等待时间,影响了求

解效率.BnB-ADOPT 采用的是 ADOPT 中的消息传递和通信框架,利用深度优先分支界限搜索策略在与或树中

进行解的构建;BnB-ADOPT+-AC 在 BnB-ADOPT 的基础上去除了冗余信息并在搜索中保持软弧一致性,增强

了 agent 之的通信质量. 

2.2   基于推理的典型算法 

基于推理的 DCOP 算法主要采用动态规划求解策略进行解的构建,DPOP 是最先采用这种思想进行求解的

完备算法,后续算法均在 DPOP 基础上进行的改进,而求解策略仍然是动态规划.与搜索类算法相比,这类算法的

消息数量是呈线性增长的,而消息容量却容易呈指数增长,因此,大部分基于 DPOP 的改进算法主要采用更合理

的数据结构,减少消息对空间的占用. 
2.2.1   动态规划求解过程 

利用动态规划进行求解的基本算法 DPOP 主要采用伪树结构,并且从小范围开始构建局部解,并适用到越

来越大的范围,最终得到全局解.这类算法主要包含以下 3 个求解阶段: 
• 伪树生成阶段:DPOP 算法利用深度优先搜索方式,结合现有的分布式伪树构造算法将约束图转化成

一棵伪树. 
• UTIL 消息传播阶段:UTIL 消息是一系列值的矩阵,由子节点发送至父节点,矩阵中每一维代表一个

agent 的一个变量.UTIL 消息在沿着树形结构至底向上传递的过程中,列出了和全局优化有关的所有

子问题所有不同取值组合情况以及代价值. 
• VALUE 消息传播阶段:VALUE 消息由父节点传送至子节点,包含父节点内部变量的最佳取值.在该阶

段中,根节点率先根据获取的 UTIL 消息进行内部变量的最佳赋值,然后,子节点依次根据父节点传送

的 VALUE 消息以及内部存储的 UTIL 消息,为节点内的变量进行最佳赋值,直到发送到叶子节点为止. 
DPOP 算法只需要线性的消息数,但消息的容量却随着约束图 induced width 的增加呈指数增长[20].产生这

种消息容量急剧膨胀的原因主要由于许多实际问题中包含的硬约束都可以用来协助过滤无用解的空间占用,
但是动态规划求解策略却没有利用硬约束对求解空间进行有效的修剪,因此,UTIL 消息中冗杂了很多无用解.
为了能够解决过量的空间占用问题,改进的 DPOP 算法主要从两方面入手:一方面,借鉴搜索过程中的剪枝策略

减少无用解;另一方面,通过平衡消息数量与空间占用、限制 UTIL 消息矩阵维度等手段,避免容量的指数增长. 
2.2.2   改进的动态规划求解算法 

O-DPOP[21]借鉴了搜索类算法中消息数量随伪树 induced width 呈线性增长的特点,令 agent 按照最佳优先

顺序对变量的取值进行探索,减少了类似于 DPOP 算法中频繁出现不可能解的糟糕情况.O-DPOP 算法在 UTIL
消息传播阶段中,利用(ASK/GOOD)消息代替了原算法中的 UTIL 消息.在该阶段执行过程中,效应值将沿着伪

树结构,不断迭代地自底向上进行传播,在每个迭代过程中,每个节点都要向子节点反复发送 ASK 消息询问子

节点的取值情况,并根据子节点发送回来的 GOOD 消息对本节点的当前取值进行效应值评估,直到可以确认当

前取值为最佳后,该节点再向高级节点发送 GOOD 消息.当伪树中的根节点可以根据足够的信息进行赋值决策

时,该阶段的迭代过程结束.虽然该算法在最坏情况下与 DPOP 的执行效率相同,但是平均执行效果都优于

DPOP 算法. 
MB-DPOP(k)[20]算法利用 bound memory 的思想限制了 UTIL 消息的最大容量,在具体执行过程中,MB- 
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DPOP(k)基于 DPOP 算法 ,在伪树生成阶段与 UTIL 消息传播阶段之间添加了标识阶段 .在该阶段中 ,MB- 
DPOP(k)根据设定的参数 k,利用 cycle-cuts 技术中的有界传播思想,将伪树中的节点划分成以 cycle-cut 节点作

为根节点的若干子树.其中,每个子树的 induced width 小于或等于 k.这样的划分模式虽然使算法中传递的 UTIL
消息矩阵容量不超过 dk(d 为变量的取值空间大小),但也使其不能像 DPOP 算法一样在全局上执行完整的推理,
进而降低了每个子树内变量赋值的准确性.针对这一问题,MB-DPOP(k)通过增加节点间的消息传递数量来平

衡消息容量减小带来的信息损失. 
H-DPOP[22]在算法中借用约束决策图(constrained decision diagram,简称 CDD)来舍弃不可能导致全局最优

的变量赋值组合.约束决策图是对二元决策图的一种一般化推广,其最大特点就是利用紧凑的数据结构将约束

推理和一致性技术结合在一起,更好地表示了 n 元约束关系.在 DPOP 算法的第 2 阶段中,H-DPOP 用 CDD 消息

代替 UTIL 消息,一个 CDD 消息包含以下 3 部分内容: 
• CDDTree:CDDTree 表示了消息中所有变量有效的取值组合.CDDTree 中的每一层有且仅包含 1 个变

量,每一个路径代表变量间取值的一个组合. 
• UtilArray:UtilArray 存储了 CDDTree 中每一个路径下的效应值. 
• DimensionArray:DimensionArray 存数了该消息中涉及的变量集合. 

2.3   off-line典型算法 

大部分 off-line 算法主要根据定义的标准对搜索空间进行区域划分,形成若干独立区域,并在求解过程中保

证这些独立区域内的变量赋值最优.这类算法的求解特点是,能够根据问题规模(变量、约束数量等)给出解的质

量保证. 
通常,off-line 算法的求解过程主要分为以下 3 个阶段: 
• 初始化阶段:agent 之间通过传递初始信息确定在所给标准下所有独立划分区域的集合. 
• 优化阶段:每个独立区域内的变量在保证边缘变量当前值的情况下,计算得到当前区域内的变量最优

赋值. 
• 执行阶段:独立区域间进行信息通信,并根据信息调整区域内赋值情况以获得全局. 
其中,第 2 阶段和第 3 阶段循环执行,直到算法达到终止条件为止.结合图 2 的流程分析可知,DCOP 求解算

法的搜索空间主要为图结构和树结构,因此,目前 off-line 算法中的区域划分标准也主要基于这两种数据结构. 
2.3.1   基于图的区域划分 

该类算法主要包括 K-Opt[23],DALO-t[24]以及 C-Opt[25]算法.这些算法之间的主要区别在于划分的标准不同. 
定义 4(K节点区域最优分配). 给定一个 DCOP,若存在这样的一组赋值集合 A,使得改变 A 中任意不超过 K

个 agent 赋值后,所得到的新赋值集合 A′的全局代价值都小于 A,那么我们称 A 为当前 DCOP 的 K 最优分配. 
K-Opt 是第一种提供解的质量保证的 off-line 算法.该算法利用节点数量 k 作为标准,对约束图进行独立区域划

分.该算法求得的变量赋值集合 Akop 的代价值 R(Akop)与全局最优分配为 A*的代价值 R(A*)的关系为(n 为变量数

量,m 为最小约束参数) 
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定义 5(T 距离区域最优分配). 给定一个 DCOP,若存在这样的一组赋值集合 A,使得改变A中任意距离不超

过 T 的 agent 的赋值后,所得到的新赋值集合 A′的全局代价值都小于 A,那么我们称 A 为当前 DCOP 的 T 最优

分配.DALO-t(T-Opt)则是利用图距离 t 作为标准,对约束图进行独立区域划分.该算法得到的变量分配 Atop 的代

价值 R(Atop)与全局最优分配为 A*的代价值 R(A*)的关系为(n 为变量数量,m 为最小约束参数) 
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C-Opt 对 K-Opt 以及 T-Opt 两类算法中采用的区域划分标准进行了一般化,其划分目的是找出变量距 t∈Tn 
(其中,Tn={1,2,…,n}),且内部变量数目不超过 s 的区域集合.同时,该算法给出了基于区域划分的 off-line 算法求

解质量保证的普遍性公式 ,其中,|C|为独立区域数量 ,cc*为区域内最小约束数量 ,nc*为区域间最小约束数量 . 
R(Acop)为算法求得的最优变量赋值 Acop 的代价值,R(A*)为与全局最优分配 A*的代价值: 

 **

*
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| |cop
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2.3.2   基于树的区域划分 
P-Opt[26]借助约束图生成的伪树结构,通过移除树种的部分边,将问题转化成一个可以利用完备算法求解

的问题规模,进而提升求解效率.该算法主要分为两个阶段: 
• 阶段 1:通过移除伪树中的部分边,生成一棵子树,使该子树代表的子图的 induced width 在给定的参数 p

之内. 
• 阶段 2:借助任意完备算法,在该子树上求解问题的解. 
若用 w(G,o)表示约束图的宽度,rmax 表示变量间约束函数的最大值,R(A*)为与全局最优分配 A*的代价值, 

R(A)为算法求得的最优变量赋值 A 的代价值,则该算法求得的解的质量为 

 
( , )

*
max( ) ( ) (| | ( 1))

w G o p

k
R A R A r X k

−

− × − +∑≤  (6) 

从以上次优解与最优解的关系中也可以看出:通过 off-line 算法得到的次优解仅与问题的划分标准和问题

规模有关,与算法的运行过程无关.即,在算法运行前就可以确定解的质量范围. 

2.4   On-Line典型算法 

On-Line 算法的求解思想与完备算法类似,主要根据子问题的求解情况逐步构建更优的全局解,因此,算法

每次循环的执行结果不仅用来寻找次优解,同时也在不断为次优解提供上下界.与完备算法不同的是,为了能让

on-line 算法适合快速求解大规模的 DCOP,在求解过程中,不同的求解策略导致子问题的构建方式以及子问题

间的通信方式会有所差异,因此,on-line 算法对求解质量的保证也有一定的差别. 
2.4.1   基于 Divide-and-Coordinate 框架 

DaCSA[27]与DaQED[28]是利用Divide-and-Coordinate(DaC)框架进行求解的典型 on-line算法.该算法主要分

为以下 3 个阶段: 
• 分解阶段:以 agent 为单位分解原问题,使每个 agent 单独成为一个子问题. 
• Divide 阶段:每个 agent 并行独立地对内部变量的赋值情况进行协调,直到内部赋值最优. 
• Coordinate 阶段:agent 之间通过信息的交换来改变子问题内变量的赋值. 
在 DCOP 中,约束有两种存在方式:仅属于 agent 内部变量之间的约束为内部约束;连接 agent 之间的约束为

接口约束.分解一个二元约束 DCOP 时,由于接口约束被两个来自不同 agent 的内部变量共享,因此,两种算法将

接口约束平均分配到所属的两个不同 agent 中.这种分配方式会出现 agent 在 Divide 阶段并行赋值调整时,由接

口约束连接的两个变量因分属在不同 agent 中而产生赋值冲突.为了能使 agent 之间在 Coordinate 阶段更好、

更快地达到赋值一致性,两种算法均采用了拉格朗日对偶分解以及次梯度方法.不同的是两种算法在分解前对

问题进行线性转化时所采用的编码方式:DaCSA 采用的是线性编码方式,而 DaQED 采用的是二次编码方式. 
算法循环执行 Divide 阶段与 Coordinate 阶段,直到超过预定时间或求得的解落在一定误差范围内,在每次

循环中,算法会根据所有子问题的解,进行上界值(BestUB)和下界值(BestLB)的估算,以确保求解质量. 
2.4.2   基于抽样方法 

在 ADOPT 等完备算法中,每个 agent 都根据伪树中相邻 agent 内变量的赋值状况以及当前代价值等信息,
更加精确地对其内部变量的取之空间进行有效的搜索.虽然更精确的信息有助于提高搜索质量,但往往搜集信

息的过程以及赋值的决策都需要消耗大量时间.为了能够提高搜索效率,基于抽样的算法首先将每个变量的每

个可能取值看成一个样本,然后,借助于有限的信息首先对样本进行筛选,最后再通过概率选取等手段在可取的
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样本空间内进行变量赋值,进而削弱了决策和信息搜集带来的时间消耗.DUCT[29]以及 D-Gibbs[30]是利用该思

想求解 DCOP 的典型算法,不同样本数量的选择以及不同的迭代次数使算法得到的解的质量有所变化. 
DUCT 是一种分布式 UCT 算法.该算法首先构建一棵伪树,伪树中的每个节点都包含该变量所有取值下的

样本.从根节点开始,伪树中的每个节点都会选择一个样本,并将样本中变量的取值信息包含在 CONTEXT 消息

中依次传递至孩子节点.每个节点都包含 2 个计数器,分别记录在当前 CONTEXT 消息下,样本 d 被选取的次数

τ (CONTEXT,d)以及获取的同一 CONTEXT 消息次数τ (CONTEXT).同时,节点分别根据 CONTEXT 消息以及样 
本 d 计算最小代价值 ˆ( )u CONTEXT 和 ˆ( , )u CONTEXT d .最后,节点根据信息判断置信区间,选择合适的变量取值. 

D-Gibbs 是分布式的 Gibbs 算法.该算法是一种基于马尔可夫链的蒙特卡罗算法,用于联合概率分布的近似

估计,主要应用在需要进行最大后验概率估计的问题中.为了能够利用 Gibbs 求解 DCOP,D-Gibbs 首先将 DCOP
映射成为一个最大后验概率估计问题.与 DUCT 相同的是,该算法仍然是将问题转换成伪树后,自上而下进行消

息传递;不同的是,每个节点进行变量选取的过程有所不同.在 D-Gibbs 算法中,伪树中的每个节点记录样本选取

的次数 t 以及获取当前最优变量赋值的迭代次数 t*.同时,节点分别计算以往迭代过程中出现的最优代价值与当

前赋值下的代价值和当前最优代价值的差Δ与Δ*.最后,算法根据不同迭代过程中得到的与Δ与Δ*来决定是否改

变变量的赋值情况. 
2.4.3   基于 Max-Sum 算法 

这类算法以max-sum算法为基础.Max-Sum算法是一类消息传递算法,通过将问题转化成为一个因子图(如
图 3(b)所示)并在因子图中的两种节点之间传递不同消息来寻找问题的最优解.其中,每个节点都要等待非目标

节点外的其他所有相邻节点传递消息后,再根据消息内容进行赋值估计,最后将估计结果传向目标节点.当算法

收敛时,每个节点计算代价值,进而得到全局解.算法根据得到的解,提供后验保证. 
Bounded max-sum(BMS)[31]算法是能够提供解的质量保证的 max-sum 算法.该算法主要包含 3 个阶段. 
• 松弛阶段:首先,算法在原有因子图的基础上为图中的每一个边分配一个权重,这个权重用来衡量一个

因子对于最优解决方案的影响程度;然后,算法找到一棵该权重下的最大生成树;接下来,原问题被转化

成了一个拥有最大生成树的无环因子图. 
• 求解阶段:利用 max-sum 算法求解松弛阶段中转化成的无环因子图. 
• 边界阶段:对获得的解进行边界限定. 

Weak Improved BMS[32]与 RN-BMS[33]算法都是在 BMS 的基础上进行的改进,与 BMS 不同的是:两种算法

都是在松弛阶段中,对因子图的转化方式不同. 
Weak Improved BMS 通过计算上界值,提高算法性能:在松弛阶段,算法将属于因子图,但是不属于生成树的

约束进行改造,然后再将因子图转化成一个无环图.RN-BMS 在 BMS 的基础上,通过引入信任度的概念提高变

量赋值的准确性.在具体执行过程中,RN-BMS 对问题中每两个相邻变量之间设置信任度,表示一个变量对邻变

量中每个取值是否导致最优解的可能程度.结合信任度及约束函数,算法在松弛阶段对因子图进行转化. 

2.5   其他算法 

在 DCOP 算法的研究中,除了在求解效率、求解质量等方面对算法进行改进外,也有研究从实际应用、执

行环境等角度给出了相关改进策略.比如 P-DPOP[34],P2-DPOP[35]等算法针对保护 agent 之间通信隐私,在 DPOP
算法的基础上进行了改进;GD-Gibbs[36]利用 GPU 对 DCOP 中的子问题进行并行求解,以提高算法执行效率; 
MO-DPOPLP

[37]在 DPOP 的基础上进行改进,主要针对多目标 DCOP 进行求解. 

2.6   几种DCOP算法比较 

从图 4中的算法分类以及上述的算法分析中可以看出:不同类别的DCOP算法存在各自的求解特点和适用

性,也存在各自的优点和局限性.表 5 和表 6 是从 DCOP 的求解流程角度,结合具体的 DCOP 算法,分析了算法之

间在各流程环节采用的求解策略.表 7 是从消息数量、消息容量两个方面对完备类典型算法的定性对比,表 8
是从完备、求解完备性这 3 个方面对各类典型算法的定性对比. 
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Table 5  Solution strategy of some typical complete algorithms 
表 5  几种典型完备算法的求解策略 

算法 ADOPT ADOPT-ng DPOP MB-DPOP 
模型建立 〈X,D,F〉 〈X,D,F〉 〈X,D,F〉 〈X,D,F〉 
模型转化 约束图 约束图 约束图 约束图 
搜索空间 伪树 伪树 伪树 伪树 
求解策略 最佳优先搜索 最佳优先搜索 动态规划 动态规划 
通信机制 异步局部通信 异步局部通信 同步局部通信 同步局部通信 

Table 6  Solution strategy of some typical incomplete algorithms 
表 6  几种典型非完备算法的求解策略 

算法 DSA K-Opt DaQED D-Gibbs 
模型建立 〈X,D,F〉 〈X,D,F〉 〈X,D,F〉 〈A,X,α,D,F〉 
模型转化 约束图 约束图 约束图 约束图 
搜索空间 约束图 约束图 约束图 伪树 
求解策略 随机搜索 区域最优 DaC 框架 抽样策略 
通信机制 同步局部通信 异步局部通信 同步局部通信 同步局部通信 

Table 7  Qualitative comparison of some typical complete algorithms 
表 7  几种典型完备算法的定性比较 

算法 ADOPT ADOPT-ng DPOP MB-DPOP 
消息数量 多 较多 较少 少 
消息容量 小 较小 大 较大 

Table 8  Qualitative comparison of some typical incomplete algorithms 
表 8  几种典型非完备算法的定性比较 

算法 DSA K-Opt DaQED D-Gibbs 
求解质量 差 较高 较高 高 

为了更准确地对比算法之间的求解优势和性能区别,针对表 4 及表 5 中的算法,本文给出了定量的分析.由
于 DCOP 算法的求解侧重有所不同,算法在对比分析时,不能仅考虑单方面测试指标来评析算法优劣,例如同步

与异步的 DCOP 算法,不能仅通过执行时间、求解质量进行算法性能衡量;再者,有些算法通过增加通信量或消

息容量来提升求解效率,以此换来快速的求解速度,因此,本文在定量分析中,从消息数量、容量、求解时间、求

解质量这几个方面对不同种类算法进行综合的实验对比.图 5 是 4 种完备算法的对比,其中,图 5(a)是算法在消

息数量方面的比较,图 5(b)是算法在最大消息容量方面的对比. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Fig.5  Performance comparison of some typical complete algorithms 
图 5  几种典型完备算法的性能比较 
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图 6是 4 种非完备算法在求解质量方面的对比.图 7 是几种完备算法与非完备算法在求解时间方面的对比.
本文采用的是变量(agent)数量分别为 5,10,15,20,25,30,35 的随机图染色问题,每个测试结果均为同一测试用例

在同一算法在中运行 10 次的平均值. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

从图 5 中可以看出:ADOPT 算法执行过程中的消息数量随着 agent 数量的增加呈指数增长;而 ADOPT-ng
中消息的增长量相对于 ADOPT有明显的减少,但在消息容量上有所增加,这是因为 ADOPT-ng通过增加信息量

提高了搜索效率造成的.DPOP 与 MB-DPOP 的消息数量均为线性变化,但 DPOP 是以最大消息容量的指数增长

作为代价,而 MB-DPOP 有效地降低了消息容量在空间方面的开销.总体而言,搜索类算法通信频繁,基于推理类

算法则注重消息传递的质量,平衡消息数量增长和消息容量对于空间的需求是提高两类算法执行效率的改进

方向. 
从图 6 中可以看出:DSA 算法的求解质量在所选取的非完备算法中最差,因为算法基于一种随机策略来改

变变量赋值.当 k=2 时,K-Opt 算法的求解质量基本介于 DaQED 和 D-Gibbs 算法之间.事实上,随着 k 的取值增加,
算法得到的解的质量会相应提高,但所花销的时间也会随着增加.DaQED 与 D-Gibbs 两种非完备算法作为近年

来新提出的算法,显示出了极好的求解效果.从图 7 中可以看出:非完备算法在解决 agent 数量较多的 DCOP 时,
所花费的时间明显小于完备算法. 

3   DCOP 的应用 

除了前文给出的会议安排问题实例,DCOP 同时适用于其他 agent 间的协作问题.这类问题通常难以建立全

局模型,或者难以获取全局约束,并且面临环境动态变化等问题.例如,在无线传感器追踪网络应用实例中,每个

传感器可感知搜索范围内所有目标,但同一时间仅能追踪目标中的一个,一个目标的位置要由多个传感器共同

确定.然而,因为每个传感器的地理位置是固定的,只能根据自身信息或者局部信息进行决策,使得系统无法获

取全局信息,难以建立全局模型进行求解.此时,如果以被追踪的目标作为 agent,将同时追踪到该目标的传感器

作为变量集合从属于不同 agent 中,就初步形成了该实例的一个 DCOP 模型. 
DCOP 的另一个实际应用是分布式资源分配问题.资源分配中将任务或资源分配给 agent,资源的有限性导

致 agent 间存在约束关系.文献[38]中给出了形式化的分布式资源配置问题,体现了分布式资源分配问题的动态

性和分布性,并提出了一般性的利用分布式约束满足技术的求解策略,agent 采用通信方式,协同地分配共享资

源.目前,该问题的 DCOP 形式化定义仍是一项研究热点,文献[39]给出了一种分布式资源分配问题的形式化定

义,类似于组合拍卖问题的选择[8]给出了该问题的另一种形式化定义,但是对 agent 内的变量情况和变量间存在

的约束做出了相应的假设. 
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4   结束语 

在多 agent 系统中,每个自治的 agent 之间通过约束相关联,DCOP 的求解目的就是寻找到满足这些 agent
间约束一致行为的最优组合.求解大规模的组合问题通常是 NP 难问题,而这类问题作为一类模型被广泛应用

在实际生活中.本文较为全面地评述了 DCOP 的相关研究,给出了 DCOP 的定义、求解流程、算法分析以及

DCOP 的实际应用等. 
自 DCOP 提出以来,DCOP 算法的研究成为一项研究热点,大部分算法的提出都是根据执行过程中的某一

方面(诸如存储方面、通信方面)有针对性地提高求解性能.然而,虽然算法的求解效果可观,但这些算法更多地集

中于完备类别.目前,虽然国内对 DCSP 及其算法的研究已取得了一定成果,但在 DCOP 方面仍有欠缺,影响力 
较小. 

另一方面,随着近年来多 agent系统应用范围的拓宽,DCOP的实际应用需求也随之加强.目前,DCOP算法的

测试主要采用模拟仿真形式,虽然效果可观,但应对条件严格的实际问题仍有很大不足;其次,如何更好地对实

际问题进行 DCOP 建模以便于算法求解,如何解决问题中更复杂的软约束,如何平衡 agent 之间通信数量与质

量,如何应对环境动态变化对模型的实时性的影响以及隐私性带给算法的安全隐患等实际问题也亟待解决. 
最后,通过对近 10 年 DCOP 算法的统计可以看出,给予质量保证的非完备算法俨然正成为一项研究热点.

这些问题都为我们未来的研究提供了方向. 
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