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摘  要: 给出量子 Müller 自动机(简称 LVMA)的概念,通过引入量子有限步可识别语言和量子状态构造方法,证明

了在量子逻辑意义下 4 类量子 Müller 自动机彼此相互等价.利用该等价性,建立了量子无穷正则语言的代数刻画和

层次刻画,籍此研究了量子无穷正则语言关于无穷正则运算的封闭性.同时,给出了量子Müller自动机所识别语言的

单体二阶逻辑描述,深化和推广了量子逻辑意义下的 Büchi 基本定理. 
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Abstract:  This paper introduces the notion of quantum Müller automaton (LVMA), provides the concept of quantum recognizable finite 
step language and the means of quantum state construction, and then proves the fact that four types of LVMA can equivalently constructed 
from each other. By using those equivalent relations, it establishes the algebraic and level characterizations of quantum regular infinite 
languages, and also explores the closed properties of these quantum infinite languages in details under some infinite regular operations in 
particular at the same time. Meanwhile, this study shows that the behaviors of quantum Müller automata are precisely the quantum 
languages definable with sentences of the monadic second-order quantum logic (LVMSO), expanding the fundamental Büchi theorem to 
quantum setting. 
Key words:  quantum logic; orthomodular lattice; quantum Müller automaton; quantum infinite regular language; monadic second-order 

quantum logic; Büchi theorem 

量子计算的思想源于物理与计算之间的联系[1,2],特别是 Shor于 1994年发现在量子计算机上进行大数分解

的多项式时间算法,Grover 于 1996 年为模式识别和数据挖掘发展了平方根时间的量子搜索算法.由于大数分解

和数据挖掘是计算机科学的中心问题,所以此后,量子计算成为物理学和计算机科学的一个日益活跃的研究领

域,越来越受到人们的关注和重视.由于量子计算的快速发展,而量子算法相对于传统算法具有无与伦比的优势

(在传统经典计算中可能需要消耗指数时间,而在量子算法的支持下可能需要多项式时间),因此,传统的计算模
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型已经不适用于量子系统.另外,为了揭示量子计算的逻辑基础,应明生等人[3−7]将量子逻辑定义为完备的正交

模格值逻辑,采用语义分析的方法建立了基于量子逻辑的有穷自动机理论,是量子计算逻辑基础方面的一个重

要研究方向.目前,已经得到很多与经典逻辑意义下不同的结果,其本身可认为是一般有穷自动机理论的深化和

推广.特别地,在文献[3,4]中,应明生给出了基于量子逻辑自动机的重要定理的成立都依赖于正交模格中子集的

交换子的条件,也就是对应定理的完全成立依赖于正交模格的分配律,从而又还原到 Boolean 逻辑或者经典逻

辑的情形.本文旨在采用语义分析方法,将经典无穷计算理论中 Müller 自动机[8−12]的相关结论放在量子结构中

重新考虑,利用文献[5−7]引入的量子状态构造方法,将量子计算理论丰富和深化,完善量子无穷计算理论的代数

刻画问题;同时,构建无穷计算模型的逻辑刻画,给出接受语言相应的单体二阶量子逻辑描述,揭示量子结构所

独具的特色,得到比较系统和完整的结果. 

1   量子 Müller 自动机的定义及其性质 

量子逻辑是指真值论域为完备正交模格L的逻辑,也称为正交模格值逻辑,详见文献[3−7].完备的正交模 
格[13]是七元组L=(L,≤,∧,∨,⊥,0,1),其中,L=(L,≤,∧,∨,0,1)是完备格;0 和 1 分别是最小元与最大元;≤是偏序;对 

X⊆L,∧X 与∨X 分别表示 X 的最大下界与最小上界;一元运算⊥是 L 上的正交补,满足:对 a,b∈L,a∧a⊥=0,a∨a⊥=1; 
a⊥⊥=a;a≤b 蕴涵 b⊥≤a⊥.同时,L满足正交模律:对 a,b∈L,a≤b 蕴涵 a∨(a⊥∧b)=b.在L上定义蕴含算子→:L×L→L 

满足:对 a,b∈L,a≤b 当且仅当 a→b=1.本文假设→为 Sasaki 蕴涵,即 a→b=a⊥∨(a∧b);双蕴涵↔定义为:对 a,b∈L, 
a↔b=(a→b)∧(b→a).正交模格值逻辑的语法与经典的一阶逻辑类似.¬,∨,→是 3 个原始连接词,∃是原始量词. 
∧,↔以及∀由¬,∨,→和∃定义.另外,需使用集合论公式∈,⊆,≡,其中,∈是二元(原始)谓词符号,类似地,可用∈来定 
义⊆和≡.语义方面,将¬,∨和→分别解释为L中的运算⊥,∨和→;∃解释为L中的最小上界,集合论公式 x∈A 的真值

是⎡x∈A⎤=A(x);公式ϕ是有效的当且仅当⎡ϕ⎤=1,并记为 ϕL .对L的有限子集 X,定义 X 的交换子(commutator)γ(X) 

如下:γ(X)=∨{∧a∈Xaf(a)|f:X→{1,−1}为映射},其中,a1=a,a−1=a⊥. 
定义集合Σω={α|α:ω→Σ},其中,α是一个从自然数集ω={0,1,2,…}到Σ的映射,通常记为 

α(0)α(1)α(2)…α(n)α(n+1)…, 
称Σω中的元素α为无穷(长度)输入字符串(无穷输入串或无穷词),一般用字母α,β,γ,…来表示. 

定义 1. 量子 Müller 自动机(也称为量子逻辑值 Müller 自动机,简称 LVMA)是五元组Aω=(Q,Σ,δ,I,F),其中, 

• Q,Σ都是非空有限集,分别表示有限状态集和有限输入符号集; 
• I:Q→L,即 Q 的L值子集,表示初始状态; 
• δ:Q×Σ×Q→L表示状态转移函数; 
• F⊆2Q 表示终状态. 

如下命题: 
• q 为初始状态,记为 q∈I; 
• P 为终状态,记为 P∈F; 

• 输入σ使状态 q 转移到 p,记为(q,σ,p)∈δ. 
 这些命题的真值分别为 I(q),1,δ(q,σ,p). 

以下记描述 LVMA Aω所识别(接受)的逻辑语言的原子命题全体之集为 atom(Aω),即 
atom(Aω)={“q∈I”|q∈Q}∪{“P∈F”|P⊆Q}∪{“(q,σ,p)∈δ”|p,q∈Q,σ∈Σ}. 

注 1: 
(i) 定义 1 中,量子 Müller 自动机与文献[8−12]中经典 Müller 自动机定义的不同之处在于:本文初始状态之 

集 I 为L值有限子集,即量子之集;状态转移函数为正交模格L中的格值,这一定义能够确保 LVMA 接 

受一定真值程度的无穷字符串(在给定的量子逻辑中),从而能够识别量子语言; 
(ii) 当限定L={0,1},即 Boolean 代数,量子 Müller 自动机退化为经典 Müller 自动机.因此,本定义可以认为

是经典二值逻辑下 Müller 自动机理论的推广. 
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定义 2. 设Aω=(Q,Σ,δ,I,F)是 LVMA,若δ:Q×Σ×Q→{0,1}表示状态转移函数,此时,称 LVMA 为具有分明状态 

转移函数的简单非确定型 Müller 自动机(简称 LVSNMA). 
定义 3. 设Aω=(Q,Σ,δ,I,F)是 LVMA,若 I:Q→L,即 Q 的L值子集,表示初始状态,满足存在唯一的状态 q∈Q

使得 I(q)>0,而δ:Q×Σ×Q→L表示状态转移函数,且满足对任意 q∈Q,σ∈Σ,存在唯一的状态 p使得δ(q,σ,p)>0,此时, 

称 LVMA 为确定型 Müller 自动机(简称 LVDMA). 
定义 4. 设Aω=(Q,Σ,δ,I,F)是 LVMA,若 I:Q→L,即 Q 的L值子集,表示初始状态,满足存在唯一的状态 q∈Q 

使得 I(q)>0,且δ:Q×Σ→Q 表示状态转移函数,这时,称 LVMA 为具有分明状态转移函数的简单确定型 Müller 自
动机(简称 LVSDMA). 

设Aω是一个 LVMA,令 T(Q,Σ)=(Q×Σ×Q)ω,对任意α=α(0)α(1)α(2)…α(n)α(n+1)…∈Σω,定义Aω在输入α下的

路径为 (α)=t(0)t(1)t(2)…∈T(Q,Σ),其中,t(i)=(q,α(i),qi+1)∈δ,qi∈Q,i≥0.在不引起混淆的情况下,路径 (α)有时也

简记为 .另外,引入下列记号: 
• 用 b( )表示路径 中出现的第 1 个状态 q0,即 b( )=q0;然而,有时α也称为路径 的标记,即 lb( )=α; 
• 用R表示Aω在输入α下路径的全体,即R={ |lb( )=α}⊆T(Q,Σ); 

• 用∃ωn 表示量词“存在无穷多个 n”; 
• 用 In( )表示路径 上出现无穷多次的状态之集,即 In( )={q∈Q|∃ωn∈ω.t(n)=(q,α(n),qn+1)}. 
路径 称为有效的,若满足:In( )本身构成终状态之集F中的一个元素,即 In( )∈F. 

以下为了叙述方便,用Λω(Σ)记输入集Σ上全体 LVMA 之集. 

定义 5. 设Aω∈Λω(Σ),定义 T(Q,Σ)上L值(一元)路径谓词 ( ( , ))path T Qω ∑∈A L (即从 T(Q,Σ)到L的映射)为:对

任意 =t(0)t(1)t(2)…∈T(Q,Σ), 0 1( ) [( , ( ), ) ]
def

ii ipath q i qω α δ+= ∧ ∈≥A ;而命题 ( )pathω
A 的真值定义为 

0 1( ) ( , ( ), ).
def

i i ipath q i qω δ α +⎡ ⎤ = ∧⎢ ⎥ ≥A  

定义 6. 设Aω∈Λω(Σ),定义Σω上L值(一元)可识别谓词 ( )recω ω∑∈A L (即从Σω到L的映射)为:对任意α=α(0) 

α(1)α(2)…∈Σω, ( ) ( ).( ( ) ( ) ( ) ( ) )
def

rec b I lb path Inω ωα α= ∃ ∈ ∈ ∧ = ∧ ∧ ∈A AR F ;而命题 ( )recω αA 的真值定义为 

( ) ( ( )) ( ) | , ( ) , }{ ( ) .rec I b path lb Inω ωα α⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ∧ ∈ = ∈⎥ ⎢∨⎢ ⎥A A R F  

注 2:由定义 3 和定义 4 可知: 

0 0 1

( ) { ( ( )) ( ) | , ( ) , ( ) }

                 { ( ) ( , ( ), ) | , ( ) , ( ) }.i i i

rec I b path lb In

I q q i q lb In

ω ωα α

δ α α+

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ∨ ∧ ∈ = ∈⎢ ⎥ ⎢ ⎥
= ∨ ∧ ∧ ∈ = ∈≥

A A R F

R F
 

进而,称 recωA 为量子 Müller 自动机Aω识别(接受)的Σ上的L值ω-语言(无穷语言).用L(Σω)表示Σω上的所有L

值ω-语言(无穷语言)之集,也称为Σ上的量子ω-正则语言(无穷正则语言).对 A∈L(Σω),若存在 LVMA Aω使得

A recω= A ,则称 A 为Σ上的量子ω-正则语言. 

当两 LVMA Aω=(Q,Σ,δ,I,F)和 1 1 1 1 1( , , , , )Q Iω ∑ δ=A F 识别(接受)相同的量子ω-正则语言时,即对任意α∈Σω, 

1
( ) ( )rec recω ωα α⎡ ⎤⎡ ⎤ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥A A ,称Aω和 1

ωA 相互等价,记为 1 .ω ω≡A A  

首先说明,对于经典 Müller 自动机成立的某些结论,由于本身依赖于赋值域的分配律,而量子逻辑本身缺少

分配律,因此在量子逻辑框架下一般不再成立. 

设 1 1 1 1 1( , , , , )Q Iω ∑ δ=A F 和 2 2 2 2 2( , , , , )Q Iω ∑ δ=A F 是任意两个 LVMA,构造乘积自动机如下: 

1 2 ( , , , , ),Q Iω ω Σ δ× =A A F  

其中,Q=Q1×Q2,I=I1×I2,F=F1×F2. 
而δ:Q×Σ×Q→L定义为:对任意(p1,p2),(q1,q2)∈Q,σ∈Σ,都有δ((p1,p2),σ,(q1,q2))=δ(p1,σ,q1)∧δ(p2,σ,q2). 

命题 1. 若 1 1 1 1 1( , , , , )Q Iω ∑ δ=A F 和 2 2 2 2 2( , , , , )Q Iω ∑ δ=A F 是任意两个 LVMA,以下结论成立: 



 

 

 

30 Journal of Software 软件学报 Vol.25, No.1, January 2014   

 

(1) 对任意α∈Σω,总有
1 2 1 21 2( ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( ));atom atom rec rec recω ωω ω ωγ α α α×∪ → ∧ ↔A A A A

L A A  

(2) 如下条件等价: 
(i)  L为 Boolean 代数; 

(ii) 对任意α∈Σω,恒有
1 2 1 2
( ) ( ) ( ).rec rec recω ω ωα α α×∧ ↔A A A A

L  

证明: 
(1) 类似文献[3]中的 Proposition 6.5,易证结论成立; 
(2) (i)⇒(ii)显然;(ii)⇒(i),只需证明:对任意 a,b,c∈L,都有 a∧(b∨c)=(a∧b)∨(a∧c)成立. 

对任意 a,b,c∈L,构造 LVMA 如下: 1 1 1 1 1( , , , , )Q Iω ∑ δ=A F 和 2 2 2 2 2( , , , , )Q Iω ∑ δ=A F ,其中,Q1=I1={p},Σ={σ}, 

F1={{p}},δ1(p,σ,p)=a,Q2={q,r,s},I2={q},F2={{r,s}},δ2(q,σ,r)=b,δ2(q,σ,s)=c,δ2(r,σ,r)=1,δ2(s,σ,s)=1.易证: 

1 2
( ) , ( ) .rec a rec b cω ω ω ωσ σ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = ∨⎢ ⎥ ⎢ ⎥A A  

而
1 2

) ( )( ) (a b ac cre ω ωσ×⎡ ⎤ =⎢ ∧ ∨⎥ ∧A A ,由条件(ii)可知,分配律成立. 

设Aω=(Q1,Σ,δ1,I1,F1)是任一 LVMA,对任意 r∈L,构造 LVMA 如下:rAω=(Q,Σ,δ,I,F),其中,Q=Q1,F=F1,δ=δ1, 

I=r∧I1.即,对任意 q∈Q,I(q)=r∧I1(q). □ 
命题 2. 若Aω=(Q1,Σ,δ1,I1,F1)是任一 LVMA,则对任意 r∈L,以下结论成立: 

(1) 对任意α∈Σω,总有 ( ( ) ({ )) ( ( ) ( ))} rratom atom r rec recωω ωγ α α∪ → ∧ ↔A A
L A ; 

(2) 如下条件等价: 
(i)  L为 Boolean 代数; 

(ii) 对任意α∈Σω,恒有 ( ) ( ).rr rec recω ωα α∧ ↔A A
L  

证明: 
(1) 类似文献[3]中的 Proposition 6.5,易证结论成立; 
(2) (i)⇒(ii)显然;(ii)⇒(i),只需证明对任意 a,b,c∈L,都有 a∧(b∨c)=(a∧b)∨(a∧c)成立. 
对任意 a,b,c∈L,构造 LVMA 如下:Aω=(Q1,Σ,δ1,I1,F1),其中, 

Q={p,q,s},Σ={σ},I1={p},F1={{q,s}},δ(p,σ,q)=b,δ(q,σ,q)=1,δ(p,σ,s)=c,δ(s,σ,s)=1. 

易证 ( ) .rec b cω ωσ⎡ ⎤ = ∨⎢ ⎥A 而 ( ) ( ) ( ),a a b ae cr cω ωσ⎡ ⎤ =⎢ ⎥ ∧ ∨ ∧A 由条件(ii)可知,a∧(b∨c)=(a∧b)∨(a∧c)成立.  □ 

注 3:命题 1 和命题 2 说明了量子ω-正则语言对于交运算和数量积运算一般不封闭,而若加入交换子的条件

(即保证了局部分配律成立),这些结论依然是成立的.实际上,还可类似说明:量子ω-正则语言对于补运算、柯西

连接运算、同态和ω-Kleene 闭包运算(具体运算的定义见后文)是否封闭,必须取决于分配律是否成立.但庆幸的

是,以上运算取决于分配律并不是本质的性质,而是传统的子集构造方法在量子逻辑框架下不再适用.因此,有
必要进一步提出新的构造技术以及深化和研究量子ω-正则语言的代数刻画,从而保证以上性质在量子逻辑框

架下依然成立. 
为引入量子状态构造方法,以下说明 LVMA 识别(或接受)的量子ω-正则语言的像集总是有限的. 
引理 1[14]. 设 l 为格,X 为 l 的有限子集,则由 X 生成的交∧-半格与并∨-半格(记为 X∧和 X∨)都是有限的,且 

X∧={x1∧…∧xk|k≥1,x1,…,xk∈X}∪{1},X∨={x1∨…∨xk|k≥1,x1,…,xk∈X}∪{0}. 

命题 3. 对任一 LVMA Aω=(Q,Σ,δ,I,F),Aω可识别的量子ω-正则语言 recωA 作为从Σω到L的函数,其像集

( ) { | . ( ) }Im rec r rec rω ω ωα ∑ α⎡ ⎤= ∈ ∃ ∈ =⎢ ⎥A AL 是L的有限子集. 

证明:类似文献[7],同理可证.  □ 

2   量子 Müller 自动机的代数刻画 

定义 7. 设 A∈L(Σω),若存在 a1,a2,…,ak∈L−{0}及分明 Müller 自动机可识别的ω-正则语言 L1,…,Lk⊆Σω,使得

1 1 ,
i

k
i LiA a=∨= 其中, 1

iL 表示 Li 的特征函数,则称 A 为量子有限步 Müller 自动机可识别ω-语言,其全体之集记为
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( )stepω ΣM ,它代表了可被识别的量子ω-正则语言的全体. 

命题 4. 设Aω=(Q,Σ,δ,I,F)是任一 LVMA,则L值(一元)可识别谓词 ( )recω ω∑∈A L 是量子有限步 Müller 自动

机可识别ω-语言,即 ( ).rec stepω ω Σ∈A M  

证明:令 X=Im(I)∪Im(δ),则 X 显然为L的有限子集.取 Y1=X∧,由引理 1 可知,Y1 必然是L的有限子集,不妨设

Y=Y1−{0}={a1,a2,…,ak}.对任意 ai∈Y,构造经典 Müller 自动机 ( , , , , )
i ia aQ I∑ δ′ ′ ′=A F 如下:令 Q′=Q×Y,显然,Q′是有

限集合.对任意σ∈Σ和(p,a),(q,b)∈Q′,p,q∈Q,a,b∈L: 

• 初始状态 I′:Q′→{0,1}定义为
1,   ( )

(( , ))
0,  

a I p
I p a

=⎧
′ = ⎨

⎩

若

否则
; 

• 状态转移函数δ ′:Q′×Σ×Q′→{0,1}定义为
1,   ( , , )

(( , ), ,( , ))
0,  

b a p q
p a q b

δ σ
δ σ

= ∧⎧
′ = ⎨

⎩

若

否则
; 

• 终状态 2
i

Q
a

′⊆F 定义为 1 1{ { } | }
ia iF a F= × ∈F F . 

易知δ ′是良定义的.显然,如此构造的 Müller 自动机
iaA 识别的语言为 

( ) { | , ( ) , ( ) , ( ) }
ia iL In lb rec aω ωα ∑ α α⎡ ⎤= ∈ ∈ ∈ = =⎢ ⎥AA R F . 

进而,由定义 6 和以上构造可知: 

( ) ( )

( ) { ( ( )) ( ) | , ( ) ,

( ) } { ( ( )) ( ) | , ( ) ,

( ) } { | ( ), , ( ) ,

( ) } 1 ( ) ( 1 )( ).

i

i i

i a i ai i

a Y

a Y i a

a Y i L a Y i L

rec I b path lb

In I b path lb

In a L lb

In a a

ω ω

ω

α α

α

α α

α α

∈

∈

∈ ∈

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ∨ ∧ ∈ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎡ ⎤∈ = ∨ ∨ ∧ ∈ =⎢ ⎥

∈ = ∨ ∈ ∈ =

∈ = ∨ ∧ = ∨ ∧

A A

A

A A

R

F R

F A R

F

 

综上可知, ( )1
i aia Y i Lrec aω
∈= ∨ ∧A A .又由定义 7 可知, ( )rec stepω ω Σ∈A M . □ 

推论 1. 设Aω=(Q,Σ,δ,I,F)是任一 LVSNMA(或 LVDMA,或 LVSDMA),则L值可识别谓词 ( )recω ω∑∈A L 是量

子有限步 Müller 自动机可识别ω-语言,即 ( ).rec stepω ω Σ∈A M  

命题 5. 设 A:Σω→L为量子ω-语言,以下论断等价: 

(1) ( );A stepω Σ∈ M  

(2) 存在 LVMA Aω=(Q,Σ,δ,I,F),使得 A recω= A ; 

(3) 存在 LVSNMA Aω=(Q,Σ,δ,I,F),使得 A recω= A . 

证明: 

(1)⇒(3):由定义可知, 1 1
i

k
i i LA a== ∨ ,其中,L1,…,Lk⊆Σω是分明 Müller 自动机可识别的ω-正则语言,令识别 Li

的 MA 为Ai=(Qi,Σ,Ei,q0i,Fi),且当 i≠j 时,Qi∩Qj=∅.构造 LVSNMA Aω=(Q,Σ,δ,I,F)如下: 

01 1
, ( ) ,k k

i i i ii i
Q Q I q a

= =
= = =∪ ∪F F . 

而δ:Q×Σ×Q→{0,1}为
1,   ( , , ) , ,

( , , )
0,  

i ip q E p q Q
p q

σ
δ σ

∈ ∈⎧
= ⎨
⎩

若

否则
,则易证 1( ) 1

i

k
i i LA rec aω α =⎡ ⎤= = ∨⎢ ⎥A . 

(3)⇒(2)⇒(1):由定义 1、定义 2 以及命题 4 显然.  □ 
命题 6. 设 A:Σω→L为量子ω-语言,以下论断等价: 

(1) ( );A stepω Σ∈ M  

(2) 存在 LVDMA Aω=(Q,Σ,δ,I,F),使得 A recω= A ; 

(3) 存在 LVSDMA Aω=(Q,Σ,δ,I,F),使得 A recω= A . 

证明:(1)⇒(3)⇒(4)⇒(1):同理可证.  □ 
命题 7. 设 A:Σω→L为量子ω-语言,A 能被 LVMA Aω=(Q,Σ,δ,I,F)识别当且仅当存在 LVDMA 1 1( , ,Qω Σ=A  
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δ1,I1,F1),使得对任意α∈Σω都有
1

( ) ( ).rec recω ωα α↔ A
L

A  

证明:由命题 5 和命题 6 结合经典自动机理论可知,结论显然成立.  □ 
定理 1. 设 A:Σω→L为量子ω-语言,以下论断等价: 

(1) ( );A stepω Σ∈ M  

(2) 存在 LVMA Aω=(Q,Σ,δ,I,F),使得 A recω= A ; 

(3) 存在 LVSNMA Aω=(Q,Σ,δ,I,F),使得 A recω= A ; 

(4) 存在 LVDMA Aω=(Q,Σ,δ,I,F),使得 A recω= A ; 

(5) 存在 LVSDMA Aω=(Q,Σ,δ,I,F),使得 A recω= A . 

由定义 7 和命题 4 以及经典 Müller 自动机理论易知以下定理成立: 
定理 2. 设 A:Σω→L为量子ω-语言,以下论断等价: 

(1) 存在 LVMA Aω=(Q,Σ,δ,I,F),使得 A recω= A ; 

(2) 存在 a1,…,ak∈L−{0}以及ω-正则语言 L1,…,Lk,使得 1 1
i

k
i i LA a== ∨ ,其中, 1

iL 表示 Li 的特征函数; 

(3) 存在 a1,…,ak∈L−{0}以及两两不交的ω-正则语言 L1,…,Lk,使得 1 1
i

k
i i LA a== ∨ . 

定理 3. 设 A:Σω→L为量子ω-语言,以下论断等价: 

(1) 存在 LVMA Aω=(Q,Σ,δ,I,F),使得 A recω= A ; 

(2) 集合 Im(A)为有限集,且对任意 a∈L−{0},A 的 a-截集 Aa={α∈Σω|A(α)≥a}是Σ上的ω-正则语言,且

{0} 1
aa AA a∈ −= ∨ L ,其中, 1

aA 表示 Aa 的特征函数; 

(3) 集合 Im(A)为有限集,且对任意 a∈L−{0},A 的 a-层集 A[a]={α∈Σω|A(α)=a}是Σ上的ω-正则语言,且

[ ]{0} 1
aa AA a∈ −= ∨ L ,其中,

[ ]
1

aA 表示 A[a]的特征函数. 

3   量子ω-正则语言关于正则运算的封闭性 

对任意 A,B∈L(Σω),a∈L,并 A∨B、交 A∧B、补 A⊥以及数量积 aA 定义为:对任意α∈Σω,A∨B(α)=A(α)∨B(α), 
A∧B(α)=A(α)∧B(α),A⊥(α)=A(α)⊥,aA(α)=a∧A(α);对任意 U∈L(Σ )(详见文献[5]),A∈L(Σω),柯西连接 UA 定义为:
对任意α∈Σω,UA(α)=∨{U(α1)∧A(α2):α1α2∈α,α1∈Σ ,α2∈Σω};若 V∈L(Σ ),且进一步满足ε∉supp(V),即不包含空 

语言,V 的ω-Kleene 闭包 Vω定义为:对任意α∈Σω,Vω(α)=∨{∧i≥0V(αi):α=α0α1α2…αi…,αi∈Σ ,i∈ω}. 

定理 4. 集合 ( )stepω ΣM 关于量子语言的有限并、有限交、数量积和补运算封闭. 

证明:对任意 , ( )A B stepω Σ∈ M ,由定理 2(3),令 1 11 , 1
i j

k n
i i L j j MA a B b= == ∨ = ∨ ,其中,Li 和 Mj 都是经典 Müller 自动

机可识别的ω-正则语言,且 1{ }k
i iL = 两两不交, 1{ }n

j jM = 同样两两不交. 

• 关于有限并,易知 1 11 1
i j

k n
i i L j j MA B a b= =∨ = ∨ ∨ ∨ ,因此由定理 2(2), ( );A B stepω Σ∨ ∈ M  

• 关于有限交,因为 1 1 1 1( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1 ( ) ( )1 ( ),
i j i j

k n k n
i i L j j M i j i j L MA B A B a b a bα α α α α α= = = = ∩∧ = ∧ = ∨ ∧ ∨ = ∨ ∨ ∧ 故 

( );A B stepω Σ∧ ∈ M  

• 关于数量积,对 r∈L,易知 1( )1
i

k
i i LrA r a== ∨ ∧ ,因此 ( );rA stepω Σ∈ M  

• 关于补运算,易知
1

1 ( )
1 1

i k

k
i i L L L

A a ω∑
⊥ ⊥

= − ∪ ∪
= ∨ ∨ ,因此,由定理 2(2)可知, ( ).A stepω Σ⊥ ∈ M  □ 

以下定理中出现的 stepr(Σ)表示L-值有限步识别有限正则语言,详见文献[5]. 

定理 5. 对于集合 stepr(Σ)和集合 ( )stepω ΣM ,以下结论成立: 

(1) 若 U∈stepr(Σ), ( ),A stepω Σ∈ M 则 ( );UA stepω Σ∈ M  

(2) 若 V∈stepr(Σ),且进一步满足ε∉supp(V),即不包含空语言,则 ( )V stepω ω Σ∈ M (ω-Kleene 闭包). 

证明: 
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(1) 因为U∈stepr(Σ), ( ),A stepω Σ∈ M 因此, 1 11 , 1
i j

m k
i i U j j MU a A b= == ∨ = ∨ ,其中,Ui是经典正则语言,而Mj是经典

ω-正则语言,且 1{ }k
i iU = 两两不交, 1{ }n

j jM = 同样两两不交.进而易知: 

1 2 1 2 1 1 1 2 1 2 1 1 .( ) { ( ) ( ) | } { 1 ( ) 1 ( ) | } ( )1 ( ),
i j i j

m n m n
i i U j j M i j i j U MUA U A a b a bα α α α α α α α α α α α= = = == ∨ ∧ = = ∨ ∨ ∧ ∨ = = ∨ ∨ ∧  

 因此,由定理 2(2)可知, ( ).UA stepω Σ∈ M  

(2) 类似文献[7],同理可证.  □ 
定理 6. 设L1=(L1,≤,∧,∨,⊥,0,1)和L2=(L2,≤,∧,∨,⊥,0,1)是两个完备正交模格,且 g:L1→L2 是任一映射,若

( ),A stepω Σ∈ M 则 ( ) ( ).g A stepω Σ∈ M  

证明:因为 ( ),A stepω Σ∈ M 由定理 2(3)可知, 1 1
i

k
i i LA a== ∨ ,其中,Li 是经典 Müller 自动机可识别的ω-正则语言,

且 1{ }k
i iL = 两两不交,因此 1 1( ) ( 1 ) ( )1

i i

k k
i i L i i Lg A g a g a= == ∨ = ∨ ,由定理 2(2)可知, ( ) ( ).g A stepω Σ∈ M  □ 

定理 7. 设 1 2:h ω ω∑ ∑→ 为同态,以下结论成立: 

(1) 若 2( ),A stepω ∑∈ M 则 1
1( ) ( );h A A h stepω ∑− = ∈ M  

(2) 设 h 满足:对任意τ∈Σ1,h(τ)≠ε,若 1( )B stepω ∑∈ M ,则 2( ) ( )h B stepω ∑∈ M ,且 h(B)(α)=∨{B(ν):h(ν)=α}. 

证明:类似于文献[7],同理可证.  □ 
命题 8. 
(1) 对任意 A,B∈L(Σ )和 C∈L(Σω),总有 ( ( ) ( ) ( )) ( ) ( ( ));AIm Im B Im C AB C A BCγ ∪ ∪ → ↔L  

(2) 以下条件等价: 
(2.1)  L为 Boolean 代数; 
(2.2) 对任意 A,B∈L(Σ )和 C∈L(Σω),恒有(AB)C=A(BC). 

证明: 
(1) 类似于文献[5],同理可证; 
(2) (2.1)⇒(2.2)显然;(2.2)⇒(2.1),只需证明对任意 a,b,c∈L都有 a∧(b∨c)=(a∧b)∨(a∧c)成立. 
对τ∈Σ,取 A,B∈L(Σ )和 C∈L(Σω)如下: 

,  ,  
,  

( ) 1,   ,  ( ) 1,   ,  ( ) ,
0,  0,  0,  

b w c w
a w

A w w B w w C w
ωτ τ

τ
ε ε

= =⎧ ⎧
⎧ =⎪ ⎪ ⎪= = = = =⎨ ⎨ ⎨
⎪⎩⎪ ⎪

⎩ ⎩

若 若
若

若 若
否则

否则 否则

 

则(AB)C(τω)=(AB)C(ττω)=AB(τ)∧a=((A(τ)∧B(ε))∨(A(ε)∧B(τ)))∧a=((b∧1)∨(1∧c))∧a=a∧(b∨c). 
而 A(BC)(τω)=(A(τ)∧BC(ττω))∨(A(ε)∧BC(τττω))=(b∧a)∨(1∧B(τ)∧C(τ))=(b∧a)∨(c∧a)=(a∧b)∨(a∧c),由结合律

(AB)C=A(BC)成立可知,分配律 a∧(b∨c)=(a∧b)∨(a∧c)成立.  □ 

4   单体二阶量子逻辑及其可定义的语言 

限于篇幅,有关单体二阶逻辑的基本知识和相关逻辑符号请参见文献[8−12]. 
定义 8. 字母表Σ上的 LVMSO 逻辑公式的语构用如下 BNF 形式来定义: 

ϕ::=r|Pσ(x)|x≤y|x∈X|ϕ∨ψ|¬ϕ|∃x.ϕ|∃X.ϕ, 
其中,r∈L,σ∈Σ,x,y 为一阶变量,而 X 为二阶集合变量. 

由此可诱导如下公式: 
• ϕ∧ψ=¬(¬ϕ∨¬ψ); 
• ϕ→ψ=¬ϕ∨(ϕ∧ψ)(称为 Sasaki 蕴涵); 
• ϕ↔ψ=(ϕ→ψ)∧(ψ→ϕ); 
• ∀x.ϕ=¬(∃x.¬ϕ); 
• ∀X.ϕ=¬(∃X.¬ϕ). 
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以下用 Free(ϕ)表示公式ϕ中出现的全体自由变量,用 LVMSO(Σ)表示Σ上的所有 LVMSO 公式之集. 
定义 9. 设 ϕ∈LVMSO(Σ),V为有限变量集且 Free(ϕ)⊆V,则 ϕ的 V-语义定义为 ΣV 上的量子 ω- 语言

: ωϕ Σ →⎡ ⎤⎢ ⎥ VV
L ,对任意 ( , )f ωα Σ∈ V ,当 f 不是有效的(V,α)指派时,则 ( , ) 0fϕ α =⎡ ⎤⎢ ⎥V ;否则, ϕ⎡ ⎤⎢ ⎥V 归纳定义如下: 

• ( , ) ;r f rα =⎡ ⎤⎢ ⎥V  

• 
1,   ( ( ))

( ) ( , ) ;
0,  

f x
P x fσ

α σ
α

=⎧
=⎡ ⎤ ⎨⎢ ⎥
⎩

若

否则V
 

• 
1,   ( ) ( )

( , ) ;
0,  

f x f y
x y fα

⎧
=⎡ ⎤ ⎨⎢ ⎥
⎩

若 ≤
≤

否则V
 

• 
1,   ( ) ( )

( , ) ;
0,  

f x f X
x X fα

∈⎧
∈ =⎡ ⎤ ⎨⎢ ⎥

⎩

若

否则V
 

• ( , ) ( , )f fϕ α ϕ α ⊥¬ =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥V V
; 

• ( , ) ( , ) ( , );f f fϕ ψ α ϕ α ψ α∨ = ∨⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥V V V
 

• { }. ( , ) { ( , [ ]) : };xx f f x i iϕ α ϕ α ω
∪

∃ = ∨ → ∈⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥V V
 

• { }. ( , ) { ( , [ ]) : }.XX f f X I Iϕ α ϕ α ω
∪

∃ = ∨ → ⊆⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥V V
 

记⎡ϕ⎤=⎡ϕ⎤Free(ϕ).注意到,若ϕ为句子,则ϕ无自由变量,且⎡ϕ⎤为Σ上的量子ω-语言. 
命题 9. 设ϕ∈LVMSO(Σ),Free(ϕ)⊆V,则 ( )( , ) ( , | ).Freef f ϕϕ α ϕ α=⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥V

 

特别地,⎡ϕ⎤为量子ω-语言 ϕ⇔ ⎡ ⎤⎢ ⎥V 为量子ω-正则语言. 

证明:只需对公式ϕ中出现的连接词与量词的个数施行归纳即可.  □ 

5   量子 Müller 自动机的单体二阶量子逻辑描述 

定理 8. 设Aω是Σ上的任一 LVMA,则存在ξ∈LVMSO(Σ),使得 recω ξ= ⎡ ⎤⎢ ⎥A . 

证明 :设 LVMA Aω=(Q,Σ,δ,I,F),且 .rec Aω =A 令T=Q×Σ×Q,对 (p,σ,q)∈T,取集合变量 Xp,σ,q,并令V={Xp,σ,q| 

(p,σ,q)∈T},设|V|=m=|Q|2⋅|Σ|,其中,|Q|,|V|,|Σ|表示集合 Q,V,Σ中的元素个数,令 1( ,..., ).mX X X=  

定义公式ϕ如下: 

, , , , , ,( , , ) , , , ,
( ) ( ) .(( ) ( )) . .( ( ) ( ) ( )),p q p q q rp q T p q r Q
X Partition X x x X P x x y y S x x X y Xσ σ σ τσ σ τ

ϕ
∈ ∈ ∈∑

= ∧ ∧ ∀ ∈ → ∧∀ ∀ = → ∨ ∈ ∧ ∈  

其中,
1

( ) . (( ) ( )),( ( )) (( ) ( ) .( )).
m

i ji j i
Partition X x x X x X y S x x y y x z z x y z

= ≠
= ∀ ∧ ∈ ∧ ∧ ¬ ∈ = = ∧¬ ∧∀ ∨≤ ≤ ≤ ≤  

即,公式 S(x)表示 x 的后继 x+1,有时也记为 y=x+1. 
对α=σ0σ1σ2…∈Σω,令 Assign(V,α)={f |⎡ϕ⎤(a,f)=1}表示所有满足公式ϕ的(V,α)指派(即⎡ϕ⎤(a,f)=1)集合 ,而

Rα={ α|lb( )=α}表示所有标记为α的路径集合.易知,存在从集合 Assign(V,α)到集合Rα的一一映射. 

定义公式ψ如下: 

, ,( , , )

, ,( , , )

, , , ,( , , ) , ,

( ) ( ) ( . (( ) ( , , )))

             ( .( ( ) (( ) ( ))))

             ( . .( ) (( ) .(( ) ))),

p qp q

p qp q

p q p qF p q q F q F p Q

X X x x X p q

y Initial y y X I p

x y x y y X z y z z X

σσ

σσ

σ σσ σ

ψ ϕ δ σ
∈

∈

∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈Σ

= ∧ ∀ ∧ ∈ → ∧

∃ ∧ ∨ ∈ ∧ ∧

∨ ∃ ∀ → ∨ ∈ ∧ ∧ ∃ ∧ ∨ ∈≤ ≤

T

T

F T

 

其中,Initial(y)=∀x.y≤x.直观上,公式 . .
F

x y
∈
∨ ∀ ∃
F

从语义方面来说用来判定 LVMA Aω在输入α∈Σω下的每一条路

径 α是否有效,其取值域为{0,1}. 
这时,若 α=t(0)t(1)t(2)…=(t(i))i≥0 为Aω上的一条以α为标记的路径,而 f

α
为对应的(V,α)指派.而对任意 t∈T,

令 α(t)={i|t(i)=t}.若 α不是有效路径 ,由公式 . .
F

x y
∈
∨ ∃ ∀
F

的定义可知 , ( , ) 0f
α

ψ α =⎡ ⎤⎢ ⎥V ;否则 , α是有效路径 ,即
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In( α)∈F,从而 0 0 1( , ) ( ) ( , , ).i i i if I q q q
α

ψ α δ σ += ∧ ∧⎡ ⎤⎢ ⎥ ≥V
 

进而,若令ξ=∃X1…∃Xm⋅ψ(X1,…,Xm),对任意α=σ0σ1σ2…∈Σω,则有: 

0 0 1( , ) ( )
( ) ( , ) ( , ) ( ( ) ( , , ))

           { ( ( )) ( ) | , ( ) , ( ) } ( ) .

i i i if Assign In
f f I q q q

I b path lb In rec

α
α α αα

ω ω
α α α α α α

ξ α ψ α ψ α δ σ

α α

+∈ ∈ ∈
= ∨ == ∨ = ∨ ∧ ∧⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ∨ ∧ ∈ = ∈ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

≥V VV R F

A AR F
 

综上所述,可知 A recω ξ= = ⎡ ⎤⎢ ⎥A ,因此结论成立.  □ 

引理 2. 若ψ∈LVMSO(Σ)为原子的,则 ( ).stepωψ Σ∈⎡ ⎤⎢ ⎥ M  

证明:若ψ=a∈L,构造 LVMA Aω=(Q,Σ,δ,I,F)如下:Q={q},对任意σ∈Σ,令δ(q,σ,p)=1,I(q)=a,F={{q}}.显然有 

1 .rec a ω
ω

∑
ψ = =⎡ ⎤⎢ ⎥ A  

对于ψ=Pσ(x)|x≤y|x∈X 的情形,明显地,ψ是经典 MSO 公式,经典构造即可,具体参见文献[8−12].这时,ψ能被 

经典 Müller 自动机 1 0{ , , , , }Q E qω Σ=A F 所识别.再将 1
ωA 转化为 LVMA Aω=(Q,Σ,δ,I,F)如下:Q,F与 1

ωA 相同,而

I(q0)=1,对任意σ∈Σ,p,q∈Q,若(q,σ,p)∈E,则令δ(q,σ,p)=1.显然,LVMA Aω能识别⎡ψ⎤. □ 

引理 3. 若ϕ,ψ∈LVMSO(Σ),且 , ( ),stepωϕ ψ Σ∈⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ M 则 , , ( ).stepωϕ ϕ ψ ϕ ψ Σ¬ ∨ ∧ ∈⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ M  

证明:因⎡¬ϕ⎤=⎡ϕ⎤⊥,⎡ϕ∨ψ⎤=⎡ϕ⎤∨⎡ψ⎤,⎡ϕ∧ψ⎤=⎡ϕ⎤∧⎡ψ⎤,由定理 4 可知结论成立.  □ 

引理 4. 设 *
1 2:h Σ Σ→ 为任意映射,且满足:对任意σ∈Σ1,h(σ)≠ε,则对任意 2( ),Aω ω ωΛ Σ θ Σ∈ ∈ , 

( ) 1( ) ( . ( ) ) ( ).hrec h recω ω ωθ α Σ α θ α↔ ∃ ∈ =L
A A  

即 ( ) ( ).hrec h recω ω=A A  

证明:由定理 7 显然.  □ 

引理 5. 若ψ∈LVMSO(Σ),且 ( ),stepωψ Σ∈⎡ ⎤⎢ ⎥ M 则 . , . ( ).x X stepωψ ψ Σ∃ ∃ ∈⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ M  

证明:令V=Free(∃x.ψ),则 x∉V.进而,令 { }: x
ω ωΣ Σ∪ →V V 为抹去 x 行元素的同态,即对任意σ∈Σ,U⊆V∪{x}, 

(σ,U)=(σ,U−{x}),则明显地, (σ,U)≠ε.对 ( , ) ,f fωα Σ∈ V 为有效的(V,α)指派当且仅当对任意 i∈ω,f [x→i]为有效

的(V∪{x},α)指派. 
因此,对任意 0 { } { }( , ) , . ( , ) ( , [ ]) ( )( , ).i x xf N x f f x i fα ψ α ψ α ψ α

∪ ∪
∈ ∃ = ∨ → =⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥≥V V V V

 

这里最后一个等式成立是由于 f1 为有效的(V∪{x},α)指派,且 (α,f1)=(α,f)当且仅当存在 i∈ω使得 f1=f[x→i]. 

由命题 9 及 Free(ψ)⊆V∪{x}可知,
{ }xψ

∪⎡ ⎤⎢ ⎥V 是量子ω-正则语言,进而由引理 4 可知, . ( ).x stepωψ Σ∃ ∈⎡ ⎤⎢ ⎥ M  

对于 . ( )X stepωψ Σ∃ ∈⎡ ⎤⎢ ⎥ M 的情形,只需将一阶变量 x 换为二阶变量 X,同理可证.  □ 

定理 9. 设ξ∈LVMSO(Σ),则存在 LVMA Aω,使得 recω ξ= ⎡ ⎤⎢ ⎥A . 

证明:由引理 2~引理 5 显然.  □ 

定理 10(Büchi 定理). ( )A stepω Σ∈ M 当且仅当存在ξ∈LVMSO(Σ),使得 A=⎡ξ⎤. 

6   结论与展望 

本文借助语义分析方法,给出量子逻辑意义下的非终止进程或数据处理的数学模型,并对该模型的代数性

质进行了研究.研究结论表明,基于量子逻辑的Müller自动机相对于经典Müller自动机而言,一方面,它们所依赖

的逻辑不同,一个是量子逻辑,一个是经典逻辑,因而所得结论既有相似的地方,又有本质的不同.比如:在经典

Müller 自动机理论中 ,有穷语言与无穷语言的连接和柯西连接运算是满足结合律的 ,但在基于量子逻辑的

Müller 自动机理论中,结合律不再成立;另一方面,基于量子逻辑的 Müller 自动机可以通过经典的 Müller 自动机 
和带有量子特性的初始状态加以实现,从而所得结论有许多类似的地方.特别地,当L={0,1}时,对应的逻辑为经 

典逻辑,量子状态构造方法退化为经典子集构造,因此,量子逻辑意义下的 Müller 自动机与经典 Müller 自动机具

有紧密的联系和本质的区别. 
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然而,由于经典逻辑与量子逻辑之间存在着本质区别,因此,经典的模型检测方法和技术不能直接应用到基

于量子逻辑的量子系统的模型检测中,而需要研究新的数学模型的代数性质以及与经典数学模型的紧密联系

和本质区别.认识到这些本质区别后,我们将进一步研究基于量子逻辑的模型检测方法,并将本文得到的相关代

数刻画应用到量子模型检测技术中.另外,我们还将进一步探索其在量子信息技术,尤其是在量子通信中的可能

应用. 
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