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摘  要: 为求出具有箱式约束的非线性全局优化问题所有的局部极小点,提出了一种基于 Multistart 方法的新算

法.结合目标函数在可行域内的总变差、下降率和凹凸性等信息,构造了一个刻划局部极小点分布的 G-度量.将可行

域剖分为若干个小区域,把初始点按 G-度量值的比例分配在每块区域上,使得局部极小点密集的区域能够被分配较

多的初始点进行搜索;给出了有效初始点的判断条件为了进一步减少局部优化算法的运行次数.针对 G-度量计算量

较大的问题,设计了相应的近似计算方法,降低了计算量.选择了 4 个 2 维~10 维具有大量局部极小点的测试函数进

行求解,与 Multisatart 和 Minfinder 算法的实验结果进行对比,表明了该方法在收敛速度和搜索全部局部极小点上都

有了较大的改进和提高. 
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Abstract:  This paper focuses on locating all local minima of box-constrained, non-linear optimization problems. A new algorithm based 
on Multistart method is proposed. A quality measure called G-measure is constructed to measure the local minima of a multidimensional 
continuous and differentiable function distribution inside bounded domain. This paper measures the distribution of local minima in three 
facets: Gradient, convexity and concavity, and rate of decline. Feasible region is divided into several small regions, and each is assigned a 
set of initial points in proportion to its G-measures. More initial points can be allocated in the region which includes more local minima. A 
condition judging whether an initial point is effective is aimed to decrease the run times of local optimal technique. The approximate 
computing method is constructed to reduce computational complexity of G-measure. Several benchmarks with large quantities of local 
minima are chosen. The performance of this new method is compared with that of Multistart and Minfinder on benchmark problems. 
Experimental results show that the proposed method performs better in search efficiency. 
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全局优化问题在数值天气预报、石油地质勘探、计算生物化学、轨道设计、电子学和化学等方面有着极

其重要的应用潜力和发展前景.很多科研工作者从理论和数值计算方面对这一问题进行了大量的研究,提出了

进化算法、粒子群算法和填充函数法等全局优化算法.但在众多实际问题中,往往需要求出优化问题的所有局

部极小点.已有的全局优化算法,例如进化算法[1,2]、模拟退火算法[3,4]、禁忌搜索算法[5,6]等,往往仅能找到问题

的全局最优解,无法求出所有局部最优解,因此需要重新设计算法. 
文献[7−11]以 Multistart 算法为基础设计了一种聚类算法,该算法通过探测目标函数的“吸引域”,对于吸引

域内的初始点不再执行局部搜索,从而达到了减少使用局部搜索的目标.文献[12,13]中通过引入有效距离的概

念对聚类算法进行了改进,提高了算法的效率.文献[14]对基于 Multistart 的算法的停止准则进行了分析,提出了

Double Box stopping rule,observables stopping rule,expected minimizers stopping rule 这 3 类停止准则,促进了这

类问题的研究. 
通过反复的编程测试及对存在问题的分析,构造了一种基于梯度的度量:G-度量.G-度量可以对局部极小点

在可行域内的分布情况做出一种刻画,从而使算法能够对局部极小点密集的区域分配较多的初始点进行细致

的搜索,而局部极小点稀疏的区域则分配较少的初始点以减少搜索次数.从而既能保证求出优化问题的所有局

部极小点,又提高了算法的效率.在 Minfinder 算法的基础上,提出了一种基于 G-度量的局部极小点搜索算法

(locate all the local minima algorithm with gradient measure,简称 GLLMA).通过将该算法用于国际通用的

benchmark,与已有文献提供的实验数据的对比说明,本文算法在梯度值计算次数以及算法运行时间等指标上有

了较大的提升. 

1   问题描述 

本文讨论以下问题:设 f(x):S⊂Rn→R,问题为求出所有的 * n
ix S R∈ ⊂ ,满足 

* *arg min ( ), { || | },
i

i i ix S
x f x S S x x x ε

∈
= = ∩ − <  

其中,S 是一个箱体区域:S=[l1,u1]⊗[l2,u2]⊗…⊗[ln,un]. 

2   GLLMA 算法体系 

2.1   G-度量 

现实问题中,目标函数 f(x)在可行域 S 上往往有多个局部的极小值点,并需要求出所有的局部极小值点.经
典的局部搜索算法(local search algorithm)如 Powell 共轭方向法、梯度法、牛顿法等,这些方法所能找到的局部

极小值点与初始点的位置有很大的依赖关系[15].图 1 说明了这一问题. 

 

 

 

 

 

 

Fig.1  Search process of local minima 
图 1  局部极小点的搜索过程 

而目前并没有给出一种选择好的初始点的有效算法.解决的方法就是随机生成大量的初始点,从每个初始
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点出发进行搜索,找到各自的局部极小点.这也是 Multistart 算法的基本思想.但这样必然会带来很大的计算量,
因此,在找到所有局部极小点的同时尽量减少局部优化算法的执行次数,成为求所有局部极小值点算法设计的

一个重要目标.Minfinder 算法在 Multistart 算法的基础上,引入了“平均半径”的概念,若从新的初始点搜索可能

得到已知的局部极小点,则不再对该初始点执行局部搜索策略,从而部分地减少了局部优化算法执行次数. 
将图 1 中目标函数的可行域划分为 4 个子区域 S1,S2,S3 和 S4.可以看出,目标函数的局部极小点主要集中

在区域 S1 和 S3 中,而 S2 和 S4 中包含有较少甚至没有局部极小点.一种合理的做法是,在区域 S1 和 S3 中应该

分配较多数量的初始点,以保证找出该区域内所有的局部极小点;而在 S2 和 S4 中应该分配很少的初始点,进行

一个简单的搜索即可. 
基于此,我们定义 G-度量(gradient measure)来反映目标函数在给定区域Ω上局部极小点的分布情况: 

( )( ) ( ),
(1 ( )) ( )

COG TV
RD m

ΩΩ Ω
Ω Ω

=
+

 

其中, ( ) | | dTV f
Ω

Ω Ω= ∇∫ ,|∇f|表示目标函数 f 的梯度模; max min

max min

( ) ( )
|| ||

f x f x
x x

σ −
=

−
,xmax,xmin 为函数 f(x)在区域Ω上的 

函数值最大和最小的点;m(Ω)表示区域Ω的测度;CO(Ω)表示目标函数在集合Ω上是凸函数或凹函数的子集合

个数. 
接下来,对 G-度量加以解释.TV(Ω)称为总变差(total variation),它反映了函数 f(x)数值变化的差的总和.在图

1 中,区域 S1 和 S3 中由于函数波动比较大,相应的总变差也较大;而在区域 S2 内函数值变化不大,相应的总变差

也较小.但在区域 S4 内函数值急剧下降,导致总变差也会很大,所以仅仅依靠总变差还无法对函数的局部极小

点分布情况做出有效刻画.RD(Ω)称为下降率(rate of decline),反映了目标函数在区域Ω内函数值的下降速度, 
RD(Ω)越大,则函数值下降得越快.当总变差很大而下降率很小时,就意味着目标函数在该区域上有着剧烈的波

动,从而可能包含有较多的局部极小点.凸分析理论中,在一定条件下,函数的凹凸性和局部极值点存在着一定

的对应关系. 
基于此,为了更加精确地刻画目标函数在该区域上的波动程度,引入了凹凸数 CO(Ω),若函数在该区域上凹

凸性变化比较大,也就意味着可能包含有较多的波峰和波谷,从而包含有较多的局部极值点.引入 Lebesgue 测度

m(Ω)的目的是消除区域大小变化对度量带来的影响. 
综上所述,可以得到 G-度量的一些基本性质: 
性质 1. G-度量是非负的. 
性质 2. 设Ω1,Ω2 为两个给定的箱式区域,且 m(Ω1)=m(Ω2),f(x)在区域Ω1,Ω2 内 Lipstiz 连续,若 f(x)在Ω1 内包

含的局部极小点个数多于Ω2,则 G(Ω1)>G(Ω2). 
由性质 2 可以看出,对于 Lipstiz 函数 f(x),由于其在区域内的下降率不超过 Lipstz 常数,则 f(x)包含的局部极

小点越多,总变差和凹凸数也就越大,从而相应的 G-度量值也越大.因此,G-度量很好地刻画了其局部极小点的

分布情况.但是对于一般的可微函数,G-度量的大小与 f(x)包含的局部极小点多少虽然不能保证严格的一一对

应,但在包含局部极小点的区域上,相应的 G-度量值也较大,为初始点的分布提供了指引. 
为了验证构造的 G-度量的合理性,选择了一个测试函数——Six Hump Camel function: 

2 4 6 2 4 2
1 1 1 1 2 2 2

1( ) 4 2.1 4 4 , [ 3,3] .
3

f x x x x x x x x x= − + + − + ∈ −  

将 Six Hump Camel 函数的可行域[−3,3]×[−3,3]划分为 9 个小正方形区域,分别为 S1,S2,…,S9.该函数在可

行域[−3,3]×[−3,3]内共有 6 个极小点,在图 2 中以“*”表示,分别位于区域 S4,S5,S6 中,其中两个全局最小点

(0.08983,−0.7126)和(−0.08983,0.7126)位于区域 S5 中.在表 1 中完整记录了这 9 个区域 G-度量的计算过程. 
由表 1 可以看出,包含有全局极小点的区域 S5 的 G-度量值最大,包含有局部极小点的区域 S3 和 S4 的 G

度量值其次,其余 6 个未包含局部极小点区域的 G-度量值较小.由此可见,G-度量较好地刻画了目标函数局部极

小点的分布情况,为找出目标函数所有的局部极小点提供了指引. 
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Fig.2  Illustration of G-measure in a 2-dimensional feasible space [−3,3]×[−3,3] 
图 2  二维可行域[−3,3]×[−3,3]G-度量计算示意图 

Table1  G-Measure calculation process of Six Hump Camel function 
表 1  Six Hump Camel 函数 G-度量计算过程 

 TV CO RD m G 
S1 676.218 5 2 114.473 0 4 2.928 0 
S2 576.308 0 3 89.349 5 4 4.784 0 
S3 693.106 6 2 105.178 1 4 3.263 9 
S4 218.027 2 4 34.814 5 4 6.087 7 
S5 13.205 3 6 0.972 0 4 10.044 5 
S6 218.027 2 4 34.814 5 4 6.087 7 
S7 693.106 6 2 105.178 1 4 3.263 9 
S8 576.308 0 3 89.349 5 4 4.784 0 
S9 672.218 5 2 114.473 0 4 2.928 0 

 

2.2   G-度量的计算 

在实际计算过程中,当遇到可行域较大以及高维的复杂问题时,G-度量精确值的计算会带来非常大的计算

量.考虑到 G-度量主要是为局部极小点的搜索提供一个指引,无需计算出精确值,可通过数值计算方法计算出近

似值,为此设计了如下近似计算方法. 

把区域Ω进行等距网格剖分,步长为 h,网格节点为 1,... .( , )ix i k=  
2.2.1   总变差的计算 

把梯度模在区域Ω的积分用网格节点上梯度模值的和作为近似值,即 

1

( )( ) | | d | ( ) |.
k

i

i

mTV f f x
kΩ

ΩΩ Ω
=

= ∇ ≈ ∇∑∫  

梯度
1 2

( ) , ,...,
i

i

n x x

f f ff x
x x x

=

⎧ ⎫∂ ∂ ∂⎪ ⎪∇ = ⎨ ⎬
∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭

的各个分量可以用一阶中心差商近似计算: 

1 1( ) ( ) .
2i

i i
k k

k x x

f f x f x
x h

+ −

=

∂ −
=

∂
 

2.2.2   下降率的计算 
函数 f(x)在区域Ω内最大值和最小值一般来说是无法求出的,因此,用函数 f(x)在网格节点上的函数值中最
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大值和最小值作为近似值,即 

11

11

(max ) ( min )
( ) .

|| max min ||
i ii ki k

i ii ki k

f x f x
RD

x x
Ω

−
≈

−
≤ ≤≤ ≤

≤ ≤≤ ≤

 

2.2.3   凹凸数的计算 
判定 f(x)在给定区域上的凹凸性已经有了完整的理论方法[16],但是这些方法在用于实际计算中都具有计算

量大的缺点,由于在 G-度量的近似计算中无需给出凹凸数精确的数值,因此考虑如下近似计算方法: 

设 A 为函数 f(x)的 Hessian 矩阵, 2 2 2 2

1

1 1 1, tr (tr )
n

ii
i

M a S A A M
n n n=

⎡ ⎤= = − −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ,则 A 的最大特征值λ1 和最小特征 

值λn 满足如下不等式: 

11 , 1.
1 1n

S SM S n M M M S n
n n

λ λ− − − + + −
− −

≤ ≤ ≤ ≤  

从以上定理可以看出:若 1M S n− − 是正的,则 A 必为正定矩阵;若 1M S n+ − 是负的,则 A 必为负定矩阵.
从而可以通过计算 1M S n− − 和 1M S n+ − 对每个节点处 Hessian 矩阵 ( )H x 的正定性、负定性做出估计. 
使用 DBSCAN 算法[17]即可对函数 f(x)在区域Ω内凹凸子集的个数做出估计. 

2.3   有效点的判定 

为了进一步减少局部搜索算法的运行次数,在文献[12]中利用聚类的思想,通过引入平均半径的概念,将初

始点分为有效点和无效点两类.下面作一简要介绍. 
定义 1. 集合 B(x*)={x|x∈S⊂Rn,LS(x)=x*}称为局部极小点 x*的盆域,其中,LS(x)是局部搜索算法从 x 出发找

到的局部极小点. 
为了减少局部搜索算法执行的次数,如果有初始点落入 x*的盆域 B(x*)内,对于该点就无需执行局部搜索.设 

1

1 | ( ) |
M

t i i
i

r x LS x
M =

= −∑ ,其中,xi 表示初始点,LS(xi)表示从 xi 出发找到的局部极小点,M 表示局部搜索算法执行的 

次数.该公式对盆域的平均半径做出了一个估计,为了使平均半径更好地反映盆域的大小,对此作了修正: 

( ) *

1

1 | |,
lM

j
l l l

il

R x x
M =

= −∑  

其中, ( ) * ( ) *

1
{ , 1,..., } { , 1,..., } ( ), ( ) , ,j j

l l i l l l l
l

x j M x i M A x LS x x M M
ω

=

= = = ∩ = = ∑ ω为迄今发现局部极小点的个数.修正后 

的平均半径为 

1
.l

l
l

MR R
M

ω

=

= ∑  

由此,把满足如下条件的初始点 x 称为有效初始点: 
(1) |x−z|>R,z 为已知的局部极小点; 
(2) (x−z)T(∇f(x)−∇f(z))<0. 
若初始点是有效初始点才执行局部搜索,否则重新选择初始点. 

2.4   GLLMA体系 

在前文构造的 G-度量的基础上,结合有效点判定,形成 GLLMA 算法,其伪码描述如下: 
有效点检验 
1. 令 V=∅; 
2. 令 T 为 N 个采样点的集合; 
3. 对于所有的 x∈T,如果 x 是有效点,则 V=V∪{x}. 
增加初始点 
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若
| | 1

2
V
N

< ,令 : min , MAX
10
NN N N⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
,NMAX 为事先指定的每一轮采样点数目的上限. 

初始化 
N 为初始采样点数目,X*为局部极小点的集合,M 为可行域的剖分成小区域的个数 
主程序 
1. 将可行域Ω剖分为 M 个小区域Ω1,Ω2,...,ΩM,计算每个区域上的 G-度量 Gi(i=1,2,...,M); 

2. 区域Ωi 分配采样点数为

1

( 1,2,..., )i
i M

j
j

GN N i M
G

=

= =

∑
,并计算每个区域的有效点集 Vi; 

3. 取 x∈Vi 为初始点,执行局部搜索算法,求出局部极小点 y; 
4. 计算平均距离 rt; 
5. 若 y∉X*,则 X*:X*∪{y}; 
6. 若满足停止准则,则算法终止;否则,转第 2 步. 

3   数值实验 

接下来将本文设计的 GLLMA 算法与 Multistart 算法、MinFinder 算法[12]进行了对比.为了方便比较,所有

的算法均使用了双箱停止准则;每个算例均使用随机数生成器在可行域内生成服从均匀分布的初始点;在表 2~
表 4 中,Problem,Minima,Found,Fevals,Gevals 和 Time 分别表示算例、已知局部极小点个数、求出局部极小点

个数平均值、函数值计算次数平均值、局部搜索算法执行次数和算法运行时间平均值(算法运行 50 次的平均

值).所有实验均在 Intel Xeon(R)2.67GHz,32GB 内存,MATLAB7.10(64-bit),Windows XP Professional x64 环境下

实现.局部搜索算法使用了 MATLAB 中 fmincon 函数.f1,f2 和 f4 以 0.1 为步长对可行域进行等距剖分,f3 以 1 为步

长对可行域进行等距剖分.初始采样点数 N 为 20,每一轮采样点数上限 NMAX 为 100.f1,f2 和 f3 的可行域均划分

为 9 块区域,f4 的可行域划分为 2N 块区域. 
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Table 2  Experimental results of Multistart algorithm 
表 2  Multistart 算法实验结果 

Problem Minima Found Fevals Gevals Time
f1 6 6 11 138 10 741 0.04
f2 49 49 17 714 16 989 0.11
f3 400 400 557 668 535 368 16.44
f4 1 024 − − − − 

Table 3  Experimental results of Minfinder algorithm 
表 3  Minfinder 算法实验结果 

Problem Minima Found Fevals Gevals Time 
f1 6 6 1 598 2 187 0.02 
f2 49 49 1 723 2 975 0.08 
f3 400 400 17 404 41 849 7.07 
f4 1 024 927 2 53 071 2 790 955 190.16
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Table 4  Experimental results of GLLMA algorithm 
表 4  GLLMA 算法实验结果 

Problem Minima Found Fevals Gevals Time 
f1 6 6 6 371 983 0.02 
f2 49 49 4 015 1 592 0.07 
f3 400 400 54 172 24 855 6.99 
f4 1 024 1024 8 99 792 1 13 075 182.53

对实验数据进行分析并作小结: 
从表 2~表 4 的实验数据可以看出,GLLMA 算法具有很强的鲁棒性和稳定性: 
①  对所选取的 benchmark,它们包含的局部极小点数相差很大 ,在控制参数基本保持不变的情况下 , 

GLLMA 均能成功地找出所有目标函数的局部极小点; 
② 对于低维的 benchmark,Multistart,MinFinder 和 GLLMA 算法运行时间差距较小,但当维数大幅增加后, 

由于 Multistart 保证可行域内每个点被选中的概率为 1,从而需要非常多的初始点,导致算法可能无法在 
有限时间内找出问题的全部局部极小点;GLLMA 可以通过 G-度量将初始点分配在局部极小点密集的 
区域,提高了算法的效率; 

③ 在 GLLMA 算法中,由于计算 G-度量,增加了 Fevals 的计算次数.但实验结果表明,通过增加 Fevals 的计

算次数,可以有效地减少 Gevals 的计算次数,随着 benchmark 维数的增加,这一优势更加明显. 

4   总结与展望 

求出函数所有局部极小点问题,是优化问题中一类困难的问题.通过对国内外文献的查阅,目前尚未有可靠

和有效的解决方法.Minfinder算法仅仅依赖于平均半径来减少局部优化算法的运行次数.在此基础上,我们提出

了一种刻划局部极小点分布情况的 G-度量.通过该度量,可以更加有效地分配初始点,减少局部搜索算法运行的

次数,数值实验为算法的正确性和有效性提供了依据.我们下一步的工作是针对高维复杂函数,结合进化算法等

随机性算法以及并行计算技术,设计出更为有效的算法,为超高维的复杂函数局部极小点问题提供可靠的解决

方案.同时,本文构造的 G-度量还可以应用在遗传算法、蚁群算法和粒子群算法等其他群智能算法中,以优化初

始种群在可行域中的分布. 
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