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Abstract:  Sorting is a kind of special problem in computer science. The flexibility of whose algorithm design 
tactics leads to the diversity of sorting algorithms. Based on the formal method PAR (partition-and-recur), an 
automated sorting algorithm generation is studied. The algebraic property of sorting problem is described, generic 
type components and algorithm components are formally developed, and domain specific language and a formal 
algorithm generative model are designed. Through replacing the generic identifiers with a few concrete operations a 
series of known and unknown sorting algorithms, such as quick sort, heap sort, shell sort, and increment select sort, 
etc., are automatically generated, which is supported by the enhanced program generation system. Through the 
super framework and underlying components, the reliability and productivity of domain specific algorithm have 
dramatically improved. 
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摘  要: 排序是计算机学科中的一类特殊问题,其算法设计策略的灵活性使得求解算法更具多样性.基于形式化

方法 PAR(partition-and-recur),研究了排序算法的自动生成问题.刻画了排序问题的代数性质,形式化构建了排序算

法领域的泛型类型构件和算法构件,建立了排序领域特定语言和算法生成形式化模型,以参数替换的方式自动生成

了一组排序算法,包括快速排序、堆排序、Shell 排序等典型的已知算法以及增量选择排序等若干未见于现有文献

的算法,并在程序生成系统中予以了实现.通过上层框架研究和底层构件支持,显著提高了特定领域算法的开发效率

和可靠性. 
关键词: 排序算法;自动生成;领域特定语言;形式化模型;PAR 方法 
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如何快速、高效地开发出具有高可靠性的软件系统,已成为计算机软件领域的紧迫课题.软件自动化是解

决该问题的重要途径[1−3],图灵奖获得者 Jim Gray[4]将它列为 21 世纪信息技术领域的 12 个重要研究目标之一.
文献[5]在 ACM FSE 会议上指出,软件自动化在未来软件工程中占据着重要的位置.软件自动化的核心是算法

的自动生成问题.算法设计,特别是精妙算法的设计,是软件开发中知识高度密集的创造性劳动.目前,人工智能

技术难以处理这类创造性劳动,现有的各种算法程序的优化技术也难以产生精妙算法.该领域的研究进展缓慢. 
由于通用的算法自动生成是很难的问题,人们往往研究某些特殊领域的算法自动生成.排序是计算机学科

中的一类特殊问题,可应用的算法设计策略的灵活性使得其求解算法更具多样性.从同一问题规约出发,不同的

问题分划和规约变换所导致结果算法的形式和性能差异尤为明显.这使得排序类算法的共性难以刻画,算法生

成的自动化程度和效果不理想.从一个更广泛的方面着眼,它是研究一般情况下如何着手解决计算机程序设计

问题的有价值的实例研究[6]. 
本文以前期研究形成的形式化方法 PAR(partition-and-recur)[7,8]为基础,对排序问题求解的规律进行了探

讨,刻画了排序问题的代数性质,在抽象层次建立了排序领域特定语言和算法生成的形式化模型,并使用 PAR 给

出了它们的实现;在进一步扩充的程序生成系统中,以十几种实际参数的替换自动生成了 20 余个已知和未知的

排序类算法程序,从而显著提高了算法的开发效率和可靠性. 
本文首先介绍相关工作.第 2 节刻画排序问题的代数性质.第 3 节对排序算法领域进行分析和设计,确定并

实现泛型类型构件和算法构件,建立领域特定语言和算法生成模型,并通过一个实例展示具体算法的生成过程.
第 4 节为本文结果提供系统支持.第 5 节给出总结和讨论. 

1   相关工作 

Backhouse[9]在程序正确性证明理论的指导下,分析冒泡/堆排序算法思想,构造出冒泡/堆排序的循环不变

式,进而非形式化推导出相应的 Pascal 子集描述的程序.类似地,在最弱前置谓词理论指导下,Dromey 等人[10,11]

归纳出适合程序推导的问题规约的标准,根据该标准来对后置断言加强约束,得到循环不变式和循环终止条件,
从而推导出使用卫式命令语言描述的直接选择排序、冒泡排序、插入排序及快速排序.基于 fold/unfold 变换规

则,Clark 等人[12]使用非形式化的一阶谓词逻辑表示规约和程序,开发了归并排序、插入排序、快速排序和选择

排序;Merritt 等人[13]通过对用户输入的表达算法设计策略的卷叠问题求解,得到用谓词子句集合表示的递归逻

辑程序;Broy[14]在直觉指导下,用 unfold、重排、fold 等规则开发了插入类、选择类、归并类等递归排序程序,
并消除递归得到迭代程序.Borges 等人[15]主要基于 Bird-Meertens 演算[16],从排序问题高阶规约出发,通过应用

融合和提升等一系列定理逐步推导出函数式的插入排序递归程序.Almeida[17]将 Haskell 语言描述的插入排序

算法作为排序问题的规约,通过系列变换开发了归并排序、堆排序和快速排序的函数式程序.Guttmann[18]使用

Haskell 语言作为规约语言和目标语言,从非确定性的规约出发,在半自动程序变换系统 Ultra[19]的支持下推导

了堆排序 .这些程序变换工作均先得到函数式或逻辑式语言程序 ,如有需要再将其变换到命令式语言程序 . 
Ward[20]使用最弱前置断言来证明程序求精,开发了用于证明递归和迭代程序终止性的定理,通过逐步求精和手

工验证得到一个快速排序算法.Smith[21,22]使用代数方法描述形式化规约,用 PVS 证明求精结果,开发了归并、快

速、插入和选择排序这 4 种算法 .目前 ,这些工作都只是产生了单个或几个已知排序算法 .虽然 Clark 和

Darlington[12]早就指出,通过推导已知算法来积累有关推导路径方面的经验,可望更改推导路径而发现新的算

法,但目前的研究仍只是导致了已知算法的产生. 
文献[23]提出,将生成式程序设计[24]作为实现自动程序设计的有效途径.目前,在使用生成式程序设计相关

技术开发算法程序方面开展了一些有限的工作.Idate 等人 [25]提出了一个称为表达式代码生成器(expression 
code generator)的系统,用于为数学公式自动产生计算代码;Nedunuri 等人[26]将问题规约和高阶算法理论相结

合,为最大子段和问题的 3 个变体分别推导了有效的 Haskell 算法.Rayside 等人[27]从程序员给出的定义了对象
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表示抽象视图的函数出发,利用反射机制,为 Java 语言的类中两个特定方法自动生成实现体,即对象等价性判断

方法 equals 和计算对象散列值的方法 hashCode.Batory 等人[28]提出一种面向特征的软件开发方法,将程序的功

能性定义为特征,以通过组合特征来自动化构建程序.Novak 等人[29]主要基于对泛型软件构件的重用来实现自

动程序设计,创建了一个泛型几何程序构件库,为几何计算自动生成程序.此外,Fu 等人[30]提出一种迭代的人工

智能规划途径,用以生成类参数化过程的泛型可重用规划,并与构件技术结合生成复杂代码. 
本文以 PAR 方法为基础,同时借鉴生成式程序设计相关技术,研究排序算法自动生成的问题.PAR 方法涵盖

了多种已知的算法设计技术,将它作为算法生成的统一方法,可以避免在现有各种算法设计方法间作出选择的

困难.它由自定义泛型算法设计语言 Radl、泛型抽象程序设计语言 Apla、系统的算法和程序设计方法学及顺

序软件开发平台(Apla 到 Java、C++等系列程序生成系统)组成.其中,Radl 语言的主要功能是描述算法规约、规

约变换规则以及算法,Apla描述抽象程序.基于所提出的问题求解序列递推关系的概念,使用 PAR开发算法程序

的全过程可分成功能规约构造、问题分划、规约变换、循环不变式开发和算法程序生成这 5 步,详见文献[7]. 
PAR 方法已形式化开发了很多具有说服力的算法程序,包括 Knuth 提出的二到十进制的转换算法[31]、

Hopcroft 和 Tarjan 发明的图平面性测试和生成算法[32]、循环置换乘方的线性算法[33]等等.此外,PAR 还应用于

装备保障领域,通过提出一类离散最优化问题的结构模型和算法推演技术,形式化求解了一系列典型的装备保

障算法[34]. 

2   排序问题的代数性质 

对于排序问题,可应用的算法设计策略非常灵活,采用不同的问题分划和规约变换,会得到形式和性能不同

的问题求解算法.但这些算法程序间存在的共性,使得我们可以对其进行数据抽象和功能抽象,分析算法类的共

性和可变性并建立其形式化模型.下面,我们从排序问题的代数性质上阐述这一点. 
首先,我们参考文献[35]分别给出了置换、复合的定义及定理 1. 
定义 1(置换). 设 S 是一个非空序列,从序列 S 到 S 的一个双射称为 S 的一个置换. 
对于一个具有 n 个元素的序列 S,将 S 上所有 n!个不同置换所组成的集合记作 Sn. 
定义 2(复合). 设π1,π2∈Sn,Sn 上的二元运算◦使得π1◦π2 表示对 S 的元素先应用置换π2,再应用置换π1 所得到

的置换,二元运算◦称为复合. 
定理 1. 〈Sn,◦〉是一个群,◦是 Sn 上的复合运算. 
排序问题是一个特殊的置换问题,它将一个初始无序的序列置换为有序序列.为确定起见,我们在下面只对

非降序排序问题进行讨论. 
定义 3(序抽取). 设 S={a1,a2,a3,…,an},T 为 S 的排序结果,O(ai)表示 ai 元素在 T 中的位置序号,1≤i≤n,定义

运算∇,有∇(S)={O(a1),O(a2),O(a3),…,O(an)},∇称为序抽取运算. 
对于一个具有 n 个元素的序列∇(S),将∇(S)上所有 n!个不同置换所组成的集合记作∇(S)n. 
定义 4(序复合). 在∇(S)n 上定义二元运算□,对任意α={x1,x2,…,xn},β={y1,y2,…,yn}∈∇(S)n,α□β={α[β[1]], 

α[β[2]],…,α[β[n]]},□称为序复合运算. 
例如,设 S={30,5,10,26,9},则有∇(S)={5,1,3,4,2};又设α={3,2,4,1,5},β={2,5,1,4,3}∈∇(S)n,则α□β={2,5,3,1,4}. 
定理 2. 〈∇(S)n,□〉是一个群,□是∇(S)n 上的序复合运算. 
证明: 
(1) 由定理 1,二元运算□在∇(S)n 上是封闭的; 
(2) ∀α,β,γ∈∇(S)n,∀t∈∇(S),设γ(t)=x,β(x)=y,α(y)=z,由于 

α□β[x]=α[β[x]]=α[y]=z. 
所以有, 

(α□β)□γ (t)=(α□β)[γ (t)]=(α□β)[x]=z. 
同样地,由于 
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β□γ[t]=β[γ[t]]=β[x]=y, 
所以, 

α□(β□γ)(t)=α[β□γ[t]]=α[y]=z. 
因此,(α□β)□γ=α□(β□γ); 
(3) 设πe={1,2,3,…,n}∈∇(S)n,∀α∈∇(S)n,有 

α□πe={α[πe[1]],α[πe[2]],…,α[πe[n]]}={α[1],α[2],…,α[n]}, 
πe□α={πe[α[1]],πe[α[2]],…,πe[α[n]]}={α[1],α[2],…,α[n]}. 

因此,α□πe=πe□α,∇(S)n 中存在幺元πe; 
(4) ∀α∈∇(S)n,必定存在着对应的α−1∈∇(S)n,使得α□α−1=α−1□α=πe. □ 
定理 3. 给定初始无序的序列 S,对其按非降序排列的过程就是求∇(S)逆元的过程. 
设将序列 S 中所有元素按非降序排列的结果为 T 序列,由定理 2 有∇(T)=πe(∈∇(S)n).基于此,有定理 3 成立. 

3   排序类算法生成模型 

基于以上代数性质,我们分析排序类算法的共性和可变性,确定了排序算法领域的实现构件以及它们之间

的依赖性,建立了体现算法间共性、参数化算法间差异性的算法程序生成模型,并使用 PAR 及算法形式化开发

策略[36]给出了构件的实现. 

3.1   领域分析和设计 

为确定起见,本文只对非降序排序问题进行讨论,它可描述为:将给定序列 a[0:n−1]中所有元素按非降序排

列.首先为该问题构造了一个如下所示的形式化算法规约: 
Specification1: sorting 
|[in n: integer; out a[0:n−1]: list of integer; aux b[0:n−1]: list of integer]| 
AQ1: n≥0∧a=b; 
AR1: sort(a,0,n−1)≡ord(a,0,n−1)∧perm(a[0:n−1],b[0:n−1]), 
ord(a,0,n−1)≡(∀k:0≤k<n−1:a[k]≤a[k+1]), 
perm(a[0:n−1],b[0:n−1])≡(∀i:0≤i<n:(Nj:0≤j<n:a[j]=a[i])=(Nk:0≤k<n:b[k]=a[i])); 
这里,b 是一个辅助变量,刻画了待排序序列的初始状态;a 刻画了终止状态,即结果序列.实际上,b 和 a 可看

成是对不同状态下同一个序列的描述.后置断言中,sort(a,0,n−1)的定义可理解为:对序列 a[0:n−1]排序,且排序结

果仍存于 a;ord(a,0,n−1)表示结果序列 a[0:n−1]有序;perm(a[0:n−1],b[0:n−1])使用了计数量词N来表示两个大小

相等的序列 a 和 b 互为置换,即即对于任意的 i,0≤i<n,序列 a 中值等于 a[i]的元素个数和序列 b 中值等于 a[i]
的元素个数相同. 

基于定理 3,对给定的初始序列 S 排序,也即求∇(S)逆元的过程可表示为 
31 2

31 2

1 2

1 2

... ,

( ) ( ) ( ) ... ( ) ,

m

m

m

m e

S S S S

S S S S

π ππ π

π ππ π π

′ ′′ ′⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→

∇ ⎯⎯→∇ ⎯⎯→∇ ⎯⎯→ ⎯⎯→∇ =
 

其中, iπ ′ ∈Sn,πi∈∇(S)n,i=1,2,...,m.因此,求∇(S)逆元的过程,实际上是通过对 S 的逐步置换,最后达到其序抽取结 

果为幺元的状态的过程.其中,应用不同的策略和技巧就可以获得不同的中间过程. 
把一个序列分成若干子序列,构成一个分段序列,这是有关序列运算中一个重要技巧,它可以把序列的运算

转化为若干子序列的运算,使运算更为简明.在上述求∇(S)逆元的过程中,可先将 S 分划成若干子序列,然后通过

对子序列的逐步置换使得 S 达到最终状态.而分划的方式则具多样性,或者按设定的子序列个数和大小将 S 直

接分段,或者将 S 预处理后再分划.对应到求解排序问题的过程,就是先将原问题分划成更小的子问题,然后通过

求解子问题来求解原问题.而问题的分划则通常是将原问题固定分划或函数分划成两个子问题来完成.固定分

划可以事先确定子问题的规模及内容,函数分划之前没有办法确定子问题的规模或内容,而是由某个分划函数
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的执行结果确定.为便于讨论,我们将固定分划求解排序问题的方式称为 DBP(determined bi-partition)方式.即在

某一个固定的位置将输入的待排序序列分裂成两个子序列,再分别对这两个子序列排序,从而将排序问题固定

分划成两个可预先确定的子问题.通过求解子问题,并合并它们的解来求解原问题;将函数分划求解排序问题的

方式称为 UBP(uncertain bi-partition)方式,即引入一个函数来分划出两个子问题,从而达到求解原问题的目的. 
H-增量排序采用了较特殊的固定分划方式,它将待排序序列按某个递减变量 h分裂成若干个小组,距离为 h

的元素在同一个小组中,然后对同组元素进行排序.当 h 递减到 1 时,整个序列构成一个小组,对其排序即得到原

问题的解. 
所用问题分划不同,求解子问题所得到的有序子序列和原问题解的关系也不同.DBP 方式求解得到的子问

题的解各自有序,而互相之间无序,尚需将子解归并成原问题解;UBP 方式下,由子解得到原问题解的方法则取

决于分划函数的性质;H-增量排序中,子解已直接构成原问题的解.在这个算法问题求解的过程中,包含着对序

列的分划操作、有序子序列的合并操作等操作,对其数据抽象可形成一个用于排序的序列类型.此外,UBP 方式

下的堆排序是在序列结构的基础上组建一个堆进行问题求解. 
接下来,我们为上述分析中确定的概念和功能引入构件.广义上,可将构件定义为可复用的、较为独立的软

件单元,它可以有不同的大小和分类,即构件具有不同的粒度.根据上述对排序算法程序特定领域的分析,我们

将领域构件分为类型构件和算法构件,前者抽象出排序领域算法对序列的基本操作,如将序列分割为子序列、

有序性判断、有序子序列的合并、序列输入、输出等,并将数据及其上的这些操作封装成抽象数据类型;后者

则是对序列排序的功能抽象,其中会使用到类型构件提供的操作.为了提高构件的可复用程度,我们将构件的可

变部分参数化,即设计泛型化的类型构件和算法构件. 
根据上述 3 种求解排序问题的方式,我们设计了 3 个泛型算法构件 DBPSort,UBPSort 和 HSort,并将它们使

用的数据和基本操作封装成两个类型构件 SortingList 和 Heap.泛型算法构件 DBPSort 使用 DBP 方式来求解排

序问题,而 UBPSort 构件则使用 UBP 方式.HSort 使用某个增量序列划分原序列并对同组内的元素进行排序,
最终达到求解原问题的目的.类型构件 SortingList 提供分裂、合并、划分、h-增量插入等排序算法用到的基本

操作,并负责存储元素;Heap 构件根据堆的性质实现了有关操作.它们均可在 PAR 平台预定义类型构件的基础

上实现.用一条带箭头的连线表示一个构件对另一个构件的依赖关系,则上述构件间的依赖关系可描述成如图

1 所示,体现的主要思想是:一个给定层的构件需要下一层构件的某些服务.例如:Hsort,DBPSort 和 UBPSort 都使

用到 SortingList 提供的某些服务,而 UBPSort 还会使用到 Heap;SortingList 和 Heap 均使用序列构件 list 的服务,
此外, Heap 还使用二叉树类型构件 btree. 

 

 

 

 

Fig.1  Dependencies between components 
图 1  构件依赖关系 

PAR 平台 Apla 语言提供了自定义 ADT 机制和泛型程序设计机制,可以方便地描述领域概念,本文采用它

定义和实现构件建立排序算法领域的特定语言. 

3.2   模型形式化构建 

一个层的构件需要从低于它的直接或者间接层构件中获取信息,根据图 1,我们首先构建底层构件. 
list 为 Radl 和 Apla 中的预定义抽象数据类型.设 S 表示一个序列,则有 S[h],S[t]分别表示序列 S 的头元素和

尾元素,整型变量 h 和 t 为指针;S[i]表示序列 S 中的第 i 个元素;#S 计算序列 S 的元素个数;S:=[],将序列 S 置为
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空;S↑T 为并置运算,将序列 T 连接到序列 S 的后面,合成一新序列;S:=[e]↑S,S:=S↑[e],S:=S[h…i−1]↑[e]↑S[i...t],
分别将表达式 e 的值作为一元素插在序列 S 的最前面、最后面及 S[i−1]的后面;S:=S[h+1...t],S:=S[h...i−1]↑ 
S[i+1…t],分别删除序列 S 的头元素及第 i 元素 S[i]. 

btree 为预定义二叉树类型.设 t 为一个二叉树,则相关运算有:t:=%,表示将 t 置为空树;t.d 产生二叉树 t 的根

结点值;t.l 和 t.r 分别产生二叉树 t 的左子树和右子树. 
这两种类型已在 PAR 平台中实现.对于其他构件,我们基于 PAR 平台及相关形式化推导策略来实现它们,

从而保证构件的可靠性. 
3.2.1   类型构件 

我们使用 Apla 中的自定义 ADT 机制,基于预定义抽象数据类型 list 定义了 SortingList 类型,并结合 Hoare
公理化方法给出了它的形式化规约. 

Hoare 公理化方法用前置断言和后置断言来定义 ADT 的每个操作,这些定义构成一组公理,可用来验证使

用该类型的程序的正确性,保证用户正确使用该 ADT 及其操作,也为 ADT 的具体实现提供了依据.为了解决使

用前置断言和后置断言时遇到的新类型尚未定义的困难,Hoare 公理方法首先给出所定义类型的抽象表示,然
后用前、后置断言来刻画类型操作对于这种抽象表示的性质和行为. 

SortingList 抽象表示为序列类型 list,允许使用类型变量 elem 来参数化元素类型,其长度 size 若缺省,则表示

SortingList 为无界序列(详见附录 A).SortingList 中包含系列操作,其中的创建排序表、输出排序表等子过程的

实现比较简单,可以直接给出,而归并、分裂、划分等函数的实现将根据规约变换策略[36]由从规约出发的形式

化推导来得到.这里,我们仅概要列出 ordmerge 的形式化开发过程. 
为简单起见,记 ordmerge 函数返回的结果为 a,输入的排序表为 a1, 

ord(a,0,n−1)≡(∀k:0≤k<n−1:a[k]≤a[k+1]), 
即有 a[i:j]=ordmerge(a1,i,s,j).对于 ordmerge 规约中的 perm,我们有: 

perm(a1,a) 
≡{将量词 N 转换到∑}(∀i:0≤i<n:(∑j:0≤j<n∧a1[j]=a[i]:1)=(∑k:0≤k<n∧a[k]=a[i]:1)) 
≡{在 0≤s≤n−1 点范围分裂}(∀i:0≤i≤n−1:(∑j:0≤j≤s∧a1[j]=a[i]:1)+(∑j:s+1≤j≤n−1∧a1[j]=a[i]:1)= 

(∑k:0≤k≤n−1∧a[k]=a[i]:1)) 
≡{对两个∑量词分别应用范围分裂、单点范围分裂}(∀i:0≤i≤n−1:(∑j:a1[0]=a[i]:1)+(∑j:1≤j≤s∧a1[j]= 

 a[i]:1)+(∑j:a1[s+1]=a[i]:1)+(∑j:s+2≤j≤n−1∧a1[j]=a[i]:1)=(∑k:0≤k≤n−1∧a[k]=a[i]:1)) 
≡{对∀量词范围分裂.令∀量词的函数部分为 allF}(∀i:i=0:allF)∧(∀i:1≤i≤n−1:allF) 
≡{单点范围分裂}(∑j:a1[0]=a[0]:1)+(∑j:1≤j≤s∧a1[j]=a[0]:1)+(∑j:a1[s+1]=a[0]:1)+ 

(∑j:s+2≤j≤n−1∧a1[j]=a[0]:1)=(∑k:0≤k≤n−1∧a[k]=a[0]:1)∧(∀i:1≤i≤n−1:allF)⇐ 
{若 a1[0]≤a1[s+1],则 a[0]=a1[0];若 a1[0]>a1[s+1],则 a[0]=a1[s+1]} 
(a1[0]≤a1[s+1]∧a[0]=a1[0]∧perm(a1[1:s]↑a1[s+1:n−1],a[1:n−1]))∨ 
(a1[0]>a1[s+1]∧a[0]=a1[s+1]∧perm(a1[0:s]↑a1[s+2:n−1],a[1:n−1])) 

将上述结果代入 ordmerge 规约,有: 
a[0:n−1]=ordmerge(a1,0,s,n−1) 
⇐(ord(a1,0,s)∧ord(a1,s+1,n−1)→ord(a,0,n−1))∧ 

((a1[0]≤a1[s+1]∧a[0]=a1[0]∧perm(a1[1:s]↑a1[s+1:n−1],a[1:n−1]))∨ 
(a1[0]>a1[s+1]∧a[0]=a1[s+1]∧perm(a1[0:s]↑a1[s+2:n−1],a[1:n−1]))) 

⇐{合取对析取的分配律,卷叠}(a1[0]≤a1[s+1]∧a[0]=a1[0]∧a[1:n−1]=ordmerge(a1[1:s],a1[s+1:n−1]))∨ 
(a1[0]>a1[s+1]∧a[0]=a1[s+1]∧a[1:n−1]=ordmerge(a1[0:s],a1[s+2:n−1])) 

使用分支来描述上述结果,得到一般情况下 ordmerge 的递推关系: 
a[i:j]=ordmerge(a1[i:s],a1[s+1:j])⇐if a1[i]≤a1[s+1] then 
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a[i]=a1[i]∧a[i+1:j]=ordmerge(a1[i+1:s],a1[s+1:j]) else 
a[i]=a1[s+1]∧a[i+1:j]=ordmerge(a1[i:s],a1[s+2:j]),0≤i≤j≤n−1,s=(i+j)/2 
递推关系体现了归并两个有序段成一个有序段的算法思想,据此可以得到其 Radl 算法和 Apla 程序.在预定

义抽象数据类型 btree 的基础上,我们实现了带类型参数的泛型最小堆 Heap,这里均不再详列. 
3.2.2   算法构件 

从 Specification1 出发,我们使用 PAR 方法,按 DBP 方式形式化推导出泛型算法构件 DBPSort 的实现,并由

推导过程得到其中泛型参数的约束.此外,按照 UBP 方式或 H-增量排序的分划方式,可分别形式化推导出

UBPSort 和 HSort 的实现.这里,概要给出 DBPSort 的开发过程,对于后两者仅于附录列出开发结果. 
引进一个 split 函数来给出分裂的位置,其规约如下: 
Specification2: split 
|[in a: SortingList; out s: integer]| 
AQ2: a≠[]; 
AR2: s=split(a[0:n−1]) s.t. a.h≤s<a.t. 
则原问题分划为 sort(a,0,n−1)≡F(sort(a1,0,s),sort(a1,s+1,n−1)).这里:F 是待确定的函数;a1 是一个中间序列

变量,表示序列 a 的中间状态. 
假设 sort(a1,0,s)和 sort(a1,s+1,n−1)这两个子问题已求解,接下来,我们通过规约变换来构造 F: 
sort(a,0,n−1)≡ord(a,0,n−1)∧perm(a[0:n−1],b[0:n−1]) 

≡{将 b 序列在 s 处分成两个子序列}ord(a,0,n−1)∧perm(a[0:n−1],b[0:s]↑b[s+1:n−1]) 
⇐{引入 a1 来表示序列 a 的中间状态,满足 perm(a,a1)} 

ord(a,0,n−1)∧perm(a1[0:s],b[0:s])∧perm(a1[s+1:n−1],b[s+1:n−1])∧perm(a,a1) 
⇐{ord(a1,0,s)∧ord(a1,s+1,n−1)∧(ord(a1,0,s)∧ord(a1,s+1,n−1)→ord(a,0,n−1))} 

ord(a1,0,s)∧ord(a1,s+1,n−1)∧(ord(a1,0,s)∧ord(a1,s+1,n−1)→ord(a,0,n−1))∧ 
perm(a1[0:s],b[0:s])∧perm(a1[s+1:n−1],b[s+1:n−1])∧perm(a,a1) 

≡{卷叠}sort(a1,0,s)∧sort(a1,s+1,n−1)∧(ord(a1,0,s)∧ord(a1,s+1,n−1)→ord(a,0,n−1))∧perm(a,a1) 
引入一个新函数 merge,满足上述结果中除 sort 外的谓词,并将 merge 函数的结果存放在序列 a 中,则有递

推关系: 
 sort(a,0,n−1)⇐sort(a1,0,s)∧sort(a1,s+1,n−1)∧a[0:n−1]=merge(a1[0:s],a1[s+1:n−1]) (1) 

a[0:n−1]=merge(a1[0:s],a1[s+1:n−1]), s.t. (ord(a1,0,s)∧ord(a1,s+1,n−1)→ord(a,0,n−1))∧perm(a1,a) 
我们详细列出 merge 函数的规约如下: 
Specification3: merge 
|[in n, s: integer; a1[0:n−1]: SortingList; out a[0:n−1]: SortingList]| 
AQ3: n≥0∧0≤s<n∧a=a1; 
AR3: a[0:n−1]=merge(a1,0,s,n−1)≡(ord(a1,0,s)∧ord(a1,s+1,n−1)→ord(a,0,n−1))∧perm(a1[0:n−1],a[0:n−1]); 

这里的 ord 和 perm 谓词的定义与 Specification1 中的相同. 
将 split 和 merge 函数定义为操作参数,在公式(1)、split 规约及 merge 规约的基础上,可以得到泛型 Radl 算

法(略).接下来,我们使用循环不变式开发新策略,开发 DBPSort 算法程序的循环不变式,并为获得高效率的非递

归 Apla 程序做好准备.将每个子问题表示成有序对(i:j)的形式,(i:j)确定了进行排序的序列段范围,并将它看成

一个长度为 2 的序列[i,j].定义两个序列变量 q 和 S,q 序列长度为 2,q[h]和 q[t]分别存放当前待排序序列段的起

始位置和结束位置,即 sort(a,q[h],q[t])为当前正准备解决的子问题;S是一起堆栈作用的序列变量,用于存放没有

排序而尚待排序的序列段.S 的内容由下面定义的函数 F 递归给出: 
(1) F([])=[]; 
(2) F(q↑S)=sort(a,q[h],q[t])→merge(a[q[h]:q[t]],F(S)). 
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这里的箭头“→”表示先求解子问题 sort(a,q[h],q[t]),再将其解 a[q[h]:q[t]]与 F(S)的解归并得到有序结果.根
据所得的递推关系以及上述定义,我们可构成如下所需的循环不变式: 

ρ: sort(a,0,n−1)≡a[0:n−1]=merge(a[0:q[h]−1],sort(a,q[h],q[t])→merge(a[q[h]:q[t]],F(S))). 
由 Radl 算法和循环不变式,可归纳得到非递归的 DBP 分划求解排序问题的 Apla 抽象程序(见附录 B). 
通过提供具体的问题分划函数和合并函数,分别实例化 DBPSort 的分划函数参数 split 和合并函数参数

merge,就可以生成系列不同的基于 DBP 分划的排序算法程序.为保证泛型程序实例化的正确性,必须对泛型参

数进行约束.抽象排序算法推导过程提供的 split 函数规约 Specification2 和 merge 函数的规约 Specification3 就

起到约束泛型参数的作用.即只有分别满足这两个规约的具体子程序才能用来替换 DBPSort 中的子程序参数. 
算法构件 UBPSort 带有一个分划函数参数 partition,该参数规约来自于形式化推导过程,起到对泛型参数

约束的作用.通过形式化推导可得到基于 UBP 分划求解排序问题的非递归 Apla 抽象子过程(见附录 B). 
算法构件 HSort 将计算增量序列的函数和组内元素排序的函数定义为操作参数(见附录 B). 

3.3   小结与实例 

抽象是对付复杂性的有效方法.基于定理 3,我们借助领域工程的概念和方法,对排序类算法进行分析和抽

象,将算法间的差异性,如问题分划方式、子解的组合等,作为泛型构件的参数来定义泛型算法构件,并使用前后

置断言描述参数的性质和行为;而将使用到的数据类型以及基本操作抽象成泛型类型构件,建立了约束条件下

由类型构件实例化算法构件生成算法程序的模型,有效支持领域算法程序生成.我们确定并通过 PAR 方法实现

了带分划和归并两个函数参数的泛型算法构件 DBPSort、带一个分划函数参数的泛型算法构件 UBPSort、实

现增量排序的泛型算法构件 Hsort、带类型参数的泛型 SortingList 类型构件以及带类型参数的泛型 Heap 类型

构件. 
在得到 Apla 描述的构件后,容易使用 PAR 平台将其变换成 Java,C++等可执行语言级构件,从而建立高可靠

领域构件库.使用 Apla 提供的泛型实例化机制组合这些构件,以参数替换的方式可自动生成排序领域的问题求

解算法程序. 
这里,我们给出一个特定排序算法生成的实例.使用 SortingList 中提供的计算增量函数 geth2 和分组选择函

数 hselect 实例化算法构件 HSort,可生成使用增量序列{n/2,n/4,…,1}来分组待排序序列,并采用选择排序对组内

元素排序的增量选择排序算法 selectHsort1,加上类型定义、变量定义、输入 /输出语句等程序要素 ,调用

selectHsort1 进行排序的 Apla 算法程序示例如下: 
program selectHsort; 
const n=10; 
ADT intSortingList: new SortingList(integer,n); 
var intL: intSortingList; 
procedure selectHsort1: new HSort(intL.geth2,intL.hselect); 
begin 

intL:=intL.create(⋅); 
selectHsort1(intL); 
intL.output(intL); 

end. 
一个函数只要满足 HSort 中参数 geth 的规约,就可以用来计算增量序列,从而基于 HSort 产生不同的增量

排序算法.下面给出另外两种: 
• procedure selectHsort2: new HSort(intL.geth22,intL.hselect); 
• procedure selectHsort3: new HSort(intL.knuthgeth,intL.hselect); 
这 3 种算法均根据增量计算函数提供的增量 h 将待排序序列中等距离者放入一个小组,并使用选择排序对

同组元素排序.下面我们仅对 selectHsort1 算法作简要的分析. 
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首先,对于 SortingList 中 h-增量选择函数 hselect 的实现,较之选择排序,差别在于循环体中变量变化的步长

为 h 而不是 1.因此,元素间的比较次数是一个有关 h 的函数 f. 
21 2 1 ( 1 ) ( 1) ( 2) ( )( 1 ) 1 1 1( ) .

2 2 2 2
n n n n h n n h n h n h n nf h h

h h h h h h
⎛ ⎞− − − − − − − + − +…+ − − + −

= + + …+ = = = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

增量计算函数 geth2 产生 h 递减序列{n/2,n/4,...,1},因此,selectHsort1 算法的总比较次数 T(n)为 
2

22 22 4 1 log 5 log 3(1) 1 1 .
2 4 2 2 2 4 2 2
n n n n n n n n nf f f n

n n
⎛ ⎞− − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +…+ = + +…+ − + +…+ + = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

此外,增量选择排序算法 selectHsort1 是不稳定的.例如,当 n=4、初始序列为 5,5,2,6 时,经过 selectHsort1 排

序后,前后两个 5 的位置将颠倒过来. 
该算法是经形式化开发得到的算法构件 HSort 和类型构件 SortingList 满足泛型约束下的组合而产生的,

从而有效地保证了该算法的正确性.我们通过 Apla-Java程序生成系统自动生成了相应的 Java 程序,经实际运行

检测,程序的运行结果与预期一致. 
显然,基于 HSort 构件,提供以其他方法来计算增量的函数,还可以生成这里未列出的分组排序算法. 
图 2 展示了部分排序算法程序的生成过程.可以看出,同样的实际参数,通过不同的组合可生成不同的具体

算法,说明我们的模型具备较强的生成能力. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.2  Generation process for some of the sorting algorithmic programs 
图 2  部分排序算法程序的生成过程 

我们使用 PAR 和相应的算法形式化开发策略来形式化地设计和生成泛型类型构件及算法构件,并得到其

中泛型参数的约束.由此,使用满足泛型参数约束的形式化开发的子程序替换经形式化推导得到的泛型算法中

的参数,并在扩充的 Apla-Java 程序生成系统的支持下生成特定的排序算法程序,可以保证所生成算法程序的正

确性. 

4   系统支持的算法生成 

Apla-Java程序生成系统的目标是将Apla语言描述的程序自动转换成 Java程序.它由转换器和构件库组成,
目前支持自定义 ADT、泛型程序设计等机制.我们对其进行了扩充,以支持基于上述模型的特定排序算法生成. 

首先,我们将形式化方法开发的排序算法领域的 Apla 构件,经 Apla-Java 程序生成系统转换为 Java 构件,以
自扩展的方式建立一个称为 sortinglib 的排序算法领域构件库. 

Specification of list sorting, sort(a,0,n-1)

DBPSort(split,merge) UBPSort(partition)

insertsort binsort

selectionsort bubblesort heapsort

mergesort

(rightsplit, 
ordmerge)

(middlesplit, 
ordmerge)

(rightsplit, 
bininsert)

(leftsplit, 
ordmerge)

noname1 noname2 noname3

(thirdsplit, 
ordmerge)

(leftsplit, 
bininsert)

...

(elempar)

quciksort

(select)
(bubble)

(heappar)

...

different 
possibilities 
of partition

different 
possibilities of 
splitting and 

merging

HSort(geth,subsort)

(geth2, 
hinsert)

shellsort

(geth22, 
hinsert)

shellsort1

(knuthgeth, 
hinsert)

shellsort2

(geth2, 
hselect)

selectHsort1

...
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在转换器部分,扩充对新类型的识别以及对泛型构件的识别,并支持用以组合基本构件的泛型实例化语句

以及实例化后所得子程序的运行,使得在后台 sortinglib 构件库的支持下,通过书写抽象简洁的 Apla 语句,就可

以自动生成一个排序算法,从而简化了用户的工作量,显著提高了算法的开发效率和可靠性. 
在平台的支持下,我们自动生成了上述基于模型的各种特定排序算法的 Java 程序.经实际运行检测,程序的

运行结果均与预期相符.使用算法生成模型及系统来为排序问题生成系列具体的算法程序,不但可以提高算法

程序的可靠性和设计效率,而且通过揭示算法设计的决策,清晰地表达了算法怎样完成给定的任务,获得很好的

可读性和可维护性. 

5   总  结 

本文将形式化技术、泛型和生成式程序设计技术以及抽象数据类型机制综合应用于排序算法生成领域,
进行了形式化方法制导下的排序类算法自动生成的研究.通过刻画排序问题的代数性质,分析排序类算法的共

性和可变性,设计并形式化开发了泛型类型构件和算法构件,以参数的形式定义了排序领域算法间存在的差异

性,并使用前后置断言作为泛型约束机制刻画了其中操作参数的性质和行为,建立了领域特定语言和算法生成

模型.在扩充的 Apla-Java 程序生成系统的支持下,以参数替换的方式自动生成了归并排序、快速排序、堆排序、

Shell排序等 20余种典型的已知算法,以及增量选择排序等未见于现有文献的算法.通过高可靠上层框架和底层

构件满足约束条件下的组合及系统的支持,有效保证了生成算法程序的正确性,提高了算法程序的设计效率.而
通过十几种实际参数替换就可生成 20 余种算法,则说明了我们的模型和系统具备较强的生成能力.本文生成的

特定排序算法中包括多种无名算法,并且还存在着开发本文所列之外其他算法的可能.这说明该种生成途径确

实可以用于生成新的算法,而不只是解释或证明一些已知算法. 
我们已将该排序算法的生成方法成功地拓展应用于以置换为基础的其他类问题以及搜索问题,说明了本

文的算法自动生成方法扩展到其他类问题的有效性,并有望发展成求解一系列类似问题的方法.进一步的工作

还包括由算法生成模型实现 GUI,使得用户可通过勾选构件的方式来获取所需的特定算法. 
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附录 A. 类型构件规约 

SortingList 构件的部分规约如下: 
define ADT SortingList(sometype elem,[size]); 

type SortingList=private; 
function create(): SortingList; 
R: create=list(elem); 
function ordmerge(L:SortingList;l,s,r:integer):SortingList; 
Q: L≠[]∧l≤s≤r∧(∀k:l≤k<s:L[k]≤L[k+1])∧(∀k:s+1≤k<r:L[k]≤L[k+1]) 
R: (∀k:l≤k<r: ordmerge[k]≤ordmerge[k+1])∧perm(ordmerge,L[l:r]) 
function elempar(L:SortingList;l:integer;var p:integer;r:integer):SortingList; 
Q: L≠[]∧l<r 
R: l≤p≤r∧(∀k:l≤k≤p−1:elempar[k]≤elempar[p])∧(∀k:p+1≤k≤r:elempar[p]≤elempar[k])∧ 

perm(elempar,L) 
… 
function geth2(seed:integer,L:SortingList):integer; 
Q: L≠[]∧seed≥1 
R: geth2=seed/2; 
function geth22(seed:integer,L:SortingList):integer; 
Q: L≠[]∧seed≥1 
R: geth22=seed/2.2; 
function knuthgeth(seed:integer,L:SortingList):integer; 
Q: L≠[]∧seed≥1 
R: (seed=#(L)∧knuthgeth≤seed/3)∨(seed≠#(L)∧knuthgeth=(seed−1)/3) 
function hinsert(L:SortingList;h:integer):SortingList; 
Q: L≠[]∧h≥1 
R: (∀i:h≤i≤#(L)−1:hinsert[i−h]≤hinsert[i]) 
function hselect(L:SortingList;h:integer):SortingList; 
Q: L≠[]∧h≥1 
R: (∀i:0≤i≤#(L)−h−1:hselect[i]≤hselect[i+h]) 
function shellsublist(L:SortingList;h:integer):SortingList(SortingList); 
Q: L≠[] 
R: (∀i,j:0≤i<h∧0≤j<shellsublist[i].t−1:(∃m,n:0≤m<n<L.t∧L[m]= 

shellsublist[i][j]∧L[n]=shellsublist[i][j+1]:(n−m)=h)) 
procedure output(L:SortingList); 
Q: L≠[]; 

enddef; 
implement ADT SortingList(sometype elem); 

type SortingList=list(elem); 
… 
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endimp. 

附录 B. 算法构件实现 

(1) 算法构件 DBPSort 的 Apla 实现 
procedure DBPSort(somefunc split(b:SortingList):integer;somefunc merge(b:SortingList;l,s,r:integer): 

SortingList;var a:SortingList;left,right:integer); 
var p: integer; q: list(integer,2); S: list(list(integer,2)); 
begin 

S,q[h],q[t]:=[],left,right; 
do (q≠[]∧q[h]<q[t])→p:=split(q);q[t],S:=p,[p+1,q[t]]↑S; 

[](q≠[]∧q[h]≥q[t])→a[left:q[t]],q:=merge(a,left,q[h],q[t]),[]; 
[](q=[]∧S≠[])→q,S:=S[h],S[h+1...t]; 

od; 
end; 
(2) 算法构件 UBPSort 的 Apla 实现 
procedure UBPSort(somefunc partition(b:SortingList;l:integer;var p:integer;r:integer):SortingList;var a: 

SortingList;left,right:integer); 
var p: integer; q: list(integer,2); S: list(list(integer,2));  
begin 

S, q[h], q[t]:= [], left, right; 
do (q[h]<q[t])→a[q[h]:q[t]]:=partition(a,q[h],p,q[t]); 

q[t],S:=p−1,[[p+1,q[t]]]↑S; 
[](q[h]≥q[t]∧S≠[])→q,S:=S[h],S[h+1...t]; 
od; 

end; 
(3) 算法构件 HSort 的 Apla 实现 
procedure HSort(somefunc geth(seed:integer;b:SortingList):integer;somefunc subsort(b:SortingList;h:integer): 

SortingList;var a:SortingList); 
var d: integer; 
begin 

d:=geth(#(a),a); 
do (d≥1)→a:=subsort(a,d);d:=geth(d,a);od; 

end. 
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