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Abstract:  The counterpart theory is a theory of first-order logic. Lewis interprets modal claims by using a 
translation from quantified modal logic into the counterpart theory. However, Lewis's translation does not preserve 
the unsatisfiability of formulas. In this paper, an extended semantics for quantified modal logic is introduced, and 
the corresponding connection between models of the quantified modal logic and models of the counterpart theory is 
given. Based on the semantics, a faithful and full translation from quantified modal logic to the counterpart theory, 
which preserves the satisfiability and the unsatisfiability of formulas, is also established. Furthermore, since the 
counterpart theory is sound and complete, and the soundness and the completeness are preserved by the faithful and 
full translation, the quantified modal logic is also sound and complete. 
Key words: quantified modal logic; counterpart theory; faithful and full translation 

摘  要: 对应物理论(counterpart theory)是一阶逻辑的一种理论.Lewis 利用谓词模态逻辑到对应物理论的翻译来

研究谓词模态逻辑的性质,但是Lewis 的翻译存在把不可满足的公式翻译为可满足公式的情况.针对这个问题,提出

了一种扩展语义的谓词模态逻辑,建立了扩展语义后谓词模态逻辑模型与对应物理论模型的一一对应关系,并在此

基础上建立了谓词模态逻辑到对应物理论的语义忠实语义满翻译(faithful and full translation),其可确保将谓词模态

逻辑的可满足公式和不可满足公式分别翻译为对应物理论的可满足公式和不可满足公式.由对应物理论是可靠的、

完备的一阶逻辑的理论且语义忠实语义满翻译保持可靠性和完备性,进一步证明了扩展语义的谓词模态逻辑也是

可靠和完备的. 
关键词: 谓词模态逻辑;对应物理论;语义忠实语义满翻译 
中图法分类号: TP18   文献标识码: A 

模态逻辑是逻辑学的一个重要分支,它是研究模态推理形式及其规律的逻辑.模态逻辑的基本体系包括命
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题模态逻辑和一阶模态逻辑.其中,命题模态逻辑是在经典的命题逻辑基础上增加两个模态算子——必然算子

和可能算子所得到的,一阶模态逻辑是在一阶逻辑的基础上增加必然算子和可能算子所得到的.与命题模态逻

辑相比,一阶模态逻辑不仅要研究命题之间的形式结构,还要研究命题内部的形式结构. 
作为知识表示的一种形式化工具,命题模态逻辑在计算机科学中有广泛的应用.比如,在程序设计语言的基

础理论使用的时态逻辑[1],在程序的正确性验证使用的动态逻辑[2],在多主体系统中表示主体的认知状态和行

为的 BDI 逻辑[3],验证通信协议安全性的 BAN 逻辑[4],验证系统规范性的道义逻辑[5]等等,这些都是模态形式的

逻辑. 
与命题模态逻辑在计算机科学的广泛应用相比,谓词模态逻辑的实际应用则相对较少.造成这一问题的主

要原因之一是目前基于可能世界语义模型的谓词模态逻辑的研究还有很多的问题,比如: 
• 跨可能世界相等(trans-world identity):如何表示和限制两个不同可能世界中的两个对象是相等的; 
• 不存在对象:如何表示不存在对象具有性质,比如凤凰是鸟,因而有羽毛; 
• 多个对应物:一个对象在另一个可能世界中变成了两个对象,比如 Cup/TCup 问题; 
• 部分存在对象:如何表示一个对象在某些可能世界中是存在的,在另一些可能世界中是不存在的,比如

Lump/Statue 问题、自然人的表示. 
在上述这些问题中,跨可能世界相等问题是目前谓词模态逻辑研究中所面临的一个重要问题.为了解决跨

可能世界相等问题,Lewis[6,7]提出了对应物理论(counterpart theory),其基本思想是,通过建立谓词模态逻辑到对

应物理论的翻译(转换、归约),从而把谓词模态逻辑的命题归约为对应物理论的命题,再通过给出对应物理论命

题的解释,从而得到原谓词模态逻辑命题的解释.Hazen[8]发展了 Lewis 的工作,提出了谓词模态逻辑的对应物语

义(counterpart semantics).对应物语义是在原可能世界语义中的增加对应物关系所得,由对应物关系来刻画可能

世界中的对象之间的关系 .Hazen 还指出 ,由于对应物理论的语义比可能世界语义具有更大的灵活性 ,所以

Lewis 给出的谓词模态逻辑到对应物理论的翻译,存在把谓词模态逻辑中不可满足的公式翻译为对应物理论可

满足公式的情况. 
此后,对应物理论及对应物语义的研究分为两个方面开展:一方面,Corsi[9]从形式上对谓词模态逻辑的对应

物语义进行了深入的分析,Brauner 和 Ghilardi[10]讨论了在对应物语义下的谓词模态逻辑的公理化问题,Kracht
和 Kutz[11,12]发展了对应物语义 ,提出了对应物框架 (counterpart frame)和关联性框架 (coherence frame), 
Belardinelli[13]比较若干一阶模态逻辑系统在对应物语义和可能世界语义下完备性证明的差别;另一方面,为了

解决谓词模态逻辑到对应物理论翻译存在的问题,Forbes[14]和 Ramachandran[15]又分别给出修改的谓词模态逻

辑到对应物理论的翻译.但是,Fara 和 Williamson[16]举例指出,即使是修改了的翻译,也不可能避免将不可满足公

式翻译为可满足公式的情形. 
随着对应物理论及对应物语义的研究不断深入,其研究的结果已经逐渐地应用到了计算机科学中的若干

领域.比如,解决多主体系统推理中的命名范围和多重指称问题[17],避免逻辑全知(logical omniscience)问题[18,19],
运用基于对应语义的一阶时态逻辑说明堆演变 (heap evolution)的时态性质 [20]以及克服模型检测 (model 
checking)中的状态爆炸问题[21]等等. 

谓词模态逻辑到对应物理论的翻译是本文所要研究的问题.逻辑之间翻译本身是一个复杂的过程,到目前

为止还没有一个公认的判定一个逻辑翻译好坏的标准.同时,保持可满足性和不可满足性是翻译的基本要求. 
设σ是一个逻辑(源逻辑)到另一个逻辑(目标逻辑)的一个翻译,为了确保源逻辑的可满足公式和不可满足公式

分别翻译为目标逻辑的可满足公式和不可满足公式 ,我们在文献 [22]提出了逻辑之间翻译的语义忠实性

(faithfulness)和语义满性(fullness): 
• 语义忠实性:对任意的公式ϕ源逻辑的模型 M 和赋值 v,M,v 满足ϕ,当且仅当翻译后的模型σ(M)和赋值

σ(v)也满足翻译后的公式σ(ϕ); 
• 语义满性:对任意的公式ϕ,对任意的目标逻辑的模型 M′和赋值 v′,如果 M′,v′满足翻译后的公式σ(ϕ),则

总存在ϕ的可满足模型 M 和赋值 v,使得σ(M)=M′,σ(v)=v′. 
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翻译的语义忠实性确保源逻辑的可满足公式翻译为目标逻辑的可满足公式.语义满性是要求目标逻辑每

一个满足ϕ′的模型和赋值,都能在源逻辑中找到相应的模型和赋值满足ϕ.同时,具备语义忠实性和语义满性的

翻译将源逻辑的可满足公式和不可满足公式分别翻译为目标逻辑的可满足公式和不可满足公式.比如,二阶逻

辑在标准语义下到一阶逻辑的翻译是一个语义忠实的但不是语义满的翻译.Boolos[23]曾指出,二阶逻辑公式到

一阶集合论公式的翻译没有把二阶永真公式翻译为集合论的定理.如果将二阶逻辑语义的由标准语义扩展为

Henkin 语义[24],那么可以建立二阶逻辑到一阶逻辑具备语义忠实性和语义满性的翻译. 
在文中,如果一个翻译同时具备语义忠实性和语义满性,那么我们称这样的翻译是语义忠实语义满翻译

(faithful and full translation).在对应物理论中,Lewis 试图用对应物关系来表达对象跨可能世界相等关系,但是由

于对应物理论中包含的 8 条公理给对应物关系的限制是宽松,所以当论域中的一个对象拥有多个对应物时,就
会有谓词模态逻辑中的跨可能世界相等关系无法与对应物关系建立一一对应,也就导致了谓词模态逻辑的不

可满足公式翻译为对应物理论的可满足公式的情况. 
为了解决上述问题,本文提出了一种扩展语义的谓词模态逻辑,其基本思想是,在谓词模态逻辑的模型中引

入以论域和两个可能世界集合的笛卡尔乘积为定义域、论域的幂集为值域的三元函数 f,由此,可能世界 w 中某

个对象在可能世界 w′中的对应物就可以显示地表达为该对象在 w 和 w′下函数 f 的像.利用函数 f 模拟对应物理

论的对应物关系,从而确定在扩展语义下的可变论域非刚性模型(varying domain non-rigid model)与对应物理

论模型的一一对应关系,建立扩展语义的谓词模态逻辑到对应物理论的语义忠实语义满翻译.更进一步地,我们

还证明了如果源逻辑到目标逻辑之间存在语义忠实语义满翻译,并且对任意的源逻辑的公式,上述翻译对否定

联结词满足分配性,那么目标逻辑的可靠性和完备性蕴含源逻辑的可靠性和完备性.由这一结论,证明了引入函

数的扩展语义的谓词模态逻辑是可靠的和完备的. 
本文第 1 节简要给出对应物理论、谓词模态逻辑、Lewis 翻译以及语义忠实语义满翻译的介绍.第 2 节给

出谓词模态逻辑到对应物理论和二阶逻辑到一阶逻辑两种翻译的简要比较.第 3 节讨论谓词模态逻辑和对应

物理论的语义不对称性并给出扩展的谓词模态逻辑的语义.第 4 节建立扩展语义下的谓词模态逻辑到对应物

理论的语义忠实语义满翻译.第 5 节讨论扩展语义的谓词模态逻辑的可靠性和完备性.第 6 节是结论. 

1   预备知识 

本节首先介绍 Lewis的对应物理论,然后给出谓词模态逻辑的语法和语义,最后给出Lewis的谓词模态逻辑

到对应物理论的翻译以及语义忠实语义满翻译的定义. 

1.1   对应物理论 

对应物理论是一阶逻辑的一个理论,它是在一阶逻辑的基础上增加下列 4 个特殊谓词符号: 
• W(x):x 是可能世界; 
• I(x,w):x 在可能世界 w 中; 
• A(x):x 在现实世界中; 
• C(x,y):x 是 y 的对应物. 
通过上述 4 个特殊谓词,对应物理论可以显式地表达可能世界语义中对象跨可能世界相等,以及某个可能

世界中的对象在其他可能世界对应物的形式存在.对应物理论还包括下列 8 条公理: 
P1. ∀x∀y(I(x,y)→W(y)):任何对象只能在可能世界中出现; 
P2. ∀x∀y∀z(I(x,y)∧I(x,z)→y=z):任何对象不能出现在不同的可能世界中; 
P3. ∀x∀y(C(x,y)→∃zI(x,z)):任何成为某物的对应物的对象必定存在某个可能世界中; 
P4. ∀x∀y(C(x,y)→∃yI(y,z)):任何拥有对应物的对象必然存在某个可能世界中; 
P5. ∀x∀y∀z(I(x,y)∧I(z,y)∧C(x,z)→x=z):同一可能世界的不同对象不能具有对应物关系; 
P6. ∀x∀y(I(x,y)→C(x,x)):在某个可能世界的对象的对应物是它本身; 
P7. ∃x(W(x)∧∀y(I(y,x)≡A(y))):存在某个世界,包含且仅包含现实事物; 
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P8. ∃xA(x):存在现实事物. 
这 8 条公理给对应物理论的模型作了隐含限制,给对应物关系 C 的限制是宽松的.即对应物关系不一定满

足传递性和对称性,并且某个可能世界中的对象在其他可能世界中允许拥有一个对应物、多个对应物或者没有

对应物. 

1.2   谓词模态逻辑 

谓词模态逻辑的模型可以分为常论域和可变论域两大类,再根据常量符号的解释是否随可能世界而变化、

变量符号的赋值是否随可能世界变化,又可以将谓词模态逻辑的模型作更细的分类,具体的细节见文献[25].文
献[25]中讨论的是可变论域非刚性模型即论域、常量符号的解释、变量符号的赋值均随可能世界变化,并假设

可能世界处处可达.以下给出谓词模态逻辑的形式定义: 
定义 1(谓词模态逻辑的语法). 谓词模态逻辑的语言L包含如下符号: 

(1) 常量符号:c0,c1,…; 
(2) 变量符号:x0,x1,…; 
(3) 谓词符号:p0,p1,…; 
(4) 逻辑联结词:¬,→; 
(5) 全称量词:∀; 
(6) 模态词:□. 
一个项 t 为常量符号 c 或变量符号 x.谓词模态逻辑的公式递归定义如下: 
• 原子公式 p(t1,…,tn),其中,p 为 n 元谓词符号,t1,…,tn 是项; 
• 如果ϕ,ψ是公式,则¬ϕ,ϕ→ψ,∀xϕ,□ϕ都是公式. 
定义 2(谓词模态逻辑的模型). 可变论域谓词模态逻辑的模型 M 是一个五元组(W,R,Dw,w0,I),其中: 
• W 是可能世界的集合; 
• R=W×W 为可达关系; 
• Dw 是可能世界 w 的论域; 
• w0∈W 是现实世界; 
• I 是解释函数,满足: 

ⅰ.对任何常量符号 c 和可能世界 w∈W,I(c,w)∈Dw; 

ⅱ.对任何 n 元谓词符号 p 和可能世界 w∈W,I(p,w)⊆ n
wD . 

一个赋值函数 v,使得对任何变量符号 x 和可能世界 w∈W,v(x,w)∈Dw.给定一个项 t 和可能世界 w,项 t 在赋

值 v 和解释 I 作用下取值为 

, ( , ),  
( ) .

( , ),  
I v I c w t c

t w
v x w t x

=⎧
= ⎨

=⎩

如果

如果
 

定义 3. 给定公式ϕ在模型 M,可能世界 w 和赋值 v 下可满足递归定义如下: 

(1) (M,w)Bvp(t1,...,tn),当且仅当 , ,
1( ( ),..., ( )) ( , )I v I v

nt w t w I p w∈ ; 

(2) (M,w)Bv¬ψ,当且仅当(M,w)Hvψ; 
(3) (M,w)Bvψ→θ,当且仅当如果(M,w)Bvψ,则(M,w)Bvθ; 
(4) (M,w) Bv∀xψ(x),当且仅当对任意 a∈Dw,(M,w)Bvψ(x/a); 
(5) (M,w)Bv□ψ,当且仅当对任意 w′∈W,(M,w′)Bvψ. 

1.3   Lewis的翻译 

Lewis 的翻译是仅限于谓词模态逻辑到对应物理论的语法部分,对任意公式ϕ和可能世界 w,Lewis 的翻译

递归定义如下: 
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这里 
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如果 =
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Lewis 翻译的一个特点是消去谓词模态逻辑公式中的模态词,从而把带模态词的句子转换为一阶的句子.
例如下列自然语言的句子:每一个人是必然不可能逃避死亡的.形式化为谓词模态逻辑的句子: 

∀x□(Human(x)→Death(x)), 
翻译为对应物理论的句子: 

∀x(A(x)→∀w(I(t,w)∧C(t,x)→(Human(t)→Death(t)))). 
在对应物理论中,上述一阶句子理解为:每一个现实世界的人 x,在可能世界 w 的对应物 t 是不可能逃避死 

亡的. 
严格地说,我们在这里假设谓词模态逻辑的模型 M 中的可能世界集合 W 到对应物理论的可能世界变元集

合之间存在一个满单射 f,f(w)可以看作是 W 中的元素 w 语义语法化后的对象.根据上述假设,σ定义为 

1 1

0

0
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n np t t p t t
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σ ψ

σ ϕ

¬
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0 0
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⎪⎩

 

这里, 
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⎪⎩

 

这里,f − 1 表示 f 的逆函数. □ 

1.4   语义忠实语义满解释 

任意给定两个逻辑 S,S′,下面从一个翻译必须同时保持公式的可满足性和不可满足性这一基本要求出发,
给出语义忠实语义满翻译的定义. 

定义 4. 设σ是 S 到 S′的一个翻译,如果σ还满足如下两个条件: 
(1) 对于任意给定的 S 上的公式ϕ、模型 M、赋值 v 都有 

(M,v)Bϕ,当且仅当(σ(M),σ(v))Bσ(ϕ). 
(2) 对于任意给定的 S 上的公式ϕ、任意的 S′的模型 M′、赋值 v′都有:如果(M′,v′)Bσ(ϕ),那么存在 S 的模 

 型 M 和赋值 v,使得 
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(M,v)Bϕ并且σ(M)=M′,σ(v)=v′. 

则称σ是一个语义忠实语义满翻译. 
定义 4 要求源逻辑的任意一个公式翻译为目标逻辑的一个公式.由谓词模态逻辑到对应物理论的翻译,这

样的翻译是将谓词模态逻辑的一个公式ϕ在一个模型 M=(W,R,Dw,w0,I)的一个可能世界 w 中的真值性翻译到对

应物理论中的一个公式.所以,定义 4 中的映射σ应理解为带参数的翻译.  
由定义 4 可知,公式的可满足性和不可满足性在语义忠实语义满的翻译下被保持. 
命题 1. 如果σ是 S 到 S′的一个语义忠实语义满翻译,那么对 S 的任意公式ϕ,ϕ在 S 中可满足当且仅当σ(ϕ)

在 S′中可满足.  
命题 2. 如果σ是 S到 S′的一个语义忠实语义满翻译,那么对 S的任意公式ϕ,ϕ在 S中不可满足当且仅当σ(ϕ)

在 S′中不可满足. 
证明:假设ϕ在 S 中不可满足但是σ(ϕ)在 S′中可满足,那么存在模型 M′和赋值 v′,使得(M′,v′)Bσ(ϕ).由语义忠

实语义满翻译的条件(2),就有:S 的模型 M 和赋值 v 使得(M,v)Bϕ,这与ϕ在 S 中不可满足矛盾;反之,若σ(ϕ)在 S′

中不可满足但是ϕ在 S 中可满足,那么存在 S 的模型 M 和赋值 v,使得(M,v)Bϕ.由语义忠实语义满翻译的条件(1),
就有(σ(M),σ(v))Bσ(ϕ),这与σ(ϕ)在 S′中不可满足矛盾. □ 

2   两种翻译的比较 

本节首先给出谓词模态逻辑与对应物理论的模型间对应关系,然后简要给出二阶逻辑到一阶逻辑的翻译,
最后从语法层和语义层两个方面对这两种翻译进行了简单的比较. 

2.1   谓词模态逻辑与对应物理论的模型间翻译 

任意给定一个谓词模态逻辑的模型 M=(W,R,Dw,w0,I)和赋值 v,相应地,对应物理论的模型构造如下: 
• ( { })ww W

U W D w
∈

′ = ∪ ×∪ ; 

• 1 1 1{(( , ),...,( , )) ( ) : , ,..., , ( ,..., ) ( , )}I n
n n w np a w a w U w W a a D a a I p w′ ′= ∈ ∈ ∈ ∈ ; 

• {(( , ), ) : }I
ww W

I a w w a D′
∈

= ∈∪ ; 

• WI′=W; 
• AI′=Dw×{w0}; 
• CI′={((a,w),(b,w′))∈(U′)2:w=w′并且 a=b,或者 w≠w′并且存在项 t,使得 tI,v(w)=a,tI,v(w′)=b}; 
• cI′=(I(c,w),w); 
• v′(x)=(v(x,w),w); 
• v′(w)=w. 

2.2   二阶逻辑到一阶逻辑的翻译 

设σ1 是二阶逻辑到一阶逻辑的一个翻译.由于二阶逻辑可以用来描述论域中一阶对象的性质、二阶对象的

性质以及一阶对象和二阶对象之间的关系,所以需要在一阶逻辑语言基础上添加如下 3 个特殊谓词符号: 
• E:E(x)表示 x 是一个个体项; 
• S:S(y)表示 y 是一个集合项; 
• H:H(x,y)表示 x 是 y 的元素. 
任意给定一个二阶逻辑的公式ϕ,σ1 在公式间的翻译定义如下: 
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如果 =
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                            ( )X Xϕ ψ

⎧
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪

∀⎪⎩ 如果 =

 

其中,如果 ti 为个体项,则 ki(σ1(ti))=E(xi);如果 ti 为集合项,则 ki(σ1(ti))=S(yi). 
σ1 在语义层的翻译定义如下: 
任意给定一个二阶逻辑的模型 M 和赋值 v,构造一个一阶逻辑的模型 M′=(U′,I′)和赋值 v′,即 

(σ1(M),σ1(v))=(U′,I′,v′)=(M′,v′). 
其中, 

• U′=U∪2U; 
• (σ1(t1)I′,v′,...,σ1(tn)I′,v′)∈pI′,当且仅当 , ,

1( ,..., ) ( )I v I v
nt t I p∈ ,这里, 

, ( ),   
;

( ),  
iI v

i
i

v x t x
t

v X t X
=⎧

= ⎨ =⎩

如果

如果
 

• EI′=U; 
• SI′=2U; 
• v′(x)=v(x); 
• v′(y)=v(X); 
• (v′(x),v′(y))∈HI′,当且仅当 v(x)∈v(X). 

2.3   两个翻译的比较 

下面从语法和语义两个层面,比较二阶逻辑到一阶逻辑和谓词模态逻辑到对应物理论这两个翻译. 
2.3.1   语法层比较 

由翻译σ和σ1 容易证明,谓词模态逻辑到对应物理论和二阶逻辑到一阶逻辑的公式之间的翻译均是单射但

都不是满射;另一方面,翻译σ的公式之间的翻译都包含了谓词模态逻辑的语义信息,即可能世界 w 作为公式之

间翻译的参数,而二阶逻辑到一阶逻辑的翻译完全是在语法层面上的公式之间的对应. 
2.3.2   语义层比较 

由σ和σ1 在模型间的翻译,我们证明σ和σ1 在模型间的翻译是单射但都不是满射. 
命题 3. 二阶逻辑到一阶逻辑模型间的翻译σ1 是一个单射. 
证明:对任意两个二阶逻辑的模型 M1=(U1,I1),M2=(U2,I2),如果 M1≠M2,那么由二阶逻辑模型的定义就有:或

者 U1≠U2 或者 I1≠I2. 

• 如果 U1≠U2,那么由σ1 的语义层翻译就有 1 2
1 1 2 2 1 22 , 2 ,U UU U U U U U′ ′ ′ ′= ∪ = ∪ ≠ ,即σ1(M1)≠ σ1(M2); 

• 如果 I1≠I2,那么存在某个 n 元谓词符号 p,使得 I1(p)≠I2(p).由σ1 的语义层翻译就有 1 2I Ip p′ ′≠ ,即σ1(M1)≠ 
σ1(M2). □ 

接下来,我们证明σ1 模型间的翻译σ1 不是满射. 
命题 4. 二阶逻辑到一阶逻辑模型间的翻译不是满射. 
证明:令 M′=(U′,I′)是一个一阶逻辑的可数模型,即 M′的论域 U′是一个可数集.由σ1 在语义层的翻译得知,对

任意的二阶逻辑的模型 M,σ1(M)的论域或者是有限集或者是不可数集,所以不存在二阶逻辑的模型σ1翻译后等

于 M′.即二阶逻辑到一阶逻辑在语义层的翻译不是满射. □ 

命题 5. 谓词模态逻辑到对应物理论的模型间翻译σ是一个单射. 
证明:对任意两个谓词模态逻辑的模型 M1=(W1,R1,Dw,1,w0,I1)和 M2=(W2,R2,Dw,2,w0,I2).如果 M1≠M2,那么由谓
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词模态逻辑模型的定义就有:或者 W1≠W2 或者 R1≠R2 或者 Dw,1≠Dw,2 或者 I1≠I2. 
• 如果 W1≠W2,那么由σ的语义层翻译就有 1 2U U′ ′≠ ; 
• 如果 R1≠R2,那么 W1≠W2,于是就有 1 2U U′ ′≠ ; 
• 如果 Dw,1≠Dw,2,那么由σ的语义层翻译就有 1 2U U′ ′≠ ; 

• 如果 I1≠I2,那么或者存在某个 n 元谓词符号 p,使得 I1(p,w)≠I2(p,w);或者存在某个常量符号 c,使得

I1(c,w)≠I2(c,w): 
• 如果 I1(p,w)≠I2(p,w),那么由σ的语义层翻译就有 1 2 ;I Ip p′ ′≠  

• 如果 I1(c,w) ≠I2(c,w),那么由σ的语义层翻译就有 1 2 .I Ic c′ ′≠  □ 
命题 6. 谓词模态逻辑到对应物理论的模型间翻译σ不是满的. 
证明:令 N′=(U′,I′),其中, 0 1 2 1 2( { }), { , , }, { , }w ww W

U W D w W w w w D a a
′∈

′ ′ ′ ′ ′= ∪ × = =∪ ,CI′={((a,w),(a,w)):a∈ wD′ , 

w∈W′},II′={((a,w),w):a∈D′,w∈W′},WI′=W′,AI′={(a,w0)∈
0wD′ ×{w0}:a∈D′},并且对某个二元谓词符号 p,pI′={((a1, 

w1),(a2,w2))},则 N′是一个对应物理论的模型.对任意的给定的谓词模态逻辑模型 M,σ(M)中的对任意的二元谓

词符号 p 的解释为 pI′={((a1,w),(a2,w)):(a1,a2)∈I(p,w)},所以对任意的谓词模态逻辑的模型 M,σ(M)≠N′.即,σ不是

模型满的翻译. □ 
由命题 4和命题 6可知,σ和σ1都不是模型满的.这将意味着模型间不是一一对应的,从而导致不可满足的公

式翻译为可满足公式的情形 .对二阶逻辑到一阶逻辑的翻译情况 ,我们可以将二阶逻辑的标准语义扩展为

Henkin 语义,建立二阶逻辑到一阶逻辑的语义忠实语义满的翻译,详见文献[23].对谓词模态逻辑到对应物理论

翻译,我们将引入一个函数来模拟对应物理论中的对应物关系,建立扩展语义的谓词模态逻辑到对应物理论的

语义忠实语义满翻译. 

3   扩展的模态逻辑语义 

在谓词模态逻辑中,论域中的两个对象 a,a′是跨可能世界相等的,是指存在项 t、可能世界 w,w′满足 tI,v(w)=a, 
tI,v(w′)=a′.上述关系可以如图 1 所示. 

 
 
 
 
 

Fig.1 
图 1 

在对应物理论中,Lewis 试图用对应物关系来表达对象跨可能世界相等关系.但是由对应物理论的 8 条公理

可知:对应物理论给对应物关系的要求是很宽松的,即论域中的一个对象可以允许拥有一个对应物、多个对应

物或者没有对应物.比如:论域 w 中的对象 b 在 w′中有两个对应物 b1,b2.如果对应物理论的项 tI′,v′=b,那么需要对 

应物理论中的两个项 t1,t2,使得 , ,
1 1 2 2,I v I vt b t b′ ′ ′ ′= = 并且 C(t1,t),C(t2,t).上述过程如图 2 所示. 

 
 
 
 
 

Fig.2 
图 2 
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根据 Lewis 的翻译,谓词模态逻辑中的一个项 t 翻译后只能对应对应物理论的一个项,当论域中的某个对象

出现两个对应物时,对应物理论需要两个项来指称该对象的对应物.因此,谓词模态逻辑中的跨可能世界相等关

系无法与对应物关系建立一一对应.为了解决这个问题,我们在谓词模态逻辑的模型中引入函数 f 来模拟对应 
物理论中的对应物关系 C.函数 f 的定义域为 D×W×W,这里, ww W

D D
∈

=∪ ,值域为 2D.由此,可能世界 w 中对象 a 

在 w′的对应物就可以显示地表示为 f(a,w,w′).定义 5 详细地给出扩展的模态逻辑的语义. 
定义 5. 一个扩展的可变论域的谓词模态逻辑的模型 M 是一个六元组(W,R,Dw,w0,f,I),其中: 
• W 是可能世界的集合; 
• R=W×W 是可能世界集合 W 上的可达关系; 
• Dw 是可能世界 w 的论域; 
• w0∈W 是现实世界; 
• f 是 D×W×W→2D 的部分函数,对任意的 a∈Dw,任意的 w,w′∈W,f(a,w,w′)表示可能世界 w 中的对象 a 在

可能世界 w′中对应物的集合; 
• I 是解释函数,满足: 
ⅰ.对任何常量符号 c 和可能世界 w∈W,I(c,w)∈Dw; 

ⅱ.对任何 n 元谓词符号 p 和可能世界 w∈W,I(p,w)⊆ n
wD . 

一个赋值函数 v,使得对任何变量符号 x 和可能世界 w∈W,v(x,w)∈Dw.给定一个项 t 和可能世界 w,项 t 在赋

值 v 和解释 I 作用下取值为 

, ( , ),  
( ) .

( , ),  
I v I c w t c

t w
v x w t x

=⎧
= ⎨

=⎩

如果

如果
 

定义 6. 给定公式ϕ在模型 M,可能世界 w 和赋值 v 下可满足递归定义如下: 

• (M,w)Bvp(t1,...,tn),当且仅当 , ,
1( ( ),..., ( )) ( , )I v I v

nt w t w I p w∈ ; 

• (M,w)Bv¬ψ,当且仅当(M,w)Hvψ; 
• (M,w)Bvψ→θ,当且仅当如果(M,w)Bvψ,则(M,w)Bvθ; 
• (M,w)Bv∀xψ(x),当且仅当对任意的 a∈Dw,(M,w)Bvψ(x/a); 

• (M,w)Bv□ψ(t1,...,tn),当且仅当对任意的 w′∈W、任意的 , ,
1 1( ( ), , ),..., ( ( ), , ),I v I v

n na f t w w w a f t w w w′ ′∈ ∈ 都有 

(M,w′)Bvψ(x1,...,xn)[x1/a1,...,xn/an]. 

有了扩展的谓词模态逻辑的语义,利用三元函数 f 就可以模拟对应物理论的对应物关系.例如:论域 w 中的

对象 a 在 w′中有两个对应物 a′,a″,则取 f(a,w,w′)={a′,a″};如果 a 在 w′仅有一个对应物 a′,则取 f(a,w,w′)={a′};如
果 a 在 w′中没有对应物则取 f(a,w,w′)=∅. 

在谓词模态逻辑的模型中引入函数 f,将会在语法上影响对应物理论中公式的表现及相应的翻译规则.比
如,假设项 x 在可能世界 w 中存在两个对应物项 t,t′,那么谓词模态逻辑的句子, 

∀x□(Human(x)→Death(x)), 
翻译为对应物理论的句子: 

∀w(A(x)→∀w((I(t,w)∧I(t′,w))∧(C(t,x)∧C(t′,x)))→(Human(t)∧Human(t′))→(Death(t)∧Death(t′))). 
令 F(t,w,w′)表示论域 w 的项 t 在 w′中对应物项的集合并且ϕ=□ψ(t1,...,tn),那么, 

1 1 0 0 1 1 0 0

1 1 0 0

0 1 1 1 1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

1( , , ),..., ( , , )

( , ) ... ( ( , ) ... ( , ) ( , ) ... ( , ))

( ( ,..., ), ).
n n n n

n n

n n n nx F t w w x F t w w x F t w w x F t w w

nx F t w w x F t w w

w w x x I x w I x w C x t C x t

x x w

σ ϕ

σ ψ
∈ ∈ ∈ ∈

∈ ∈

= ∀ ∀ ∀ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ →

∧
 

4   谓词模态逻辑到对应物理论的语义忠实语义满翻译 

本节考虑如何建立扩展语义的谓词模态逻辑到对应物理论的语义忠实语义满翻译.首先,证明扩展语义后

的谓词模态逻辑到对应物理论的翻译满足语义忠实语义满翻译定义的条件(1),即证明对任意的谓词模态逻辑
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的公式ϕ,扩展语义的模型 M 和赋值 v, 
(M,w0)Bvϕ,当且仅当(σ(M),σ(v))Bσ(ϕ,w0). 

给定一个扩展谓词模态逻辑模型 M=(W,R,Dw,w0,f,I)和赋值 v,构造一个对应物理论的模型σ(M)=(U′,I′)和赋

值σ(v)=v′如下: 
• ( { });ww W

U W D w
∈

′ = ∪ ×∪  

• pI′={((a1,w),...,(an,w))∈(U′)n:w∈W,a1,...,an∈Dw,(a1,...,an)∈I(p,w)}; 
• {(( , ), ) : };I

ww W
I a w w a D′

∈
= ∈∪  

• WI′=W; 
• AI′=

0wD ×{w0}; 

• CI′={((a,w),(b,w′)∈(U′)2:w=w′并且 a=b,或者 w≠w′并且 b∈f(a,w,w′)}; 
• cI′=(I(c,w),w); 
• v′(x)=(v(x,w),w); 
• v′(w)=w. 
定理 7. 对谓词模态逻辑的任意给定公式ϕ,扩展语义的模型 M 和赋值 v, 

(M,w0)Bvϕ,当且仅当(σ(M),σ(v))Bσ(ϕ,w0). 

证明:施归纳于公式ϕ的结构.仅列举ϕ=p(t1,...,tn)和ϕ=□ψ(t1,...,tn)两种情形,其他情形的证明是类似的. 
情形 1:若ϕ=p(t1,...,tn),则σ(p,w0)=p(t1,...,tn), 

(M,w0)Bvp(t1,...,tn) 

当且仅当 
, ,

1 0 0 0( ( ),..., ( )) ( , )I v I v
nt w t w I p w∈  

当且仅当(由 pI′的定义) 
, , , ,

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0(( ( ), ),..., ( ( ), )) , (( ( ), ), ) ,..., (( ( ), ), )I v I v I I v I I v I
n nt w w t w w p t w w w I t w w w I′ ′ ′∈ ∈ ∈并且  

当且仅当 

(σ(M),σ(v))Bp(t1,...,tn). 

情形 2:若ϕ=□ψ(t1,...,tn),则 

1 1 0 0 1 1 0 0

1 1 0 0

0 1 1 1 1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

1( , , ),..., ( , , )

( , ) ... ( ( , ) ... ( , ) ( , ) ... ( , ))

( ( ,..., ), ),
n n n n

n n

n n n nx F t w w x F t w w x F t w w x F t w w

nx F t w w x F t w w

w w x x I x w I x w C x t C x t

x x w

σ ϕ

σ ψ
∈ ∈ ∈ ∈

∈ ∈

= ∀ ∀ ∀ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ →

∧
 

(M,w0)Bv□ψ(t1,...,tn) 

当且仅当对任意的 w∈W, ,
0 0( ( ), , )I v

i ib f t w w w∈ ,i=1,...,n 有 

(M,w)Bvψ(x1/b1,...,xn/bn). 
对公式ψ(x1/b1,...,xn/bn)的结构作归纳,可以证明对任意的 w∈W,任意的 a1,...,an∈ 0wD ,如果 

, ,
1 1 0 0( ),..., ( )I v I v

n na t w a t w= = ,((b1,w),w)∈II′,...,((bn,w),w)∈II′, 

则(σ(M),σ(v))Bσ(
1 1 0 0( , , ), , ( , , )n nx F t w w x F t w w∈ ∈

∧
…

ψ(x1/b1,...,xn/bn),w). 

 即,(σ(M),σ(v))Bσ(□ψ(t1,...,tn),w0). □ 

接下来,我们考虑扩展语义的谓词模态逻辑到对应物理论的翻译满足语义忠实语义满翻译定义的条件(2),
即证明对任意的谓词模态逻辑的公式ϕ和可能世界 w ,对任意的对应物理论的模型 M″和赋值 v″ ,如果 
(M″,v″)Bσ(ϕ,w),那么存在扩展语义的谓词模态逻辑的模型 M 和赋值 v,使得 

(M,w)Bvϕ,并且σ(M)=M″,σ(v)=v″. 

假设对任意的谓词模态逻辑中的常量符号 c、变量符号 x 和可能世界 w,cw 和 xw 分别表示相应的对应物理

论的常量符号和变量符号,并且常量符号 cw 和变量符号 xw 满足如下条件:I(xw,w),I(cw,w). 
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任意给定一个对应物理论M″=(U″,I″)和赋值 v″,构造扩展语义的谓词模态逻辑模型M=(W,R,Dw,w0,f,I)如下: 
• W=WI″; 
• R=W×W; 
• Dw={a∈U″:(a,w)∈II″}; 
• 

0wD ={a∈U″:a∈AI″}; 

• I(c,w)=I″(cw); 
• f:D×W×W→2D 的函数,f(a,w,w′)={b∈U″:(a,w)∈II″并且(b,w′)∈II″并且(b,a)∈CI″}; 
• I(p,w)={(a1,...,an)∈(U″)n:(a1,w)∈II″,...,(an,w)∈II″,(a1,...,an)∈pI″}; 
• v(x,w)=v″(xw). 
根据上述模型的构造,就有σ(M)=M″,σ(v)=v″.施归纳于公式ϕ的结构,我们证明:如果(M″,v″)Bσ(ϕ,w),那么

(M,w)Bvϕ. 

定理 8. 对谓词模态逻辑中的任意公式ϕ和可能世界 w,对任意的对应物理论的模型 M″和赋值 v″,若 
(M″,v″)Bσ(ϕ,w),则总存在扩展语义的谓词模态逻辑的模型 M 和赋值 v,使得(M,w)Bvϕ. 

证明:施归纳于公式ϕ的结构.仅列举ϕ=p(t1,...,tn)和ϕ=□ψ(t1,...,tn)两种情形,其他情形的证明是类似的. 
情形 1:若ϕ=p(t1,...,tn),则σ(p(t1,...,tn),w)=p(t1,w,...,tn,w). 
假设(M″,v″)Bp(t1,w,...,tn,w),则 

, , , ,
1, , 1, ,( ,..., ) , ( , ) ,...,( , ) ,I v I v I I v I I v I

w n w w n wt t p t w I t w I′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′∈ ∈ ∈并且  

那么就有 , ,
1( ( ),..., ( )) ( , ).I v I v

nt w t w I p w∈ 即,(M,w)Bvp(t1,...,tn). 

情形 2:若ϕ=□ψ(t1,...,tn),则 

1 1, , 1 1,

, 1 1, ,

1 1 1 1,( , , ) ( , , ) ( , , )

, 1( , , ) ( , , ),..., ( , , )

( , ) ... ( ( , ) ... ( , ) ( , ) ...

( , )) ( ( ,..., ), ).
w n n w w

n n w w n n w

n n wx F t w w x F t w w x F t w w

n n w nx F t w w x F t w w x F t w w

w w x x I x w I x w C x t

C x t x x w

σ ϕ

σ ψ
′ ′ ′∈ ∈ ∈

′ ′ ′∈ ∈ ∈

′= ∀ ∀ ∀ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

′∧ → ∧
 

假设(M″,v″)Bσ(ϕ,w),即对任意的 w′∈W、任意的 a1,...,an∈U″,如果 

(a1,w′)∈II″,...,(an,w′)∈II″, , , , ,
1, , 1 1, ,( , ) ,..., ( , ) , ( , ) ,..., ( , ) ,I v I I v I I v I I v I

w n w w n n wt w t w a t a t′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′∈ ∈ ∈ ∈并且I I C C  

则有 
(M″,v″)Bσ(

1 1, ,( , , ), , ( , , )w n n wx F t w w x F t w w′ ′∈ ∈
∧
…

ψ(x1,...,xn),w′)[x1/a1,...,xn/an]. 

由扩展语义模态逻辑模型:对任意的 w′∈W、任意的 , ,
1 1( ( ), , ),..., ( ( ), , )I v I v

n na f t w w w a f t w w w′ ′∈ ∈ 都有 

(M,w′)Bvψ(x1,...,xn)[x1/a1,...,xn/an], 
也就是(M,w)Bv□ψ(t1,...,tn). □ 

5   扩展语义的谓词模态逻辑的可靠性和完备性 

本节讨论引入函数 f 的扩展语义的谓词模态逻辑的可靠性和完备性.首先证明:如果 S,S′的语言都包含否定

联结词,并且σ是一个否定可分配的语义忠实语义满翻译,即对任意的公式ϕ,σ(¬ϕ)=¬σ(ϕ),那么对 S 的任意公 
式ϕ, 

ASϕ,当且仅当AS′σ(ϕ). 

命题 9. S,S′的语言都包含否定联结词.如果σ是 S 到 S′的一个否定可分配的语义忠实语义满翻译,那么对 S
的任意公式ϕ, 

ASϕ,当且仅当AS′σ(ϕ). 
证明:对 S 的任意公式ϕ,如果ASϕ但是GS′σ(ϕ),那么存在 S′的模型 M′和赋值 v′,使得(M′,v′)Bs′¬σ(ϕ).因为σ是

语义忠实语义满的,并且对任意的公式ϕ,σ(¬ϕ)=¬σ(ϕ),所以存在 S 的模型 M 和赋值 v,使得(M,v)BS¬ϕ.这与ASϕ 

矛盾. 
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反之,如果AS′σ(ϕ)但是GSϕ,那么存在 S 的模型 M 和赋值 v,使得(M,v)BS¬ϕ.因为σ是语义忠实语义满的,并且

对任意的公式ϕ,σ(¬ϕ)=¬σ(ϕ),所以就有(σ(M),σ(v))BS′¬σ(ϕ).这与AS′σ(ϕ)矛盾. □ 

一个逻辑 S 是可靠的,当且仅当对 S 的任意公式ϕ,如果ϕ是 S 的一个定理,那么ϕ是 S 的一个永真公式.接下

来我们证明:如果源逻辑到目标逻辑存在否定可分配的语义忠实语义满翻译,那么目标逻辑的可靠性蕴涵了源

逻辑的可靠性. 
命题 10. 设 S,S′的语言都包含否定联结词.如果σ是 S 到 S′的一个否定可分配的语义忠实语义满翻译,那么

若 S′是可靠的,则 S 也是可靠的. 
证明:对 S 的任意公式ϕ,如果ϕ是 S 的定理,那么由命题 9 可得:σ(ϕ)是 S′的定理.因为 S′是可靠的,所以σ(ϕ)

是一个永真公式.由命题 2 就有:ϕ是 S 的一个永真公式.即 S 是可靠的. □ 
一个逻辑 S 是完备的,当且仅当对 S 的任意公式ϕ,若ϕ是一个永真公式,则ϕ是 S 的一个定理.下面我们证明:

若源逻辑到目标逻辑存在否定可分配的语义忠实语义满翻译,则目标逻辑的完备性蕴涵了源逻辑的完备性. 
命题 11. 设 S,S′的语言都包含否定联结词.如果σ是 S 到 S′的一个否定可分配的语义忠实语义满翻译,那么

若 S′是完备的,则 S 也是完备的. 
证明:对 S的任意公式ϕ,如果ϕ是一个永真公式,那么由命题 2就有:σ(ϕ)是 S′一个永真公式.因为 S′是完备的,

所以σ(ϕ)是 S′的一个定理.由命题 9 则有:ϕ也是 S 的一个定理.即 S 是完备的. □ 
对应物理论是一阶逻辑的一个理论,由于一阶逻辑是可靠的和完备的,所以对应物理论也是可靠的和完备

的.由命题 10 和命题 11 以及定理 7 和定理 8,就有定理 12. 
定理 12. 引入函数 f 的扩展语义的谓词模态逻辑是可靠的和完备的.  

6   结  论 

由于谓词模态逻辑的可能世界语义还存在尚未解决的问题,导致谓词模态逻辑还没有得到广泛应用.对应

物理论是一阶逻辑的一个理论,它较好地解决了谓词模态逻辑语义问题中的跨可能时间相等问题.但是由于没

有考虑到谓词模态逻辑到对应物理论的语义对应关系,Lewis 的谓词模态逻辑到对应物理论的翻译存在把不可

满足的公式翻译为可满足公式的情形.为了解决上述问题,本文提出了扩展语义的谓词模态逻辑,并在此基础上

建立了谓词模态逻辑到对应物理论的语义忠实语义满翻译,上述翻译确保谓词模态逻辑的可满足公式和不可

满足的公式分别翻译为对应物理论的可满足公式和不可满足公式.进一步地,证明了扩展语义的谓词模态逻辑

仍然是可靠的和完备的. 
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