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Abstract:  Computing symbolic complexity bounds of loops can prove program’s termination. Based on the 
solving techniques of recurrence equations and optimization problems, this paper presents a practical approach for 
computing complexity bounds of loops called P*-solvable loops. Two algorithms are given for loops with 
assignments only and loops with conditional branches respectively. Compared with some other works, this approach 
can attain more complexity bounds of loops. The experimental results demonstrate the practicality of this approach. 
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摘  要: 计算程序中循环的程序复杂度符号化上界可以验证程序的停机性.基于差分方程和最优化问题求解技

术,给出了一种计算 P*-solvable 循环程序复杂度符号化上界的有效方法.分别针对含有赋值语句的循环和带条件分

支的循环,提出了其程序复杂度符号化上界计算方法.与其他工作相比,该方法能够计算得到更精确的循环复杂度符

号化上界,实验结果证明了该方法的有效性. 
关键词: 差分方程;最优化问题;程序停机;复杂度上界;闭合形式解 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A 

停机性证明是程序验证的重要组成部分,完全正确的程序必须停机.但是,对于像“while b do S done”这样简

单的循环,证明它的停机性也不是很容易.理论上,程序的停机性证明是一个不可判定性问题,即使循环中所有

循环条件和循环体中所有赋值语句都是线性形式,它的停机性问题仍然是不可判定性的[1].对于存在多路径和

循环嵌套的循环程序,验证它们的停机性更加困难. 
对于程序的停机性问题,学者们已经开展了大量的研究工作.强制式线性程序的停机性研究主要采用线性

秩函数方法 ,线性秩函数是循环变量和常数的线性组合 ,它的值域是一个良基集 ,其取值随每次循环持续递
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减.Colón 和 Sipma 在文献[2]中将线性秩函数引入到程序停机性证明工作中,在文献[3]中,Colón 和 Sipma 基于

凸多面体给出了线性秩函数的一种综合方法,并将其应用到多路径循环和嵌套循环的停机性验证.Podelski 和

Rybalchenko 在文献[4,5]中给出了线性秩函数的一种完备的综合方法,并证明了对于只含线性卫式条件和赋值

语句的单路径循环,它们的停机性是可判定的,并给出了一个构造性的判定过程.Cook与Gulwani在文献[6]中给

出了基于线性秩函数构造计算程序停机前置条件的方法.在文献[7]中,作者研究了具有有限差分树的包含多路

径的多项式程序的停机性问题,根据构造出的泰勒差分树的单调性抽象验证停机性.在函数式程序的停机性验

证中[8]采用了 size-change 方法,通过给出递减或不增的表达式验证停机性.文献[9−11]研究了项重写系统(term 
rewriting systems)的停机性问题. 

文献 [12]中 ,Gulwani 提出了一种称为控制流精化 (control flow refinement)和进度不变式 (progress 
invariants)的方法,用来计算包含多路径和嵌套循环的循环程序的复杂度精确上界.文献[13,14]采用静态分析方

法,通过插桩循环计数器变量并分别构造各个分支的不变式求得计数器的上界.但该种方法主要基于线性不变

式构造技术,在这种技术中使用了抽象解释理论的 widening 技术.文献[13,14]的方法能够计算出循环计数器的

一个上界,但是计算得到的可能不是精确的上界. 
综上所述,程序停机性验证方法主要分为对线性循环和多项式循环两大类.其中:对线性循环停机性验证的

主要方法是使用秩函数,如文献[2−6]的研究;而对多项式循环的停机性验证,文献[7]给出了一种基于有穷差分

树的有效验证方法,但文献[7]的方法无法给出循环的复杂度上界;文献[12−14]能够通过不变式和控制流精化给

出循环的复杂度上界. 
在基于秩函数的程序停机性验证方法中,如何自动构造秩函数是一个难以解决的问题;同时,有些程序本身

就不存在秩函数,因而使用基于秩函数的停机性验证方法不能验证这些程序是否停机.如下面的例子: 
assume (0<=id<maxid); 
int tmp; 
while (tmp<>id) do 

if (tmp<=maxid) then 
tmp:=tmp+1; 
else tmp:=0; 

endif 
done 
文献[12]指出,上述程序不存在线性秩函数,因而基于线性秩函数的程序停机性验证方法不能验证上述程

序是否停机. 
在强制式程序设计语言中,导致程序不停机的主要原因是程序中循环运行不停机.因而,验证程序的停机性

可以采用另外一种方法.即在循环体中插桩循环计数器变量,然后计算循环计数器变量的上界.计算循环计数器

变量的上界实际是给出了程序中循环体执行次数的一个上界,如果循环计数器变量存在上界,则循环的执行过

程一定停机.影响强制式程序运行效率的主要因素也是程序中的循环,因而循环计数器变量的上界也可以作为

程序复杂度的一种度量.程序复杂度上界通常用来度量程序中一个功能模块的性能,一些实际应用中,通常需要

计算精确的程序复杂度上界.如实时系统的设计、分析和验证中,基于不精确的程序复杂度上界可能会使设计、

分析和验证过程得到不正确的分析结果.与基于秩函数的程序停机性问题比较,计算循环计数器变量的上界问

题,即循环的程序复杂度计算问题,是一个更复杂的问题[13]. 
针对 P-solvable 循环,Kovács 在文献[15−17]中基于差分方程求解和 Gröbner 基计算提出了构造多项式等式

循环不变式的一种方法.针对 P*-solvable 循环(见本文定义 1.9),本文提出了程序复杂度上界的一种精确计算方

法.根据差分方程,能够精确刻画程序中循环的操作语义的优点.基于差分方程和最优化问题求解,本文分别给

出了只含赋值语句和含有条件分支语句的循环中循环计数器变量的符号化上界计算算法;同时,对本文的算法

进行了实现,并针对典型程序进行了实验分析.实验结果说明了本文方法的有效性. 
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本文第 1 节给出差分方程和最优化问题的相关概念以及描述.第 2 节针对只含赋值语句的循环给出程序符

号化上界计算算法.第 3 节针对包含条件分支的循环给出程序符号化上界计算算法.第 4 节对典型程序进行了

实验分析.第 5 节对本文进行总结. 

1   差分方程、最优化问题和 P*-solvable 循环 

定义 1.1(差分方程). 差分方程是一种离散形式的微分方程,即把微分方程中的微分用相应的差分来表示.
差分方程的一般形式为 
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2 2 2

[ ] [ 1] [ ]
[ ] [ 1] [ ]
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[ ] [ 1] [ ]n n n

f n f n g n
f n f n g n

f n f n g n

− − =⎧
⎪ − − =⎪
⎨
⎪
⎪ − − =⎩

 

对于差分方程 f[n]−f[n−1]=g[n],不能直接计算 f[n]的值,只能先计算 f[0],f[1],…,f[n−1]才能得到 f[n]的值.如
果 n 是一个很大的值,计算过程将需要很长时间.因而,差分方程一般求解它的闭合形式解(closed form solution).
有了闭合形式解,就不需要先计算 f[0],f[1],…,f[n−1],可以直接计算 f[n]. 

定义 1.2. 如果差分方程的解是差分下标 n 的函数,就称这种形式的解是差分方程的闭合形式解. 
差分方程的闭合形式解的计算问题是不可判定的[15].在差分方程中,一些类型的差分方程具有求解闭合形

式解的算法,如 Gosper-summable 差分方程[15]、C-finite 差分方程[15]和能够通过生成函数求解的差分方程[15]等. 
定义 1.3(线性差分方程). 线性差分方程是指方程中变量之间具有线性关系的差分方程. 
如 x[n]=Ax[n−1]+Bx[n−2]+Cx[n−3]就是一个线性差分方程,其中 A,B,C 都是整常数. 
程序中循环可以等价地变换为循环变量之间的差分方程,因而差分方程可以用来刻画循环的操作语义.如

果确定了循环变量前一次循环迭代的取值,应用差分方程就可以求得循环变量当前的取值.因而,差分方程经常

被用来计算循环变量每次循环迭代时的取值. 
例 1.4:下面的程序用来计算 x 除以 y 的商 quo 和余数 rem,用 n 作为循环计数器变量: 
quo:=0; rem:=x; 
while y<=rem do 

rem:=rem−y; 
quo:=quo+1; 

done; 
循环变量 quo 和 rem 的差分方程表示如下: 

[ 1] [ ]
[ 1] [ ] 1

rem n rem n y
quo n quo n

+ = −⎧
⎨ + = +⎩

, 

其中,循环变量 quo 和 rem 的初始值分别为 quo[0]=0;rem[0]=x. 
求解这个差分方程,得到它的闭合形式解如下: 

[ ]
[ ]        

rem n x ny
quo n n

= −⎧
⎨ =⎩

. 

差分方程的解给出了循环体每次执行完毕时循环变量 quo 和 rem 的取值. 
计算循环计数器变量符号化上界需要求解的最优化问题是一类特殊的最优化问题,可以形式化定义如下: 
定义 1.5. 设 r 是循环计数器变量,X 是循环差分方程的闭合形式解,b 是循环卫式条件,E 是由 X 和 b 取反得

到的一组由不等式和方程构成的约束系统,则称(r,X,~b)是一个最优化问题.如果存在变量 r 的一个满足约束系

统 E 的非负整数解 s,使得对于任意满足约束系统 E 的 r 的非负整数解 t,都有 s≤t,则称 s 是最优化问题(r,X,~b)
的最优解. 

例如,对于例 1.4 中的循环,n 为其循环计数器变量,循环变量差分方程的闭合形式解为(rem=x−ny,quo=n),循
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环卫式条件取反得到 y>rem,从而(n,rem=x−ny,quo=n,y>rem)是一个最优化问题. 
定义 1.6(循环的复杂度上界). 设 L 是一个循环,r 是循环计数器变量,如果循环 L 停机,则 L 停机时 r 的最小

非负整数取值称为循环 L 的复杂度上界. 
定义 1.7. 设 S 为一个程序,P 和 Q 为逻辑公式,Hoare 公式{P}S{Q}[18]表示对于任意满足 P 的输入,如果 S

停机,则 S 停机时其输出满足 Q.其中,P 称为前置条件,Q 称为后置条件. 
定义 1.8(最弱前置条件). 设{P}S{Q}为一个 Hoare 公式,若对于任意满足{R}S{Q}的逻辑公式 R,都有 R→P,

则称 P 为程序 S 关于 Q 的最弱前置条件,记为 WP(S,Q). 
定义 1.9. 对于一个只含有赋值语句的循环,如果其循环变量 x1,...,xm 的闭合形式解可以表示为 

1 1,1 1 1,

2 2,1 1 2,
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.

)
..

n n
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并且满足: 
(1) xi[n](1≤i≤m)表示 xi 在循环第 n 次迭代时的取值; 
(2) p1,1,…,p1,s,…,pm,1,…pm,s∈ [ ]K n ,其中,K 是一个零特征的数值域(例如有理数域、实数域等),并且 K 表

示 K 的代数闭包, [ ]K n 表示 K 中关于 n 的多项式集合; 
(3) θ1,…,θs∈ K , 

该类循环称为 P*-solvable 循环. 

直观地说,一个循环称为 P*-solvable 循环当且仅当其循环变量的闭合形式解是指数序列 n
i Kθ ∈ 的线性组

合,并且其多项式系数 ( ) [ ]p n K n∈ .定义 1.9 与文献[15]中 P-solvable 循环的定义不同:Kovács 的定义中不仅要求

循环存在闭合形式解,而且 1 ,...,n n
sθ θ 之间需要存在代数依赖,这是因为循环不变式构造算法中需要通过计算闭 

合形式解的 Gröbner 基来消掉变量 n;而本文的 P*-solvable 循环只要求循环存在闭合形式解,不需要构造闭合形

式解的 Gröbner 基,因此本文 P*-solvable 循环比 P-solvable 循环包含的循环范围更广.P-solvable 循环只是

P*-solvable 循环的一个子集,以例 1.10 进行说明. 
例 1.10:下列循环是 P*-solvable 循环但不是 P-solvable 循环的循环程序: 
x:=1; y:=0; 
while x<10 do 

x:=2*x; 
y:=y+1; 

done 
该循环的差分方程存在如下的闭合形式解: 

[ ] 2 [0]   
[ ] [0]

nx n x
y n y n

⎧ =⎪
⎨

= +⎪⎩
. 

由于 2n 和 n 之间不存在代数依赖,因此该循环为 P*-solvable 循环但不是 P-solvable 循环. 

2   只含有赋值语句的 P*-solvable 循环的复杂度符号化上界的计算 

本节将给出只含有赋值语句的 P*-solvable 循环的程序复杂度符号化上界计算算法. 
定理 2.1. 假设 L 是一个形如“while b do S done”的只含有赋值语句的 P*-solvable 循环,x1,…,xm 是 S 中出现 

的所有循环变量, 0 0
1 ,..., mx x 是 x1,…,xm 的初始值,n 是循环计数器, 0 0 0 0

1 1 1 1{ ( ,..., , ),..., ( ,..., , )}m m m mX x f x x n x f x x n= = = 是 

L 的差分方程的闭合形式解,则当最优化问题(n,X,~b)有非负整数解时 L 必然停机,其中,~b 为循环条件的取反. 
证明:如果(n,X,~b)有一个非负整数解 n1,当循环计数器 n=n1 时,~b 和 X 成立,由于 X 刻画了循环 L 的操作语

义,而且 n=n1 时~b 成立,即循环 L 在 n=n1 时其循环条件 b 不满足,因此循环 L 停机.所以,(n,X,~b)有非负整数解
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时 L 必然停机. □ 
定理 2.2. 若最优化问题(n,X,~b)有非负整数解,则(n,X,~b)的最优解就是循环 L 的复杂度上界. 
证明:由定理 2.1 知,若(n,X,~b)有非负整数解,则 L 停机.采用反证法,设(n,X,~b)的最优解 n0 不是 L 的复杂度

上界,则由定义 1.6 可知,存在一个非负整数 d<n0,当循环计数器取 d 时,循环 L 停机,即 n=d 时 X 与~b 均成立,从
而可得 d 为(n,X,~b)的一个解;又已知 d<n0,故 n0 不是(n,X,~b)的最优解,与假设矛盾.所以,(n,X,~b)的最优解是循

环 L 的复杂度上界. □ 
算法 1. 只含赋值语句的循环的停机性证明和程序复杂度上界计算算法. 

输入:只含有赋值语句的 P*-solvable 循环 L,X={x1,…,xm}为循环变量, 0 0
0 1{ ,..., }mX x x= 为循环变量的初始值; 

输出:循环 L 的复杂度上界. 
步骤 1. 提取循环的差分方程; 
步骤 2. 求解差分方程的闭合形式解; 
步骤 3. 将循环条件 b 取反得~b,与差分方程的闭合形式解以及循环计数器 n 构成最优化问题(n,X,~b); 
步骤 4. 求解最优化问题,计算满足(n,X,~b)的 n 的最优解;若该值存在,由定理 2.2 得知,该值为循环 L 的复 

杂度上界,记为 bound(n); 
步骤 5. 若存在非负整数的 bound(n),则返回 bound(n). 
下面通过例 2.3 具体说明算法 1 的计算过程. 
例 2.3:考虑如下的程序[15]: 
x:=10; y:=10; 
while (y>0) do 

x:=2*x; 
y:=1/2*y−1 

done 
循环的复杂度上界可以运用算法 1 按照以下步骤计算: 

步骤 1. 
[ 1] 2 * [ ]      

1[ 1] * [ ] 1
2

x n x n

y n y n

+ =⎧
⎪
⎨

+ = −⎪⎩

; 

步骤 2. [ ] 2 * [0]                
[ ] 2 * ( [0] 2) 2

n

n

x n x
y n y−

⎧ =⎪
⎨

= + −⎪⎩
; 

步骤 3. 考虑循环的条件 y>0,将其取反得 y≤0;y 的差分闭合形式解代入 y[0]的值得 y=12*2−n−2,从而得最 
优化问题(n,y=12*2−n−2,y≤0); 

步骤 4. 求解最优化问题(n,y=12*2−n−2,y≤0),对于目标变量 n,计算满足约束系统(y=12*2−n−2,y≤0)的 n 的 
最优解,得到复杂度上界 bound(n)=3; 

步骤 5. 返回 bound(n)=3. 

3   含有条件分支语句的 P*-solvable 循环的复杂度符号化上界的计算 

定义 3.1. 对于含有条件分支语句的 while 循环,若其经定理 3.2、引理 3.3 所述规则转换后的循环的每个

内循环都是 P*-solvable 的,并且所有内循环差分方程合并后得到的外循环的差分方程也是可解的,则该含有条

件分支的 while 循环称为含有条件分支的 P*-solvable 循环. 
基于第 2 节的算法,本节将针对含有条件分支语句的 P*-solvable 循环给出程序复杂度上界求解算法.在文

献 [15,16]中 ,Kovács 描述了一种如何将含有条件分支的 P-solvable 循环转化成嵌套的只含赋值语句的

P-solvable 循环的方法,基于该方法,本节首先给出将带条件分支的循环变换为嵌套 P*-solvable 循环的方法. 
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3.1   含有两个分支的循环 

定理 3.2. 考虑如下的两个循环: 
循环 3.1.1: 

while b do if b1 then S1 else S2 endif; done; 
循环 3.1.2: 

while b do 
while b and b1 do S1 done; 
while b and ~b1 do S2 done; 

done 
其中,b 与 b1 为布尔表达式,S1 与 S2 为赋值语句序列.则第 1 个循环停机当且仅当第 2 个循环停机. 
证明:首先,当第 1 个循环停机时,循环条件 b 被破坏,即 b 不成立,所以“b and b1”与“b and ~b1”也都不成立,

此时第 2 个循环中的内循环与外循环都会停机. 
其次,如果循环 3.1.2 停机,则其外循环和两个内循环都应该停机.所以外循环条件 b 被破坏,内循环条件“b 

and b1”和“b and ~b1”也被破坏,因而得到~b,故循环 3.1.1 也会停机. 
因此,循环 3.1.1 停机当且仅当循环 3.1.2 停机. □ 
需要指出,实际上循环 3.1.1 与循环 3.1.2 语义等价,可以证明二者有相同的执行路径[12]. 
引理 3.3[15]. 设 S0~S3 是赋值语句序列,b 是布尔表达式并且 b0=WP(S0,b)是 S0 关于 b 的最弱前置条件,则 

{P} S0; if b then S1 else S2 endif; S3 {Q}, 
当且仅当 

{P} if b′ then S0; S1; S3 else S0; S2; S3 endif; {Q}. 
基于定理 3.2 和定理 3.3,可以得到如下推论: 
推论 3.4. 考虑如下两个循环: 
循环 3.1.3: 

while b do S0 if b1 then S1 else S2 endif; S3; done 
循环 3.1.4: 

while b do 
L1: while b and 1b′  do S0; S1; S3; done; 
L2: while b and ~ 1b′  do S0; S2; S3; done; 

done 
其中,b与 b1是布尔表达式,S1与 S2是赋值语句序列,并且 1b′ =WP(S0,b1),则循环 3.1.3停机当且仅当循环 3.1.4 

停机. 
证明:可由定理 3.2 与引理 3.3 得到. □ 

下面具体讨论形如 3.1.4的循环程序复杂度上界的计算问题.如前所述,循环 3.1.4可以写成 * * *
1 2( | )L L 的形式,

所以可得形如 3.1.4的循环程序停机当且仅当 * * *
1 2( | )L L 停机.设外部循环可以迭代 k次(k>=1),两个内循环在外循 

环的第 k 次迭代时分别可以迭代 ik(ik>=0)和 jk(ik>=0)次,因此循环 3.1.4 的迭代模型可以表示为序列 1 2( | )k ki j kL L . 

另外,由于循环变量的初始值不同导致循环的执行入口可以有两个:L1 或 L2,因而循环的迭代模型可以表示为 
i1j1i2j2…ikjk 或 j1i2j2…ikjk (i1<>0,ik>=0,jk>=0). 

定理 3.5. 循环 3.1.3 的程序复杂度上界为
1
( )

n

k k
k

i j
=

+∑ ,n 为循环 3.1.4 中外循环的迭代次数. 

证明:若循环 3.1.4 的迭代序列为 i1j1i2j2…ikjk,则所有内循环的迭代次数之和应为
1
( );

n

k k
k

i j
=

+∑ 如果迭代序列
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为 j1i2j2…ikjk,所有内循环的迭代次数之和就应为 1
2
( )

n

k k
k

j i j
=

+ +∑ .令 i1=0,则可重写为
1
( )

n

k k
k

i j
=

+∑ .而循环 3.1.3 每 

次迭代每个分支只运行一次,并且循环 3.1.3 与循环 3.1.4 有相同的执行路径,所以循环 3.1.3 的迭代次数相当于 

所有分支的迭代次数之和,也就是循环 3.1.4 中所有内循环的迭代次数之和,即
1
( )

n

k k
k

i j
=

+∑ . □ 

定理 3.6. 循环 3.1.3 停机当且仅当所有的 ik 与 jk 都是有穷非负整数并且存在一个正整数 m>1,当 k>=m 时

ik=jk=0. 
证明:当循环 3.1.3 停机时,由推论 3.3 易知循环 3.1.4 停机,故迭代序列 i1j1i2j2…ikjk 肯定会终止.所以,ik 与 jk

均为有限整数并且必然存在一个正整数 m(m>1),使得 k>=m 时 ik=jk=0. 
如果 ik 与 jk 为有穷整数,并且存在一个正整数 m>1,当 k>=m 时 ik=jk=0.此时迭代序列 i1j1i2j2…ikjk 可以化简 

为 i1j1i2j2…imjm,从而
1
( )

m

k k
k

i j
=

+∑ 为有限整数.故由定理 3.4 易知循环 3.1.3 的复杂度上界存在,循环 3.1.3 停机. □ 

推论 3.7. 循环 3.1.3 停机,当且仅当存在两个连续的 im=jn=0(m=n 或 m=n+1). 
证明:如果存在两个连续的 im=jn=0,就是指两个内循环的入口条件连续不能得到满足,即当 k>m 时 ik=jk=0,

从而可由定理 3.6 直接证明. □ 
因此,依据定理 3.2~推论 3.7,带条件分支语句的循环的程序复杂度上界可按下面的步骤来计算. 
算法 2. 带条件分支语句的循环的程序复杂度上界计算算法. 
输入:带条件分支语句的 P*-solvable 循环,X={x1,…,xm}为循环变量; 
输出:循环的复杂度上界. 
步骤 1. 提取每个内循环的差分方程,{x1,1,…,xm,1}表示{x1,…,xm}在内循环 L1 中的取值,{x1,2,…,xm,2}表示

{x1,…,xm}在内循环 L2 中的取值,k 表示外循环的第 k 次迭代; 

内循环 L1:

1,1 1,1 1,1 1, 1,

2,1 2,1 1,1 2, 1,

2,1 ,1 1,1 , 1,

[ ] ( ) ... ( )  

[ ] ( ) ... ( ) ,
...

[ ] ( ) ... ( )

k k

ik k

k k

i ik
k k s k s

ik
k k s k s

k

i ik
k m k m s k s

x i p i p i

x i p i p i i N

x i p i p i

θ θ

θ θ

θ θ

⎧ = + +
⎪
⎪ = + +⎪ ∈⎨
⎪
⎪ = + +⎪⎩

, 

内循环 L2:

1,2 1,1 2,1 1, 2,

2,2 2,1 2,1 2, 2,

,2 ,1 2,1 , 2,

[ ] ( ) ... ( )  

[ ] ( ) ... ( ) ,
...

[ ] ( ) ... ( )

k k

jk k

k k

j jk
k k s k s

jk
k k s k s

k

j jk
m k m k m s k s

x j p j p j

x j p j p j j N

x j p j p j

θ θ

θ θ

θ θ

⎧ ′ ′= + +
⎪
⎪ ′ ′= + +⎪ ∈⎨
⎪
⎪ ′ ′= + +⎪⎩

. 

步骤 2. 合并由 L1 和 L2 得到的差分方程,得到{x1[k],…,xm[k]}的差分方程表示.其中,{x1[k],…,xm[k]}表示循 
环变量{x1,…,xm}在外层循环迭代 k 次的值; 

步骤 3. 调用算法 1 分别计算内循环 L1 和 L2 的复杂度上界,得到 ik 与 jk.ik 与 jk 为{x1[k−1],…,xm[k−1]}表示 
的函数; 

步骤 4. 求外层循环关于{x1[k],…,xm[k]}的差分方程的闭合形式解: 

1 1,1 1 1,

2 2,1 1 2,

,1 1 ,

[ ] ( ) ... ( )  

[ ] ( ) ... ( )
,

...

[ ] ( ) ... ( )

k k
s s

k k
s s

k k
m m m s s

x k p k p k

x k p k p k
n N

x k p k p k

θ θ

θ θ

θ θ

⎧ = + +
⎪

= + +⎪
∈⎨

⎪
⎪ = + +⎩

. 

步骤 5. 根据{x1,…,xm}差分方程的闭合形式解以及外层循环卫式条件构造最优化问题,调用算法 1 计算 
外层循环的复杂度上界,表示为 bound(k); 
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步骤 6. 如果 bound(k)存在,利用公式
( )

1
( )

bound k

k k
k

i j
=

+∑ 计算循环 3.1.3 的复杂度上界. 

下面通过例 3.8 来说明算法 2 的具体步骤. 
例 3.8:考虑如下程序[12]: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

循环的迭代模型为 i1j1i2j2…ikjk,k 为第 2 个循环的外层循环的复杂度上界. 
步骤 1. 提取内层循环的差分通项表达式: 

内循环 L1: 1 1

1 1

1 [ ] 1 [0]  
,

2 [ ] 2 [0]

k k
k k

kk k
k k

v i v i
i N

v i v i
⎧ = −⎪ ∈⎨

= +⎪⎩
, 

内循环 L2: 22 [ ] 0,k
k kv j j N= ∈ ; 

步骤 2. 合并两个差分方程得到 11[ ] 1 [0]
2[ ] 0

k
kv k v i

v k
⎧ = −⎪
⎨

=⎪⎩
,其中, 11 [0] 1[ 1]kv v k= − ,因此有

1[ ] 1[ 1]
2[ ] 0

kv k v k i
v k

= − −⎧
⎨ =⎩

; 

步骤 3. 应用算法 1 计算内循环的程序复杂度上界,得到 1 1
1

1 [0],  1 [0] , 1. 1 [0]
,        

k k
k

k k
v v mi j v
m

⎧ <⎪= =⎨
⎪⎩ 否则

为 v1 在外循环 

第 k 次迭代时的初始值; 
步骤 4. 求得外层循环的差分闭合形式解 v1[k]=v1[0]−mk,代入变量初始值得到 v1[k]=n−mk; 
步骤 5. 考虑外层循环的循环卫式条件 v1>0,将其取反得到 v1≤0,求解最优化问题(k,v1=n−mk,v1≤0);对于 

目标变量 k,计算满足约束系统(v1=n−mk,v1≤0)的最优解,得到外层循环的复杂度上界为 

( ) nbound k
m

= ; 

步骤 6. 
/ /

1 1
( ) ( 1)

n m n m

k k
k k

ni j m n
m= =

+ = + = +∑ ∑ ,因此原循环的复杂度上界为
nn
m

+ . 

3.2   含有k个分支的循环(k≥1) 

定理 3.2 可以扩展到含有 k≥1 个条件分支语句的循环,并且每个分支都含有一个赋值语句序列.在这种情

况下,通过反复应用定理 3.2中的转换规则,就可以得到一个包含 k个内循环的嵌套循环,并且每个内循环都只含

有赋值语句序列,具体转换方法如下: 
定理 3.9. 考虑如下的两个循环: 
循环 3.2.1: 

while b do 
  if b1 then s1 

    else if b2 then s2 
    else if b3 then s3 

    … 

assume(n>0 && m>0); 
v1:=n; v2:=0; 
while (v1>0) do 
  if (v2<m) then 

v2++; v1−−; 
  else  v2:=0; 
  endif; 
done 

assume(n>0 && m>0); 
v1:=n; v2:=0; 
while (v1>0) do 
L1: while (v1>0) && (v2<m) do 

v2++; v1−−; 
  done; 
L2: while (v1>0) && (v2>=m) do 
    v2:=0; 
  done; 
done 
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    else if bk−1 then sk−1 

    else sk 

done; 
循环 3.2.2: 

while b do 
  while b and b1 do s1 done; 
  while b and ~b1 and b2 do 
    s2 done; 
  … 
  while b and ~b1 and … and ~bk−1 do 
    sk done; 
done 

其中,b,b1,…,bk−1 是布尔表达式,s1,…,sk 是赋值语句序列,则循环 3.2.1 停机当且仅当循环 3.2.2 停机. 
证明:证明方法类似于定理 3.2 的证明,只需将内循环的个数从 2 扩展到 k 即可. □ 
类似于推论 3.4,基于引理 3.3 与定理 3.9,可以得到如下推论: 
推论 3.10. 考虑循环 3.2.3 和循环 3.2.4 两个循环: 
循环 3.2.3: 
  while b do 
    s0; 
    if b1 then s1 

      else if b2 then s2 

      else if b3 then s3 

      ... 
      else if bk−1 then sk−1 

      else sk 

    sk+1 

  done; 
循环 3.2.4: 
  while b do 
    while b and 1b′  do s0; s1;sk+1 done; 
    while b and ~ 1b′  and 2b′  do 

      s0; s2; sk+1; done; 
    … 
    while b and ~ 1b′  and … and ~ kb′  do 

      s0; sk; sk+1; done; 
  done; 
其中,b,b1,…,bk−1 是布尔表达式,s1,…,sk 是赋值语句序列,并且 0( , )i ib wp s b′ = ,i=1,2,…,k;则循环 3.2.3 停机当 

且仅当循环 3.2.4 停机. 
证明:本推论可以直接由定理 3.9 与引理 3.3 得到. □ 
通过运用定理 3.9和推论 3.10,含有条件分支的 P*-solvable循环就可以转化为只含有赋值语句的嵌套循环.

因此,含 k 个条件分支的循环复杂度上界计算问题可以转化为对只含赋值语句的循环问题求解. 
类似于第 3.1 节中所述,假设 i1m,i2m,…,ikm 为内循环 L1,L2,…,Lk 在外循环第 m 次迭代时迭代的次数,而外循
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环的复杂度上界为 n.基于定理 3.5,可以得到以下推论: 

推论 3.11. 循环 3.2.3 的复杂度上界为 1 2
1
( ... )

n

m m km
m

i i i
=

+ + +∑ . 

证明:类似于定理 3.5. □ 
因此,形如循环 3.2.3 的循环可以通过类似于算法 2 的方法来处理得到其复杂度上界. 

4   实验结果与分析 

基于 Mathematica 6.0 和本文算法 1 和算法 2,我们设计并实现了一个计算 P*-solvable 循环的程序复杂度上

界的原型系统,实验环境为 Intel Core2 T5500 1.66G,2G 内存. 
实验借鉴了文献[15]中 Aligator 的程序语法分析方法,基于数学工具 Mathematica 6.0 求解差分方程和最优

化问题.在数学工具 Mathematica 6.0 中,差分方程通过调用命令“RSolve[eqn,a[n],n]”来求解其闭合形式解,对于

线性差分方程,RSolve 可以直接求解闭合形式解;对于最优化问题,通过调用命令 Minimize[{r,cons},{r,x,y,…}]
来求解满足约束 cons 的关于 r 的最优化问题的最优解. 

表 1 给出了一些测试程序以及它们的程序复杂度上界的计算结果,并给出了计算所需的时间;由于符号化

计算的原因,表中给出的结果可能不是正整数,可采用向上取整得到实际的正整数上界. 

Table 1  Experimental results of some Kovács’ examples 
表 1  部分 Kovács 实例程序的计算结果 

Program fragments Comlexity bounds Time (s) 
k:=0; j:=1; m:=1; 
while (m<=a) do 
  k:=k+1; 
  j:=j+2; 
  m:=m+j; 
done; (from Ref.[15,19]) 

0,     1

,  1

a

a a

<⎧⎪
⎨
⎪⎩ ≥

 0.078 

x:=a/2; r:=0; 
while (x>r) do 
  x:=x−r; 
  r:=r+1; 
done; (from Ref.[15,20]) 

0,                         0
1 1 1 4 ,  otherwise
2 2

a

a

⎧
⎪
⎨

− + +⎪⎩

≤
 0.078 

x:=a; r:=1; s:=13/4; 
while (x−s>0) do 
  x:=x−s; 
  s:=s+6*r+3; 
  r:=r+1; 
done; (from Ref.[15]) 

2 3

130,                                                      

[13 4 27 18 4 ,1],  otherwis

  
4

eRoot n

a

a n n− + + +

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

≤ ,

Root[f,k]is the kth root of f[x]=0 

0.156 

为了表明本文的方法能够计算出 P*-solvable循环更精确的复杂度上界,与Gulwani的实验结果[12,21]进行了

比较,表 2列出了实验结果(由于文献[12,21]未给出计算时间的结果,故算法计算时间无法作比较).对于第 1个例

子和最后一个例子 ,本文的计算结果明显比 Gulwani 的计算结果更加精确 .对于第 1 个例子 ,为了计算出 

2 max(0, 2 ) 1m b+ − + 的结果,Gulwani 使用了更复杂的数值抽象域[21]. 
本文针对 P*-solvable 循环,基于差分方程和最优化问题求解方法给出了一种复杂度上界的精确计算方法.

实验结果表明,本文的方法可以有效地对只含有赋值语句和含有条件分支语句的 P*-solvable 循环计算其符号

复杂度上界;对于表 1 和表 2 中的程序,本文算法所耗费的时间基本都在 0.5s 以下.文献[13]指出,大规模程序中

的循环通过程序切片方法去除与循环控制变量不相关的程序代码后,能够极大地降低循环的复杂度.因此,结合

程序切片方法,本文的算法也能够应用于大规模程序中循环的复杂度上界计算. 
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Table 2  Results compared with Gulwani 
表 2  与 Gulwani 部分实例的比较 

Program fragments Results of this paper Results of Gulwani 
x:=0; y:=b; k:=0; 
while (x<m) do 

k:=k+1; 
y:=y+1; 
x:=x+y; 

done; (from Ref.[21]) 

( )21 1 4 4 8 1 2
2

b b m b+ + + − −

0.094s 
2 max(0, 2 ) 1m b+ − +  

assume(n>0 && m>0); 
v1:=n; v2:=0; 
while (v1>0) do 
  if (v2<m) then 
     v2++; v1−−; 
   else v2:=0; 
   endif; 
done; (from Ref.[12]) 

nn
m

+  

0.402s 

nn
m

+  

assume(0<m<n); 
x:=0; y:=0; 
while (x<n) do 
   if (y<m) then 
      y++; 
   else 
      y:=0; x++; 
   endif; 
done; (from Ref.[12]) 

n+nm 
0.526s 

The result is nm in Ref.[12], 
but revised to n+nm in Ref.[15]. 

assume(0<m<n); 
x:=n; 
while (x>0) do 
  if (x<m) then 
    x−−; 
  else x:=x−m; 
  endif; 
done; (from Ref.[12]) 

1n m
m

+ −  

0.414s 

n m
m

+  

5   结  论 

循环的停机性验证是一个不可判定的问题,但是研究发现,对于某些特定类型的循环可以给出有效的停机

性验证方法.本文分别针对含有赋值语句的循环和带条件分支的 P*-solvable 循环提出了符号化复杂度上界计

算方法.与其他工作相比,本文的方法能够计算得到更精确的符号化复杂度上界,实验结果表明了本文方法的有

效性. 
根据 P*-solvable 循环的定义,对于只含赋值语句的循环,只要循环是差分可解的,本文的方法就能够对其计

算符号化复杂度上界.而对于多分支的 P*-solvable 循环,本文的方法现在还只能处理每一个内循环执行次数都

能够明确计算的循环.在下一步工作中,我们将结合差分求解和文献[11]中的有穷差分树来拓宽多分支循环的

停机性验证,首先建立循环的有穷差分树,然后根据有穷差分树构建循环的约束系统,通过约束系统的解构造

polyranking 函数[22]验证程序停机性.另外,我们还将结合程序切片方法应用本文的方法对大规模程序进行分析

和验证. 
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