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Abstract:  In this paper, Intent Waned Values and Compact Dependency are proposed as new concepts. It has 
strictly been proven that a dependent foundation that consisted of compact dependencies is an irredundant and 
complete dependency basis on an axiom system that includes only one rule: attributes are increased at the left side 
and reduced at the right side. In this way, another irredundant and complete dependency basis is found, which is 
distinguished from the Guigues-Duquenne basis. This basis changes the traditional idea that there exists a sole 
irredundant and complete dependency basis and discloses the prospect of finding multiple kinds of irredundant and 
complete dependency basis for a variety of requirements. 
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摘  要: 提出了“内涵亏值”与“紧致依赖”的概念,证明了由“紧致依赖”组成的依赖基对于“左部加属性、右部减属

性”这一规则的公理系统是无冗余而完整的.由此发现了除 Guigues-Duquenne 基以外还有其他无冗余完整依赖基,
改变了只有唯一的一个无冗余完整依赖基的传统观念,揭开了寻找多种无冗余完整依赖基以满足多样化需求的  
序幕. 
关键词: 值依赖;Guigues-Duquenne 基;紧致依赖;内涵亏值;数据库 
中图法分类号: TP311   文献标识码: A 

值依赖是数据库理论、粗糙集理论、形式概念分析等很多领域共同研究的课题.在数据库理论中,它被称

为值依赖[1];在粗糙集理论中,它被称为规则[2];在形式概念分析中,它被称为属性蕴含[3].本文采用数据库中的名

称:值依赖.文献[4]中已证明,在一个关系中成立的值依赖的个数是随关系的尺寸而呈指数级增长的,因此要把

它们全部表示出来十分困难.这样,Guigues 和 Duquenne 提出了用他们名字命名的 Guigues-Duquenne 基[5],证明
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了这个基对 Armstrong 公理系统(或称推导规则)是完整的、无冗余的.完整是指所有在该关系中成立的值依赖

都可由这个基中的值依赖用 Armstrong 公理系统推导出来,无冗余是指这个基中的每个值依赖都不能由这个基

中的其他值依赖用 Armstrong 公理系统推导出来.给出对 Armstrong 公理系统的无冗余完整依赖基是很自然的,
因为 Armstrong 公理系统对值依赖是有效而完备的.这里,有效是指从某关系中成立的一个值依赖的集合出发,
用 Armstrong 公理系统推导出的每个值依赖都一定在该关系中成立;完备是指在任何关系中每个与这个值依赖

集合同时成立的值依赖都可以从这个值依赖集合出发,用 Armstrong 公理系统推导出来.由于 Armstrong 公理系

统的这种有效性和完备性,所以多年来人们一直没有考虑是否还有其他公理系统也能有无冗余完整依赖基.人
们一直认为,只有有效而完备的公理系统才能有无冗余完整依赖基.然而,我们近年来研究发现,原来还存在另

外的公理系统(该系统有效,但不完备)也存在着对这个公理系统的无冗余完整依赖基.这个依赖基由本文提出

的“紧致依赖”组成,这种紧致依赖是由本文提出的“内涵亏值”求出的. 
另外,由于实际应用的问题是多种多样的,单一的一种依赖基很难方便地满足这些多种多样的需求.例如,

在关联规则的挖掘中,这里的紧致依赖的依赖基就完成了 Guigues-Duquenne 基所不能完成的工作(见本文第 3
节).因而,我们的发现还为寻找多种无冗余完整依赖基、满足多种实际问题的需要、实现个性化服务揭开了   
序幕. 

本文第 1 节提出基本定义及基本原理.第 2 节提出紧致依赖及内涵亏值.第 3 节说明紧致依赖在求置信度

为 1 的关联规则方面的应用.第 4 节进行分析与展望. 

1   基本定义及基本定理 

本文将用形式概念的方法解决这个问题. 

定义 1[3]. 设 U 是对象的集合,M 是属性的集合,I⊆U×M 是 U 与 M 间的关系,则称三元组K=(U,M,I)为一个 

形式背景(简称背景).对于 X⊆U,Y⊆M,定义两个函数: 
• f(X)={m∈M|∀u∈X,(u,m)∈I} 
• g(Y)={u∈U|∀m∈Y,(u,m)∈I} 

而且,若 f(X)=Y,g(Y)=X,则称(X,Y)是一个形式概念(简称概念).X 是这个概念的外延,Y 是这个概念的内涵.K
的全部概念的集合记作 ( )KB . 

任何一个关系数据库中的关系都很容易改写成一个背景[1].本文默认关系数据库中的关系都已作了这种

转化,于是,本文以下将用背景来论述. 

定义 2[1]. 设K=(U,M,I)是一个背景,A,B⊆M,则表达式 A→B 表示一个值依赖,A 称为左部,B 称为右部.若按定

义 1 中的 g 函数,有 g(A)⊆g(B),则称 A→B 在K中成立.设Σ是值依赖的集合.如果Σ中每个值依赖都在K中成立,

则称Σ在K中成立. 

定义 3[3]. 设K=(U,M,I)是一个背景,(X1,Y1)及(X2,Y2)是它的两个概念.若 X1⊆X2(这时必有 Y2⊆Y1),则称(X1,Y1) 

是(X2,Y2)的子概念,(X2,Y2)是(X1,Y1)的父概念.若 X1⊂X2 且不存在概念(X3,Y3)使得 X1⊂X3⊂X2,则称(X1,Y1)是(X2,Y2) 
的直接子概念,(X2,Y2)是(X1,Y1)的直接父概念.记作(X1,Y1)≺(X2,Y2). 

定义 4. 设K=(U,M,I)是一个背景,令 ( ), {( , ) ( ) ( ) | }V E α β α β= = ∈ × ≺K K KB B B ,则称以 V 中的元素为顶

点、以 E 中的元素为边的图(V,E)为K概念集合的 Hasse 图. 

引理 1[3]. 设K=(U,M,I)是一个形式背景,X1,X2⊆U,Y1,Y2⊆M,则 

(1) X1⊆X2⇒f(X1)⊇f(X2) 
(2) Y1⊆Y2⇒g(Y1)⊇g(Y2) 
(3) f(X1∪X2)=f(X1)∩f(X2) 
(4) g(Y1∪Y2)=g(Y1)∩g(Y2) 
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(5) X1⊆g(f(X1)) 
(6) Y1⊆f(g(Y1)) 
(7) f(X1)=f(g(f(X1))) 
(8) g(Y1)=g(f(g(Y1))) 
(9) X1⊆X2 则 g(f(X1))⊆g(f(X2)) 
(10) Y1⊆Y2 则 f(g(Y1))⊆f(g(Y2)) 

定义 5. 背景K的 Guigues-Duquenne 基[5]是这样一些值依赖的集合,它们在K中成立,而且K中成立的每个 

值依赖都可以从这个集合用 Armstrong 公理系统[6](或称推导规则):(A1) 若 A⊇B,则 A→B;(A2) 若 A→B,则
AC→BC;(A3) 若 A→B,B→C,则 A→C 推导出来(完整),但这个集合中的任何一个值依赖都不能从这个集合中的

其他值依赖用以上推导规则(A1)~(A3)推导出来(无冗余). 

Guigues-Duquenne 基可通过K的伪内涵求出[3,5,7]. 

例 1:企业竞争情况的背景K=(U,M,I),其中,U={1,2,3,4,5}是 5种企业,M={有技术创新能力,产品科技含量高, 

经济实力强,经济信息利用充分,有国家信贷支持,人力资源充分}是关于竞争的属性.为了简化,下面将用 a 表示

“有技术创新能力”,b 表示“产品科技含量高”,c 表示“经济实力强”,d 表示“经济信息利用充分”,e 表示“有国家信 

贷支持”,h 表示“人力资源充分”.I 见表 1.于是,由伪内涵求出的K的 Guigues-Duquenne 基是 

{a→abh,b→bh,d→cd,e→abeh,ce→abcdeh,abch→abcdh,bcdh→abcdh}. 
这里,我们用 ac 表示{a,c}.本文其余地方也采用这种记法. 

Table 1  A formal context 
表 1  一个形式背景 

 a b c d e h 
1 × ×   × × 
2  × ×   × 
3   × ×  × 
4 × × × ×  × 
5   × ×   

由于我们发现存在着另外的公理系统,对这个公理系统也有无冗余而完整的值依赖集合,所以将依赖基的

定义推广如下: 

定义 6. 设Ω是一个推导规则的集合(公理系统),Σ是一个值依赖的集合,K是一个背景.如果Σ在K中成立,而

且Σ中的每个值依赖都不能由Σ中的其他值依赖用Ω中的推导规则推出(无冗余),而K中成立的每个值依赖都可 

由Σ中的值依赖用Ω中的推导规则推出(完整),则称Σ是对于Ω的无冗余完整依赖基. 
我们发现的推导规则的集合(公理系统)仅包含 1 个推导规则,即若Ω={A→B,则(A∪C)→(B−D)}.这里,C 和 D

是任意属性集合.也就是说,我们发现的值依赖集合中的任何一个值依赖都不能由这个集合中的其他值依赖通

过左部加属性、右部减属性来得到,而关系中成立的值依赖都可以通过这个集合中的某个值依赖左部加属性、

右部减属性来得到.这种依赖集合是由我们提出的“紧致依赖”组成,而紧致依赖可借助我们提出的“内涵亏值”
求出. 

2   紧致依赖与内涵亏值 

定义 7. 设K=(U,M,I)是一个形式背景,A,B⊆M,若值依赖 A→B 在K中成立且对任何 A1⊂A,A1→B 在K中都不

成立,对任何 B1⊃B,A→B1 在K中都不成立,则称 A→B 是K中的紧致依赖. 

例 2:对于表 1 所示背景的全部紧致依赖是 
{c→c,h→h,ch→ch,b→bh,d→cd,bc→bch,dh→cdh,a→abh,e→abeh,ac→abcdh,ad→abcdh,bd→abcdh, 
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ce→abcdeh, de→abcdeh}. 
紧致依赖可以通过内涵亏值及其横截求出. 

定义 8. 设K=(U,M,I)是一个形式背景,(X,Y)是K的一个概念,(X1,Y1)是(X,Y)的直接父概念,则称 Y−Y1 是(X,Y)

的一个内涵亏值,简称亏值(概念格的最大元素(U,f(U))没有内涵亏值).(X,Y)的所有内涵亏值的集合记为V (X,Y) 
(最大概念的亏值的集合V (U,f(U))=∅),并将∪V (X,Y)用P (X,Y)表示.这里,∪V (X,Y)是V (X,Y)中所有集合的并集. 

例 3:设背景K如表 1 所示,其概念格的 Hasse 图如图 1 所示.内涵亏值标示在每个概念与其直接父概念之间 

的边的旁边.例如,对于#11 概念有 
V (4,abcdh)={cd,ad,ab},P (4,abcdh)=∪V (4,abcdh)=∪{cd,ad,ab}={c,d}∪{a,d}∪{a,b}={a,b,c,d}=abcd. 

再如,对于#8 概念有V (24,bch)={c,b},P (24,bch)=∪V (24,bch)=∪{c,b}=bc. 
对于#2 概念有V (1234,h)={h},P (1234,h)=∪V (1234,h)=∪{h}=h 等. 

定义 9[8]. 设 H=(P,V)是一个超图.这里,P 是点的集合,V⊆2P 是超边的集合.若 E⊆P 满足∀v∈V,v∩E≠∅,则称

E 是 H 的一个横截(transversal).如果 E 是 H 的一个横截,而∀E′⊂E,E′都不是 H 的横截,则称 E 是 H 的一个最小

横截. 

定义 10. 设K=(U,M,I)是一个形式背景,(X,Y)是K的一个概念.把以P (X,Y)为点集、以V (X,Y)为超边集的超

图记作H (X,Y),并称H (X,Y)为(X,Y)的亏值超图. 

例 4:设K如表 1 所示,其概念格的 Hasse 图如图 1 所示,则#11 概念的亏值超图H (4,abcdh)如图 2 所示,其最

小横截有 ac,ad 及 bd.#8 概念的亏值超图H(24,bch)如图 3 所示,其最小横截是 bc.#2 概念的亏值超图H(1234,h) 

如图 4 所示,其最小横截是 h. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

引理 2. 设K=(U,M,I)是一个背景,B 是K的一个内涵,A 是超图H(g(B),B)的一个横截,则 A⊆B. 

证明:因为 A 是超图H (g(B),B)的一个横截,所以 A 是该超图点的集合P (g(B),B)的子集,即所有亏值的并集

∪V (g(B),B)的子集.由于每个亏值都是 B 的子集,所以 A⊆B. □ 

引理 3. 设K=(U,M,I)是一个背景,B 是K的一个内涵,A⊆B,则 g(A)=g(B)的充要条件是 A 是超图H(g(B),B)的 
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Fig.1  An example of concept lattice and waned values 
图 1  一个示例概念格及其亏值 

Fig.2  Concept #11 waned values hypergraph
图 2  #11 概念的亏值超图 

c b h

Fig.3  Concept #8 waned values hypergraph
图 3  #8 概念的亏值超图 

Fig.4  Concept #2 waned values hypergraph 
图 4  #2 概念的亏值超图 
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一个横截. 
证明:设V (g(B),B)={S1,…,Sm},记产生亏值 Si 的直接父概念的内涵为 Bi,即 Si=B−Bi,1≤i≤m. 
必要性:若 A 是H (g(B),B)的横截,则由引理 2 可知,A⊆B.这样,由引理 1(2)可知,g(A)⊇g(B).下面我们证明 

g(A)⊃g(B)不成立,于是可知,g(A)=g(B).用反证法,若 g(A)⊃g(B)成立,则由定义 3可知,(g(A),f(g(A)))是(g(B),B)的父 
概念.于是,必有(g(B),B)的某个直接父概念(g(Bj),Bj)使得 f(g(A))⊆Bj.这样,由引理 1(6)可知,A⊆f(g(A))⊆Bj.然而,A
是H (g(B),B)的横截,所以对所有 1≤i≤m,A∩(B−Bi)≠∅.于是,对所有 1≤i≤m, .iA B⊆ 这与 A⊆Bj 矛盾. 

充分性:若 g(A)=g(B),我们证明 A 是H(g(B),B)的横截,用反证法.若不是,则必有某个 Si 与 A 相交为空,即

A∩(B−Bi)=∅.由 g(A)=g(B)可知,f(g(A))=f(g(B)),由引理 1(6)可知,A⊆f(g(A)),所以 A⊆f(g(B)).因为 B 是K的一个内 

涵,所以由定义 1 可知,B=f(g(B)),所以 A⊆B.这样,由 A∩(B−Bi)=∅可知,A⊆Bi.于是,由引理 1(2)可知,g(A)⊇g(Bi).由
于(g(Bi),Bi)是(g(B),B)的直接父概念,所以 g(Bi)⊃g(B)=g(A).这样就导致 g(A)⊇g(Bi)⊃g(B)=g(A),即 g(A)⊃g(A),出现

了矛盾.  □ 

定理 1. A→B 是K中紧致依赖的充要条件是:(1) B 是内涵;(2) A 是超图H (g(B),B)的一个最小横截. 

证明: 

必要性:设 A→B 是K的紧致依赖,我们证明 B 一定是内涵,A 一定是H(g(B),B)的最小横截.首先,如果 B 不是 

内涵,则由定义 1 可知,B≠f(g(B)).令 B1=f(g(B)),则 B≠B1.由于根据引理 1(6)可知,B⊆f(g(B)),所以 B⊂f(g(B))=B1.然 

而,A→B 在K中成立,所以 g(A)⊆g(B).于是,再由引理 1(8)就有 g(A)⊆g(B)=g(f(g(B))).因为 B1=f(g(B)),所以

g(f(g(B)))=g(B1).于是,g(A)⊆g(B)=g(f(g(B)))=g(B1).所以,A→B1在K中也成立.这样,B⊂B1 将与 A→B 是紧致依赖矛 

盾.所以,B 是内涵. 
其次,我们证明 A⊆B.用反证法,若 A B⊆ ,则对 B2=A∪B 有 B⊂B2,而且由引理 1(4)可知,g(B2)=g(A∪B)= 

g(A)∩g(B).由于 A→B 在K中成立,所以 g(A)⊆g(B),所以 g(A)∩g(B)=g(A).这样,g(B2)=g(A),所以 A→B2 在K中也成 

立.但 B⊂B2,这与 A→B 是紧致依赖矛盾.于是,A⊆B. 

这样,由引理 1(2)就有 g(A)⊇g(B).再由A→B在K中成立,所以 g(A)⊆g(B).于是,g(A)=g(B).这样,因为B是内涵, 

A⊆B 及 g(A)=g(B),所以由引理 3 可知,A 是H(g(B),B)的一个横截.如果 A 不是最小横截,则有 A 的真子集 A1 是最

小横截.于是,A1⊂A⊆B.这样,由引理 3 可知,g(A1)=g(B),从而 A1→B 在K中成立.这与 A→B 是紧致依赖矛盾.所以,A  

是最小横截. 
充分性:设B是内涵,而A是超图H(g(B),B)的最小横截,我们证明A→B是紧致依赖.首先,由引理 2可知,A⊆B,

再因 A 是横截,所以由引理 3 可知,g(A)=g(B).于是:① A→B 在K中成立;② 对任何 A1⊂A 都有 g(A1)⊇g(A),并由 A

的最小性可知,A1 不是 H 的横截.所以,由引理 3 可知,g(A1)≠g(B)=g(A);所以,g(A1)⊃g(A)=g(B).这样,A1→B 在K中 

不成立;③ 对任何 B1⊃B,由引理 1(2)有 g(B1)⊆g(B).但 g(B1)≠g(B),这是因为,若 g(B1)=g(B),则 f(g(B1))=f(g(B)).再
由引理 1(6),并注意到 A∪B 是内涵,就有 B1⊆f(g(B1))=f(g(B))=B.这与 B1⊃B 矛盾,于是可知,g(B1)≠g(B).于 

是,g(B1)⊂g(B)=g(A).所以,A→B1 在K中不成立.这样,我们证明了:① A→B 在K中成立;② 对任何 A1⊂A,A1→B 在 

K中不成立;③ 对任何 B1⊃B,A→B1 在K中不成立.因此,按定义 7,A→B 是紧致依赖.  □ 

例 5:由定理 1 可知,每个紧致依赖的右部都是内涵,左部都是该内涵的亏值超图的最小横截.由于除最大概

念(U,f(U))外每个概念都有亏值,所以上例的全部紧致依赖是:由#2 概念得到的 h→h;由#3 概念得到的 c→c;由#4
概念得到的 b→bh;由#5 概念得到的 ch→ch;由#6 概念得到的 d→cd;由#7 概念得到的 a→abh;由#8 概念得到的

bc→cbh;由#9 概念得到的 dh→cdh;由#10 概念得到的 e→abeh;由#11 概念得到的 ac→abcdh,ad→abcdh, 
bd→abcdh 以及由#12 概念得到的 ce→abcdeh,de→abcdeh.这就是例 2 中展示的全部紧致依赖. 

定理 2. 背景K中成立的值依赖都可以由某个紧致依赖用左部加属性、右部减属性的方法得出. 
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证明:我们只要证明:若 A→B 在K中成立,则必有K中的紧致依赖 A0→B0,使 A⊇A0,B⊆B0 即可.针对 A→B,令 

B0=f(g(A∪B)),则由定义 1可知,B0是内涵.因为由引理 1(6)有B⊆f(g(B)),而由引理 1(10)有 f(g(B))⊆f(g(B∪A)),所以,
①  B⊆ f (g (B∪A ) )=B 0 .又由于 A→B 成立 ,所以 g (A )⊆g (B ) ,从而 g (A )=g (A )∩g (B ) .再由引理 1(4)可
知,g(A)∩g(B)=g(A∪B),由引理 1(8)可知,g(A∪B)=g(f(g(A∪B))),所以 g(A)=g(f(g(A∪B))).又因 B0=f(g(A∪B)),于是可

知,g(B0)=g(f(g(A∪B))),所以有 g(A)=g(B0).另外,由引理 1(6)还有 B0=f(g(A∪B))⊇A∪B⊇A.这样,由引理 3 可知,A 是 
H(g(B0),B0)的一个横截.于是,② 有某个 A 的子集 A0 是H(g(B0),B0)的最小横截.由定理 1 可知,A0→B0 是紧致依 

赖.而且,由结论①、结论②,还有 A⊇A0,B⊆B0.  □ 
定理 3. 若 A1→B1, A2→B2 是两个不同的紧致依赖,则 A1→B1 不能从 A2→B2 通过左部加属性、右部减属性

的方法得出. 
证明:用反证法.设 A1→B1 可以从 A2→B2 通过左部加属性、右部减属性的方法得到,则必有 A1⊇A2 及 B1⊆B2.

然而它们都是紧致依赖,所以由定理 1 可知,B1 及 B2 都是内涵,所以(g(B1),B1)是(g(B2),B2)的父概念.下面我们来

证明:如果(g(B1),B1)是(g(B2),B2)的父概念,则 A1⊇A2 是不可能的. 
因为 A1→B1 是紧致依赖,所以由定理 1 可知,A1 是H(g(B1),B1)的最小横截.于是,由引理 2 可知,A1⊆B1.由于 

(g(B1),B1)是(g(B2),B2)的父概念,所以存在概念序列(X1,Y1),(X2,Y2),…,(Xp,Yp),其中,前面一个是后面一个的直接父

概念,而且(X1,Y1)=(g(B1),B1),(Xp,Yp)=(g(B2),B2).于是,A1⊆B1=Y1⊂Y2⊂…⊂Yp−1⊂Yp=B2.特别是,A1⊆Yp−1⊂Yp=B2 就意 
味着 B2 与其直接父概念的内涵 Yp−1 中都含有 A1,因而 B2 对 Yp−1 的亏值中将不含 A1.这样,H(g(B2),B2)的任何横

截中都要含有不属于 A1 的元素,因而都不会是 A1 的子集.因此,作为H (g(B2),B2)最小横截的 A2 也不会是 A1 的子

集.即,若 B1⊆B2,则 1 2A A⊇ .所以,A1→B1 不能从 A2→B2 通过左部加属性、右部减属性的方法得到.  □ 

这样,由定理 2、定理 3 可知,若设Ω={A→B,则(A∪C)→(B−D)},这里,C,D 是任意属性集合,而Σ是所有紧致依

赖组成的集合,则Σ是相对于Ω的无冗余完整依赖基. 
由于紧致依赖组成的依赖基的无冗余性和完整性不是对 Armstrong 公理系统的,所以在某些方面就弥补了

对 Armstrong 公理系统无冗余完整依赖基的不足 .例如 ,在求置信度为 1 的关联规则方面就比 Guigues- 
Duquenne 基有优越性,显示了不同依赖基可能会有不同特点的服务,我们称为个性化服务. 

3   紧致依赖在求置信度为 1 的关联规则方面的应用 

求置信度为 1 的关联规则用形式概念的“背景”、“函数 g”等术语(见定义 1)来叙述,则是这样一个任务: 

定义 11. 设K=(U,M,I)是一个背景,把 M 中的元素称为项,把 M 的子集称为项集,把 U 中的元素称为事务,

则K是挖掘关联规则的事务数据.如果 A,B⊆M,A∩B=∅,则表达式 A⇒B 称为一个关联规则,称|g(A∪B)|为其频率,

称
| ( ) |

| |
g A B

U
∪

为其支持度,称 | ( ) |
| ( ) |

g A B
g A

∪
为其置信度.如果

| ( ) |
| |

g A B sup
U
∪

≥ 以及
| ( ) | 1,

| ( ) |
g A B

g A
∪ = 则称 A⇒B 为置 

信度为 1 的强关联规则.这里,sup 是支持度阈值.人们可先求出全部置信度为 1 的关联规则及其频率,然后再从

这些关联规则中选出支持度合格的强关联规则. 
定理 4. 设 K=(U,M,I)是一个背景,A→C 是 K 上的一个紧致依赖, 
(1) 若 B=C−A,则 A⇒B 是一个置信度为 1 的关联规则,且其频率为|g(A)|. 
(2) 若将 B 中一些属性 A0 移到 A 中形成 A′,而 B 中剩余部分为 B1(即 A′=A∪A0,B1=B−A0),则 A′⇒B1 也是一

个频率为|g(A)|、置信度为 1 的关联规则. 
(3) 将 B1 中一些属性 B0 删除形成 B′(即 B′=B1−B0),则 A′→B′仍是频率为|g(A)|、置信度为 1 的关联规则. 

证明 :(1) 由于 A→C 是K上的一个紧致依赖 ,所以由定理 1 和引理 2 可知 ,A⊆C,再由引理 1(2)可知 , 

g(A)⊇g(C).然而 A→C 在K上成立,所以 g(A)⊆g(C).这样,g(A)=g(C).但是 B=C−A,即 A∪B=C,所以,A⇒B 的置信度

为
| ( ) | | ( ) | 1

| ( ) | | ( ) |
g A B g C

g A g A
∪ = = .由于按定义 11,其频率为|g(A∪B)|,而现在 g(A∪B)=g(C)=g(A),所以频率为|g(A)|. 
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(2) 因 A′=A∪A0 及 B1=B−A0,所以 A′∪B1=A∪B 及 A′⊇A. 

由引理 1(2)可知,g(A′)⊆g(A)以及 1| ( ) | | ( ) | | ( ) | 1
| ( ) | | ( ) | | ( ) |

g A B g A B g A B
g A g A g A

′ ∪ ∪ ∪= =
′ ′

≥ ,所以 1( )
1

| ( ) |
g A B

g A
′ ∪

=
′

,即 A′⇒B1  

的置信度为 1.再由 A′∪B1=A∪B 可知,g(A′∪B1)=g(A∪B)=g(A),所以,A′⇒B1 的频率仍为|g(A)|. 
(3) 因为 B′=B1−B0,所以 B′⊆B1,从而 A′∪B′⊆A′∪B1,由引理 1(2)可知,g(A′∪B′)⊇g(A′∪B1),所以 A′⇒B′的置信 

度为 1| ( ) | | ( ) | 1
| ( ) | | ( ) |

g A B g A B
g A g A

′ ′ ′∪ ∪ =
′ ′

≥ ,所以 A′⇒B′的置信度为 1.又由于 A′=A∪A0,所以 A′⊇A,故 A′∪B′⊇A′⊇A.于是, 

由引理 1(2)可知,g(A)⊇g(A′∪B′)⊇g(A′∪B1)=g(A∪B),由于 g(A)=g(C)以及 A∪B=C,所以 g(A′∪B′)=g(A∪B)=g(C)= 
g(A),故频率仍为|g(A)|.  □ 

定理 5. 从紧致依赖按定理 4(1)~定理 4(3)求出的置信度为 1 的关联规则是全部置信度为 1 的关联规则. 
证明:我们只要证明以下问题即可:若 A′⇒B′是置信度为 1 的关联规则,则存在紧致依赖 A→C 使:(1) 

A′=A∪A0,这里 A0⊆C−A,而且(2) B′=B1−B0,这里 B1=B−A0 而 B=C−A. 
令 C=f(g(A′∪B′)),于是,由定义 1 可知,① C 是内涵,而且由引理 1(8)可知,g(C)=g(f(g(A′∪B′)))=g(A′∪B′).由于

A′⇒B′的置信度为 1,所以,② g(A′)=g(A′∪B′)=g(C).再由引理 1(6)可知,A′∪B′⊆f(g(A′∪B′)),而 C=f(g(A′∪B′)),所以, 
③ A′⊆C.这样,由结论①~结论③,根据引理 3 可知,A′是H(g(C),C)的横截.设 A 是满足 A⊆A′的最小横截,则由定 

理 1 可知,A→C 是一个紧致依赖.对于这个紧致依赖有: 
(1) A⊆A′,令 A0=A′−A,则 A′=A∪A0. 
(2) 由于 A′∪B′⊆f(g(A′∪B′))=C,而 A′⇒B′是关联规则,所以 A′∩B′=∅.所以,若令 B=C−A,则有 B′⊆C−A′= 

C−(A∪A0)=C−A−A0=B−A0=B1,即 B′⊆B1.令 B0=B1−B′,则 B′=B1−B0.  □ 
例 6:对于表 1 中的背景,由紧致依赖组成的依赖基是 

{c→c,h→h,ch→ch,b→bh,d→cd,bc→bch,dh→cdh,a→abh,e→abeh,ac→abcdh,ad→abcdh,bd→abcdh, 
ce→abcdeh,de→abcdeh}. 

① 根据定理 4(1),对每个紧致依赖 A→C 都产生置信度为 1 的关联规则 A⇒C−A,且频率为|g(A)|,它们是(小
括号中的数字是该关联规则的频率): 

c⇒∅(4),h⇒∅(4),ch⇒∅(3),b⇒h(3),d⇒c(3),bc⇒h(2),dh⇒c(2),a⇒bh(2),e⇒abh(1),ac⇒bdh(1), 
ad⇒bch(1),bd⇒ach(1),ce⇒abdh(0),de⇒abch(0). 

去掉右边是空的及频率为 0 的,得到 8 个规则: 
b⇒h(3),d⇒c(3),bc⇒h(2),dh⇒c(2),a⇒bh(2),e⇒abh(1),ac⇒bdh(1),ad⇒bch(1),bd⇒ach(1). 

② 根据定理 4(2),若 A⇒B 是上面产生的关联规则,则把 B 的任何真子集 A0 移到 A 形成的 A∪A0⇒B−A0 是

与 A⇒B 同频率的置信度为 1 的关联规则.上面的关联规则右部有非空真子集的是: 
• a⇒bh(2),由它得:ah⇒b(2),ab⇒h(2). 
• e⇒abh(1),由它得:ae⇒bh(1),be⇒ah(1),eh⇒ab(1),abe⇒h(1),aeh⇒b(1),beh⇒a(1). 
• ac⇒bdh(1),由它得:abc⇒dh(1),acd⇒bh(1),ach⇒bd(1),abcd⇒h(1),abch⇒d(1),acdh⇒b(1). 
• ad⇒bch(1),由它得:abd⇒ch(1),[acd⇒bh(1)],adh⇒bc(1),[abcd⇒h(1)],abdh⇒c(1),[acdh⇒b(1)]. 
• bd⇒ach(1),由它得:bcd⇒ah(1),[abd⇒ch(1)],bdh⇒ac(1),[abcd⇒h(1)],[abdh⇒c(1)],bcdh⇒a(1). 

其中,有方括号的规则是前面已出现过的. 
③ 根据定理 4(3),若 A′⇒B1 是上面产生的关联规则,B0 是 B1 的非空真子集,B′=B1−B0,则 A′⇒B′也是同频率

的置信度为 1 的关联规则.由上面右部有非空真子集的关联规则产生的新关联规则是: 
• a⇒b(2),a⇒h(2). 
• e⇒ab(1),e⇒ah(1),e⇒bh(1),e⇒a(1),e⇒b(1),e⇒h(1). 
• ae⇒b(1),ae⇒h(1),be⇒a(1),be⇒h(1),eh⇒a(1),eh⇒b(1). 
• ac⇒bd(1),ac⇒bh(1),ac⇒dh(1),ac⇒b(1),ac⇒d(1),ac⇒h(1). 
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• abc⇒d(1),abc⇒h(1),acd⇒b(1),acd⇒h(1),ach⇒b(1),ach⇒d(1). 
• ad⇒bc(1),ad⇒bh(1),ad⇒ch(1),ad⇒b(1),ad⇒c(1),ad⇒h(1). 
• abd⇒c(1),abd⇒h(1),adh⇒b(1),adh⇒c(1). 
• bd⇒ac(1),bd⇒ah(1),bd⇒ch(1),bd⇒a(1),bd⇒c(1),bd⇒h(1). 
• bcd⇒a(1),bcd⇒h(1),bdh⇒a(1),bdh⇒c(1). 
根据定理 5,只有以上这些规则是频率不为 0 的置信度为 1 的关联规则. 
这样,我们就得到了全部的频率不为 0 的置信度为 1 的关联规则如下: 

b⇒h(3),d⇒c(4),bc⇒h(2),dh⇒c(2),a⇒bh(2),e⇒abh(1),ac⇒bdh(1),ad⇒bch(1),bd⇒ach(1),ah⇒b(2),ab⇒h(2), 
ae⇒bh(1),be⇒ah(1),eh⇒ab(1),abe⇒h(1),aeh⇒b(1),beh⇒a(1),acb⇒dh(1),acd⇒bh(1),ach⇒bd(1),abcd⇒h(1), 
abch⇒d(1),acdh⇒b(1),abd⇒ch(1),adh⇒bc(1),abdh⇒c(1),bcd⇒ah(1),bdh⇒ac(1),bcdh⇒a(1),a⇒b(2),a⇒h(2), 
e⇒ab(1),e⇒ah(1),e⇒bh(1),e⇒a(1),e⇒b(1),e⇒h(1),ae⇒b(1),ae⇒h(1),be⇒a(1),be⇒h(1),eh⇒a(1),eh⇒b(1), 
ac⇒bd(1),ac⇒bh(1),ac⇒dh(1),ac⇒b(1),ac⇒d(1),ac⇒h(1),abc⇒d(1),abc⇒h(1),acd⇒b(1),acd⇒h(1), 
ach⇒b(1),ach⇒d(1),ad⇒bc(1),ad⇒bh(1),ad⇒ch(1),ad⇒b(1),ad⇒c(1),ad⇒h(1),abd⇒c(1),abd⇒h(1), 
adh⇒b(1),adh⇒c(1),bd⇒ac(1),bd⇒ah(1),bd⇒ch(1),bd⇒a(1),bd⇒c(1),bd⇒h(1),bcd⇒a(1),bcd⇒h(1), 
bdh⇒a(1),bdh⇒c(1). 

定理 4 中的方法很容易由计算机程序实现. 
算法 1. 求全部频率不为 0、左部右部都不空、置信度为 1 的关联规则. 

输入:形式背景K及它的所有紧致依赖的集合Σ0. 

输出:全部频率不为 0、左部右部都不空、置信度为 1 的关联规则的集合Σ. 
方法:Σ:=∅ 

For each A→C∈Σ0    //求按定理 4(1)形成的关联规则 
Begin B:=C−A 

If B≠∅且 g(A)≠∅ Then Σ :=Σ ∪{A⇒B(|g(A)|)} 
End 
Σ ′:=∅      //用Σ ′存放定理 4(2)形成的关联规则 

For each A⇒B(|g(A)|)∈Σ  
Begin If |B|>1 Then   //|B|>1 表示 B 有非空真子集 

For each A0⊂B 
If A0≠∅ Then 

Begin A′:=A∪A0 
B1:=B−A0 
Σ ′:=Σ ′∪{A′⇒B1(|g(A)|)} 

End 
End 
Σ :=Σ ∪Σ ′ 
Σ ′:=∅      //用Σ ′存放定理 4(3)形成的关联规则 

For each A′⇒B1(|g(A)|)∈Σ 
Begin If |B1|>1 Then   //|B1|>1 表示 B1 有非空真子集 

For each A1⊂B1 
If A1≠∅ Then 
Begin B′:=B1−A1 

Σ ′:=Σ ′∪{A′⇒B′(|g(A)|)} 
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End 
End 
Σ :=Σ ∪Σ ′ 

输出Σ,结束. 
从定理 4、定理 5 及算法 1 可以看出,由于紧致依赖组成的依赖基对“左部加属性、右部减属性”这一规则

的公理系统是无冗余而且完整的,所以在求全部置信度为 1 的关联规则方面非常方便. 

4   分析与展望 

20 多年来,人们一直认为无冗余完整依赖基一定是对有效而完备的 Armstrong 公理系统的.本文提出的由

紧致依赖组成的依赖基是第一个对 Armstrong 公理以外的另一个公理系统的无冗余完整依赖基.它展示了对于

有效但不完备的公理系统也可以有无冗余完整依赖基.这个发现在理论上有很大意义,它改变了只有 1 种无冗

余完整依赖基的观念,展现了寻找多种无冗余完整依赖基是可能的. 
寻求多种无冗余完整依赖基在实践上有很大意义,因为在各种实际问题中会遇到各种不同的需求,单纯一

种依赖基难以全部满足.比如,一些知识发现的任务需要(或在本质上是需要)置信度为 1 的强关联规则[9−12].众
所周知 ,从 Guigues-Duquenne 基用 Armstrong 公理系统只能推出具体的置信度为 1 的强关联规则 .由于

Armstrong 公理系统的推导既没有统一的原则又没有固定的步骤,所以没有从 Guigues-Duquenne 基求出全部置

信度为 1 的关联规则的可行算法.因此,没有办法用计算机程序从 Guigues-Duquenne 基求出全部置信度为 1 的

强关联规则 ,这一直是 Armstrong 公理系统的一个很大的缺欠 .而我们提出的依赖基推导时使用的不是

Armstrong 公理系统,而是只含 1 个推导规则的公理系统,所以就可以很容易地由本文算法 1 求出所有置信度为

1 的关联规则,弥补了 Armstrong 公理系统依赖基的这一缺欠.这说明,不同的依赖基有可能满足不同的需求,它
们将会有不同的具有自己特点的服务.因此,发现能够有多种无冗余完整依赖基这件事的实践意义也是很大的. 

另外,本文的发现不仅有较大的理论意义及实践意义,而且还引出了一系列新课题,例如: 
(1) 还有哪些公理系统可以有无冗余完整依赖基? 
(2) 判定一个公理系统可以有无冗余完整依赖基的准则是什么? 
(3) 有无冗余完整依赖基的公理系统一共有多少? 
(4) 如何把它们全部找出来? 
(5) 每个具有无冗余完整依赖基的公理系统对应的无冗余完整依赖基是否唯一? 
(6) 每个依赖基都有哪些特性?都可用于哪些个性化服务? 
目前,关于“依赖”的研究仍然很多[13−20],上述这些问题显然也给关于“依赖”的研究提出了新的课题.这些课

题的研究解决,将会有更大的理论及实践意义.今后,我们希望在这些问题上继续和众多的老师、专家一起进行

研究,争取得到更多、更有意义的新成果. 
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