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Abstract:  The extension of rough set is an important issue in rough set theory among which the covering based 
generalized rough set is vital. Concept approximation in covering approximation space (CAS) is a key issue for 
acquiring knowledge from it. Some researchers have done much on approximation of classical sets in covering 
approximation space. Some covering based generalized rough fuzzy set models have already been developed for 
approximation of fuzzy sets in covering approximation space. Unfortunately, there are limitations in these models. 
In this paper, a new covering based generalized rough fuzzy set model is proposed. It solves the problems of former 
models. Moreover, the lower and upper approximations in two different covering approximation spaces with partial 
order relation are studied, and the sufficient and necessary condition for generating the same covering based 
generalized rough fuzzy sets from two different covering approximation spaces is that these two coverings have the 
same reductions. In the end, the relationship of this new model with the models proposed by Wei and Xu is analyzed. 
Wei’s model and Xu’s model are proved to be two extremes of the new one, and they can be used in some special 
cases of unary covering. These results provide foundation for the application of covering based generalized rough 
fuzzy set models to fuzzy decisions. 
Key words:  covering approximation space; rough set; fuzzy set; rough fuzzy set; confidence 

摘  要: 粗糙集扩展模型的研究是粗糙集理论研究的一个重要问题.其中,基于覆盖的粗糙集模型扩展是粗糙集

扩展模型中的重要一类.覆盖近似空间中的概念近似是从覆盖近似空间中获取知识的关键.目前,研究者对覆盖近似
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空间中经典集合的近似进行了较多的研究.针对覆盖近似空间中模糊集合的近似,虽然不同的覆盖粗糙模糊集模型

被提了出来,但它们都存在不合理性.从规则的置信度出发,提出了一种新的覆盖粗糙模糊集模型.该模型修正了已

有模型中存在对象在下近似中不确定可分和上近似中不近似可分的问题.分析了具有偏序关系的两个覆盖近似空

间中上、下近似之间的关系,发现两个不同覆盖生成相同覆盖粗糙模糊集的充要条件是这两个覆盖的约简恒等.分
析了新模型与 Wei 模型、Xu 模型之间的关系,发现这两种模型是新模型的两种极端情况,且其应用前提是覆盖为一

元覆盖.这些结论将为覆盖粗糙模糊集模型应用于决策为模糊的情形提供理论基础. 
关键词: 覆盖近似空间;粗糙集;模糊集;粗糙模糊集;置信度 
中图法分类号: TP181   文献标识码: A 

模糊集理论是由美国科学家 Zadeh 教授于 1965 年提出的刻画模糊现象和模糊概念的重要方法[1].粗糙集

理论是由波兰科学家 Pawlak 教授于 1982 年提出的处理不精确、不完备和不相容信息的数学方法[2].近年来,
模糊集理论和粗糙集理论在知识获取、模式识别、机器学习等领域取得了很大的成功.这两种理论尽管都主要

用于不确定信息的处理,但彼此的出发点和侧重点却不尽相同,具有很强的互补性.于是,Dubois 创造性地将这

两种理论结合起来,提出了粗糙模糊集和模糊粗糙集[3,4].其中,粗糙模糊集将目标集合泛化为模糊集,而模糊粗

糙集将论域上的等价关系泛化为模糊等价关系.此后,这两种理论的结合得到了研究者广泛的关注.Morsi 等人

对模糊粗糙集的公理化进行了研究,但其研究仅限于模糊相似关系[5].Wu 等人对一般模糊关系下的对偶模糊粗

糙近似算子的构造与公理化进行了研究,得到了刻画各种模糊关系所对应的模糊粗糙近似算子的最小公理 
集[6].Yeung 等人研究了任意模糊关系下模糊粗糙集的格和拓扑结构[7].Mi 等人进一步对 T-模模糊粗糙近似算

子进行了公理化刻画,并采用信息熵对 T-模模糊粗糙集的不确定性进行了度量[8].这两种理论的结合,为处理更

加复杂的问题提供了理论工具,比如连续值属性信息系统以及符号值和连续值属性混合信息系统的处理[9−14]. 
我们知道,经典粗糙集理论是基于不可分辨关系的,即它的知识为论域上的划分,也就是说知识中的概念之

间不存在交集[2].而在实际应用当中,知识中的概念之间往往存在交叉,并且所有的概念构成论域上的覆盖,比如

由一般二元关系或者邻域系统所构成的知识系统就属于此类.因此,有必要将粗糙集理论扩展到更一般的情 
形——覆盖近似空间.针对上述问题,研究者做了大量的工作,这些研究工作主要分为以下 3 个方面:(1) 覆盖近

似空间中的概念近似.自 Zakowski 最早将经典粗糙集模型扩展到覆盖近似空间以后[15],其他学者又提出了多种

不同的基于覆盖近似空间的概念近似方法[16−21],它们的主要区别在于对上近似的不同理解;(2) 覆盖近似空间

的约简.Zhu 研究了两个覆盖生成相同的上、下近似的充要条件,并提出了覆盖约简,为覆盖近似空间的简化提

供了理论基础[22].为了从覆盖近似空间中获取最简规则,Hu 提出了覆盖近似空间的相对约简,并结合 Zhu 所提

出的覆盖约简又提出了覆盖近似空间的知识约简框架[23];(3) 覆盖粗糙集的不确定性度量.Huang 通过引入信

息熵,定义了覆盖粗糙集的粗糙熵,为定量研究覆盖近似空间知识粗糙性提供了理论工具[24].基于等域关系,Hu
将覆盖近似空间转化为 Pawlak 近似空间,并研究了两个空间中不确定性度量之间的性质保持关系,为覆盖近似

空间知识粗糙性的度量提供了另外一条途径[25].上述研究基本上建立了基于覆盖近似空间的知识获取的理论

基础和框架,但这些研究的目标集合还仅仅停留在经典集合的范畴. 
粗糙集理论的一个主要应用就是属性约简.由于基于粗糙集理论的属性约简具有不依赖于领域先验知识

的特点,因而得到了广泛的应用.然而,经典粗糙集理论要求给定的知识必须为论域上的划分.对于知识为论域

上的覆盖,经典粗糙集理论不能进行直接处理,必须进行知识的转化,但转化可能造成知识的改变或损失. Chen
基于覆盖粗糙集模型对该问题进行了研究,并得到了比经典粗糙集理论更好的实验结果[26].但 Chen 只研究了

决策是清晰的情况,即决策的类与类之间是分离的.但在现实问题中,有可能存在决策的类与类之间并不完全分

离、而是存在部分交叉的情况.比如我们将信用卡申请者按收入水平分为高、中、低 3 类,显然,这 3 类不是严

格分离的.因此,对于决策并不清晰的问题还有待进一步加以研究. 
解决上述问题的关键是覆盖近似空间下模糊概念(模糊集合)的近似.针对该问题,已有研究者作了一些尝

试[27−30].其中,魏莱和徐忠印分别基于全邻域和近邻域对覆盖粗糙集模型进行了扩展,定义了覆盖近似空间中模
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糊概念的粗糙近似[27,28].Feng 基于α截集定义了覆盖近似空间中模糊概念的上、下近似,但其物理含义不够明 
确[29].另外,当覆盖中存在全集时,Zhu 所提出的模型近似精度较差[30].本文从规则的置信度出发,对文献[27,28]
所构造的两种不同的覆盖粗糙模糊集模型进行了研究,分析了这两种模型中存在的不合理性,并提出了一种新

的覆盖粗糙模糊集模型,该模型修正了已有模型中存在的不合理性. 

1   两种已有的覆盖粗糙模糊集模型及其局限性 

为了进行比较研究,我们首先对覆盖近似空间的相关概念和文献[27,28]所提出的两种覆盖粗糙集模型加

以简要介绍. 
设 U 为非空有限论域,C 为 U 上的一个覆盖,则称有序对(U,C)为覆盖近似空间(covering approximation 

space,简称 CAS). 
定义 1.1. 设(U,C)为覆盖近似空间,x 为 U 中的一个对象,则 x 在该近似空间中的全描述为 AdC(x)={K∈C| 

x∈K},简记为 Ad(x). 
定义 1.2[21]. 设(U,C)为覆盖近似空间,x 为 U 中的一个对象,则 x 在该近似空间中的最小描述为 MdC(x)= 

{K∈C|x∈K∧∀S∈C(x∈S∧S⊆K⇒K=S)},简记为 Md(x). 
定义 1.3. 设(U,C)为覆盖近似空间,x∈U,任意 K∈C,如果 K∈Md(x),则称 K 为 x 的一个邻域.∪{K|K∈Md(x)}

称为 x 的全邻域,记为 AN(x).∩{K|K∈Md(x)}称为 x 的近邻域,记为 CN(x). 
下面为了论述方便,将文献[27,28]所提出的覆盖粗糙模糊集模型分别称为 I 型覆盖粗糙模糊集模型和 II 型

覆盖粗糙模糊集模型. 
定义 1.4[27]. 设(U,C)为覆盖近似空间,A∈F(U),则 A 在(U,C)上的 I 型粗糙模糊集是一对模糊集 ( ( ),CF A  

( ))CF A ,其隶属函数定义如下: 
 ( ) ( ) inf{ ( ) | , ( )} inf{ ( ) | ( )}CF A A Au x u y y K K Md x u y y AN x= ∈ ∪ ∈ = ∈  (1) 

 ( ) ( ) sup{ ( ) | , ( )} sup{ ( ) | ( )}A ACF Au x u y y K K Md x u y y AN x= ∈ ∪ ∈ = ∈  (2) 

根据以上定义,任何模糊集 A 在覆盖近似空间中可以用两个模糊集来逼近,即上近似 ( )CF A 和下近似

( )CF A .对于论域上的任何对象 x,由于知识 C 的不可分辨性,其属于模糊集 A 的隶属程度介于 ( ) ( )CF Au x 和

( ) ( )CF Au x 之间.其中, ( ) ( )CF Au x 是 x 的全邻域中对象隶属度的最小值,而 ( ) ( )CF Au x 是 x 的全邻域中对象隶属度的最 

大值,也就是说,全邻域中对象隶属度的最小值和最大值确定了该对象隶属于该模糊概念的两个边界. 

例 1:设 U={x1,x2,x3,x4},C={{x1,x2},{x2,x3},{x3,x4}}为 U 上的一个覆盖,
1 2 3 4

0.3 0.5 0.8 0.1, , ,A
x x x x

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

,则根据定义有 

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

0.5 0.8 0.8 0.8 0.8 0.8 0.8 0.8( ) , , , , ( ( )) , , , ,

0.3 0.3 0.1 0.1 0.3 0.1 0.1 0.1( ) , , , , ( ( )) , , , .

CF A CF CF A
x x x x x x x x

CF A CF CF A
x x x x x x x x

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭
⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

显然, ( ) ( ( )), ( ) ( ( ))CF A CF CF A CF A CF CF A≠ ≠ .因此,文献[27]中所定义的覆盖粗糙模糊集模型并不满足其 
所给出的幂等性. 

定义 1.5[28]. 设(U,C)为覆盖近似空间,A∈F(U),则 A 在(U,C)上的 II 型粗糙模糊集是一对模糊集 ( ( ),CS A  

( ))CS A ,其隶属函数定义如下: 
 ( ) ( ) inf{ ( ) | , ( )} inf{ ( ) | ( )}CS A A Au x u y y K K Md x u y y CN x= ∈∩ ∈ = ∈  (3) 

 ( ) ( ) sup{ ( ) | , ( )} sup{ ( ) | ( )}A ACS Au x u y y K K Md x u y y CN x= ∈∩ ∈ = ∈  (4) 

与 I型覆盖粗糙模糊集模型相比,II型覆盖粗糙模糊集模型缩小了对象不可分辨的集合,即只考察对象近邻 

域中的元素.显然,任何对象 x 的近邻域包含于它的全邻域.因此, ( ) ( ) ( ) ( )CF A CS A A CS A CF A⊆ ⊆ ⊆ ⊆ . 
以上两种模型虽然给出了两种不同的方法来刻画论域中的模糊概念,但是它们都存在一定的不合理性.在
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经典粗糙集理论中,若论域中的一个对象 x 属于目标概念 X 的下近似,则在知识 P 中存在知识粒 p∈P,有 p⊆X,
即规则 p→X 的置信度为 1.另外,若论域中的一个对象 x 属于目标概念 X 的上近似,则在知识 P 中存在知识粒

p,有 p∩X≠∅,即规则 p→X 的置信度不为 0.下面我们通过一个例子来分析以上两种模型存在的不合理性: 
例 2:设(U,C)为覆盖近似空间,U={x1,x2,x3,x4},C={K1,K2,K3},其中,K1={x1,x2},K2={x2,x3},K3={x3,x4}.令 

1 2 3 4 1 2 3 4

1 1 0 0 1 0 1 0, , , , , , ,A B
x x x x x x x x

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

. 

根据定义,
1 2 3 4 1 2 3 4

1 0 0 0 1 0 1 1( ) , , , , ( ) , , ,CF A CS B
x x x x x x x x

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

.从规则的置信度来看,规则 K1→A 的置信度为 1.

由于 x2∈K1,则 x2在给定知识C下对概念A是确定可分的,即 x2属于A的下近似的隶属程度应该为 1,这与 ( )CF A  
中 x2 的隶属度为 0 相矛盾.另外,规则 K1→B,K2→B 和 K3→B 的置信度都为 0.5,则 K1,K2 和 K3 中的对象在给定

知识 C 下对概念 B 应该都是近似可分的,即 x1,x2,x3 和 x4 隶属于 B 的程度相等且不为 0.但是,x1,x3 和 x4 都属于 B
的上近似,x2 却不属于 B 的上近似,这不符合直观的理解. 

通过例 2 我们可以发现,以上两种定义都不尽合理,有必要定义一种新的覆盖粗糙模糊集模型. 

2   一种新的覆盖粗糙模糊集模型 

为了与前文的论述保持一致,将本文提出的覆盖粗糙模糊集模型称为 III 型覆盖粗糙模糊集模型. 

2.1   III型覆盖粗糙模糊集模型 

定义 2.1. 设(U,C)为覆盖近似空间,A∈F(U),则 A 在(U,C)上的 III 型粗糙模糊集是一对模糊集 ( ( ),CCT A  

( ))CCT A ,在不引起混淆的情况下,简记为 ( ( ), ( ))CT A CT A .其隶属函数定义如下: 
 ( )

( )
( ) sup {inf{ ( )}}CT A Ay KK Ad x

u x u y
∈∈

=  (5) 

 ( ) ( )
( ) inf {sup{ ( )}}ACT A K Ad x y K

u x u y
∈ ∈

=  (6) 

设 x∈U. 若 K∈Ad(x)∧K∉Md(x), 则 ∃L∈Md(x)(L⊆K). 由 于 L⊆K, 则 inf{ ( )} inf{ ( )}A Ay L y K
u y u y

∈ ∈
≥ . 根 据 定 义 (5), 

( ) ( ) inf{ ( )}CT A Ay L
u x u y

∈
≥ ,即去掉 K 不影响下近似的最终计算结果.同理,由于 L⊆K,则 sup{ ( )} sup{ ( )}A A

y L y K
u y u y

∈ ∈
≤ .根据

定义(6), ( ) ( ) sup{ ( )}ACT A
y L

u x u y
∈

≤ ,即去掉 K 也不影响上近似的最终计算结果.这也就是说,最小描述和全描述具有

相同的近似能力.所以,上述定义也可以等价地写成如下形式: 
 ( )

( )
( ) sup {inf{ ( )}}CT A Ay KK Md x

u x u y
∈∈

=  (7) 

 ( ) ( )
( ) inf {sup{ ( )}}ACT A K Md x y K

u x u y
∈ ∈

=  (8) 

续例 2,根据定义 2.1,有
1 2 3 4 1 2 3 4

1 1 0 0 1 1 1 1( ) , , , , ( ) , , ,CT A CT B
x x x x x x x x

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

.因此,与 I 型覆盖粗糙模糊集相比, 

该模型修正了 x2 在给定知识 C 下对概念 A 不确定可分的问题.与 II 型覆盖粗糙模糊集相比,该模型修正了 x2

在给定知识 C 下对概念 B 不近似可分的问题. 
定理 2.1. 设(U,C)为覆盖近似空间,∅为空集,A,B⊆F(U),~A 为 A 的补集,则 III 型覆盖粗糙模糊近似具有以

下性质: 

(1) 余正规性: ( ) ( )CT U CT U U= = ; 

(2) 正规性: ( ) ( )CT CT∅ = ∅ = ∅ ; 

(3) 下近似的收缩性与上近似的扩张性: ( ) ( )CT A A CT A⊆ ⊆ ; 

(4) 对偶性: ( ) ( ), ( ) ( )CT A CT A CT A CT A∼ =∼ ∼ =∼ ; 

(5) 单调性: ( ) ( ), ( ) ( )A B CT A CT B A B CT A CT B⊆ ⇒ ⊆ ⊆ ⇒ ⊆ ; 
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(6) 幂等性: ( ) ( ( )), ( ) ( ( ))CT A CT CT A CT A CT CT A= = . 
证明:性质(1)~性质(5)的证明较为直观,此处从略.这里仅对性质(6)进行证明.设 x∈U,Md(x)={K1,K2,…,Km}, 

1 1 2 2

( )
( )

1 2

( ) sup {inf{ ( )}}

              sup{ inf { ( )}, inf { ( )},..., inf { ( )}},
m m

CT A Ay KK Md x

A A A my K y K y K

u x u y

u y u y u y
∈∈

∈ ∈ ∈

=

=
 

不妨设 ( )( ), ( ) inf { ( )}
i i

i CT A A iy K
K Md x u x u y

∈
∈ = ,则 inf { ( )} inf { ( )},

i i j j
A i A jy K y K

u y u y j i
∈ ∈

≥ ≠ .设 yi∈Ki,根据定义 

( ) ( )
( )

( ) sup {inf{ ( )}} inf { ( )} ( ),
i ii

CT A i A A i CT Ay K y KK Ad y
u y u y u y u x

∈ ∈∈
= ≥ =  

因 ( ) ( )( ( ) ( ))
i iy K CT A i CT Au y u x∈∀ ≥ ,故 ( ) ( )inf { ( )} ( )

i i
CT A i CT Ay K

u y u x
∈

= .设 yj∈Kj,j≠i, ( ) ( )inf { ( )} ( )
j j

CT A j CT Ay K
u y u x

∈
≤ 成立.故 

1 1 2 2

( ( )) ( )
( )

( ) 1 ( ) 2 ( )

( )

( ) sup {inf{ ( )}}

                   sup{ inf { ( )}, inf { ( )},..., inf { ( )}}

                   ( ).
m m

CT CT A CT Ay KK Md x

CT A CT A CT A my K y K y K

CT A

u x u y

u y u y u y

u x

∈∈

∈ ∈ ∈

=

=

=

 

所以, ( ) ( ( ))CT A CT CT A= .由对偶性可得 ( ) ( ( ))CT A CT CT A= .证毕. □ 

2.2   实例分析 

在信用卡审批过程中,审批者需要根据申请者的个人信息进行判断,进而对是否同意其申请以及给申请者

多少的信用额度做出决策.上述问题的解决如果完全依赖于审批者的个人经验,显然不是一个很好的解决方法.
能否用计算机来帮助审批者做出决策?下面我们将借助本文所提出的理论模型对该问题进行探讨.在审批过程

中,申请者的收入水平对于审批者非常重要,但是申请者一般都不愿意公开自己的工资.为了解决上述矛盾,我
们可以根据申请者的其他信息来预测用户的收入水平.为了简化问题,这里仅把申请者的受教育程度作为决策

因素来加以预测.假设有 9 个信用卡申请者 U={x1,x2,…,x9},3 个专家 E1,E2 和 E3 分别对他们的受教育程度评价

如下: 
E1:good={x1,x2,x3},average={x4,x5,x6},poor={x7,x8,x9}; 
E2:good={x1,x2},average={x3,x4,x5},poor={x6,x7,x8,x9}; 
E3:good={x1,x2},average={x3,x4,x5,x6,x7},poor={x8,x9}. 
根据申请者的受教育程度,可以得到论域 U 上的一个覆盖 C={good,average,poor}.其中,good={x1,x2,x3}, 

average={x3,x4,x5,x6,x7},poor={x6,x7,x8,x9}. 
若 9 个申请者的收入情况如表 1 所示,则根据如图 1 所示的模糊隶属函数可以得到论域上的 3 个模糊集

high,middle 和 low.其中,
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 0.8 0.5 0.3 0 0 0 0 0 0 0.2 0.5 0.7 1 1 0.6 0.3 0, , , , , , , , , , , , , , , , ,high middle
x x x x x x x x x x x x x x x x x x

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

, 

1 2

0 0, ,low
x x

⎧
= ⎨

⎩ 3 4 5 6 7 8 9

0 0 0 0 0.4 0.7 1, , , , , ,
x x x x x x x

⎫⎪
⎬
⎪⎭

. 

以模糊集 high 为例,根据本文所提出的模型可以计算出它的上、下近似分别是 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.5 0.5 0.5 0 0 0 0 0 0( ) , , , , , , , , ,

1 1 0.5 0.5 0.5 0 0 0 0( ) , , , , , , , , .

CT high
x x x x x x x x x

CT high
x x x x x x x x x

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

记 good 隶属于 high 的最大、最小隶属度分别为 ( )( ) ( ), ( )C highC highu good u good ,则 

( )

( )

( ) sup{ ( ) | } 1,

( ) inf{ ( ) | } 0.5.
highC high

C high high

u good u x x good

u good u x x good

= ∈ =

= ∈ =
 

也就是说,当已知申请者的受教育水平是 good 时,则可推测该申请者的收入水平为 high 的程度在[0.5,1]之
间.同理可得: 
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( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( )( )

( ) 0.5,  ( ) 0,  ( ) ( ) 0,

( ) 0.5,  ( ) 0,  ( ) 1,  ( ) 0.5,

( ) 0.4,  (

C middle C lowC middle C low

C high C middleC high C middle

C lowC low

u good u good u good u good

u average u average u average u average

u average u average

= = = =

= = = =

= ( )( )

( ) ( )( ) ( )

) 0,  ( ) ( ) 0,

( ) 1,  ( ) 0,  ( ) 1,  ( ) 0.
C highC high

C middle C lowC middle C low

u poor u poor

u poor u poor u poor u poor

= = =

= = = =

 

记对象 x3隶属于 high 的最大、最小隶属度分别为 3 ( ) 3( ) ( ), ( )C highC highu x u x ,由于 x3既属于 good 也属于 average, 

因此, 

3( ) ( ) ( )

( ) 3 ( ) ( )

( ) inf{ ( ), ( )} 0.5,

( ) sup{ ( ), ( )} 0.5.
C high C high C high

C high C high C high

u x u good u average

u x u good u average

= =

= =
 

这正是对象 x3 在 high 的上、下近似中的隶属度值.对于新的信用卡申请者,若已知专家对该申请者的受教育程

度评价,则可以根据上述的推理方法对其收入水平进行预测,这便为信用卡审批者提供了一定的决策支持. 

Table 1  Salary of applicants 
表 1  申请者收入表 

U x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 
Salary 5 000 3 800 3 500 3 300 2 500 2 000 1 600 1 300 900 

 
 
 
 
 
 

Fig.1  Membership function of salary 
图 1  Salary 隶属函数 

3   两个覆盖生成相同 III 型覆盖粗糙模糊集的充要条件 

在文献[31]中,胡军、王国胤研究了覆盖近似空间的层次模型,给出了覆盖粗细关系的定义.下面首先对具有

偏序关系的两个覆盖近似空间中 III 型覆盖粗糙模糊集的关系进行研究. 
定义 3.1[31]. 设 C1,C2 为论域 U 上的两个覆盖,x∈U,若对于任意的

1
( )CK Md x′∈ ,都存在

2
( )CK Md x′′∈ ,使得

K″⊆K′,则称 C2 较 C1 更细,记为 2 1C C≺ .如果 1 2C C≺ 且 2 1C C≺ ,则称 C1 与 C2 相等,记为 C1=C2;否则,C1 与 C2 不等,
记为 C1≠C2.如果 2 1C C≺ 且 C2≠C1,则称 C2 较 C1 严格细,记为 2 1C C≺ . 

另外,两个覆盖 C1 和 C2,若∀K⊆U(K∈C1⇔K∈C2),则称 C1 与 C2 恒等,记为 C1≡C2. 
定理 3.1. 设 C1,C2 为论域 U 上的两个覆盖,A∈F(U).若 1 2C C≺ ,则 

1 22 1
( ) ( ) ( ) ( )C CC CCT A CT A A CT A CT A⊆ ⊆ ⊆ ⊆ . 

证明:设 x∈U,根据定义有 

1 2
1 2

( ) ( )
( ) ( )

( ) sup {inf{ ( )}}, ( ) sup {inf { ( )}}
C C

C C
CT A A CT A Ay K y KK Md x K Md x

u x u y u x u y
′∈ ∈′∈ ∈

= = . 

由于 1 2C C≺ ,则对于任意的
2
( )CK Md x′∈ ,存在

1
( )CK Md x∈ ,使得 K⊆K′.所以 inf{ ( )} inf { ( )}A Ay K y K

u y u y
′∈ ∈

≥ .因此

1 2( ) ( )
sup {inf{ ( )}} sup {inf { ( )}}

C C
A Ay K y KK Md x K Md x

u y u y
′∈ ∈′∈ ∈

≥ ,即
1 2( ) ( )( ) ( )

C CCT A CT Au x u x≥ ,也即
1 2
( ) ( )C CCT A CT A⊇ .同时,根据上、下

近似的对偶性可得 1 2( ) ( )C CCT A CT A⊆ .所以, 1 22 1
( ) ( ) ( ) ( )C CC CCT A CT A A CT A CT A⊆ ⊆ ⊆ ⊆ .证毕. □ 

上、下近似越贴近概念本身,则说明近似空间对概念的刻画能力越强.因此,定理 3.1 说明覆盖的知识粒度

越细,则其对概念的刻画能力越强.Zhu 在研究两个覆盖生成相等的覆盖粗糙近似的充要条件时提出了覆盖约

1.2
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0.0
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简的概念[22],其具体定义如下: 

定义 3.2[22]. 假设 C 是论域 U 上的一个覆盖,K∈C,若存在 c1,c2,…,ci∈C−{K},使得
1

i

j
j

K c
=

=∪ ,则称 K 是 C 可 

约的,否则是不可约的.若 C 中的每个元素都是不可约的,则称 C 是不可约的,否则是可约的.任意 K∈C,若 K 是 C
可约的,则将 K 从 C 中去掉,直到 C 不可约,则得到一个 C 的约简,记为 reduct(C). 

设(U,C)为覆盖近似空间,reduct(C)为 C 的约简.由于任意 x∈U 在 C 和 reduct(C)中有相同的 Md(x),所以

C=reduct(C). 
推论 3.1. 设(U,C)为覆盖近似空间,reduct(C)为 C 的约简,则任意的 A⊆F(U)在(U,C)和(U,reduct(C))中有相

同的 III 型覆盖粗糙模糊上、下近似. 
证明:已知 C=reduct(C),即 ( )C reduct C≺ 且 ( )reduct C C≺ .由于 ( ),C reduct C≺ 则根据定理 3.1 有 ( )CCT A ⊇  

( ) ( )reduct CCT A .又由于 ( ) ,reduct C C≺ 则根据定理 3.1 有 ( ) ( ) ( )reduct C CCT A CT A⊇ .所以, ( )( ) ( )C reduct CCT A CT A= .根据

上、下近似的对偶性有 ( )( ) ( )C reduct CCT A CT A= .因此推论 3.1 成立.证毕. □ 
定理 3.2. 设 C1,C2 是 U 上的两个覆盖,则任意 A⊆F(U)在(U,C1)和(U,C2)中有相同的 III 型覆盖粗糙模糊上、

下近似当且仅当 reduct(C1)≡reduct(C2). 
证明:(⇐)由于 reduct(C1)≡reduct(C2),则任意 A⊆F(U)在(U,reduct(C1))和(U,reduct(C2))中有相同的 III 型覆盖

粗糙模糊上、下近似.根据推论 3.1,任意 A⊆F(U)在覆盖及其覆盖约简中有相同的 III 型覆盖粗糙模糊上、下近

似,所以,任意 A⊆F(U)在(U,C1)和(U,C2)中也有相同的 III 型覆盖粗糙模糊上、下近似. 
(⇒)由于上、下近似具有对偶性,因此只需证明:若任意 A⊆F(U)在(U,C1)和(U,C2)中有相同的 III 型覆盖粗

糙模糊下近似,则 reduct(C1)≡reduct(C2).假设 reduct(C1)≡reduct(C2)不成立.令 K∈reduct(C1),K∉reduct(C2),则在 
(U,reduct(C1))中有

1( ) ( )reduct CCT K K= .根据推论 3.1,若任意 A⊆F(U)在(U,C1)和(U,C2)中有相同的 III 型覆盖粗 

糙模糊下近似 ,则 A 在(U,reduct(C1))和(U,reduct(C2))中也有相同的 III 型覆盖粗糙模糊下近似 ,所以在 
(U,reduct(C2))中也有

2( ) ( )reduct CCT K K= .由于 K∉reduct(C2),则存在 k1,k2,…,kn∈reduct(C2),使得
1

i
i n

K k
≤ ≤

= ∪ .反之,

任意 ki∈reduct(C2),存在 1 2 1, ,..., ( )
ii i imk k k reduct C∈ 使得

1 i

i ij
j m

k k
≤ ≤

= ∪ .所以
1 1 i

ij
i n j m

K k
≤ ≤ ≤ ≤

= ∪ ∪ ,即在 reduct(C1)中K是可 

约的,与 reduct(C1)为 C1 的覆盖约简矛盾.所以,若任意 A⊆F(U)在(U,C1)和(U,C2)中有相同的 III 型覆盖粗糙模糊

下近似,则 reduct(C1)≡reduct(C2).证毕. □ 
定理 3.2 说明,如果两个不同的覆盖对所有的 A⊆F(U)都生成相同的 III 型覆盖粗糙模糊近似当且仅当它们

的约简恒等,即有相同约简的两个覆盖也有相同的知识分辨能力.这为判断两个不同覆盖近似空间的知识分辨

能力是否相等提供了理论依据. 

4   3 种覆盖粗糙模糊集的关系 

下面我们对一般情况下 3 种覆盖粗糙模糊集的关系加以讨论. 

定理 4.1. 设(U,C)为覆盖近似空间,A∈F(U),则 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )CF A CT A CS A A CS A CT A CF A⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ . 
证明:设 x∈U,∀K∈Md(x),显然,∩Md(x)⊆K⊆∪Md(x).因此, 

( ) ( ) ( ) ( )
inf { ( )} inf{ ( )} inf { ( )}, sup { ( )} sup{ ( )} sup { ( )}A A A A A Ay Md x y K y Md x y Md x y K y Md x

u y u y u y u y u y u y
∈∪ ∈ ∈∩ ∈∩ ∈ ∈∪

≤ ≤ ≤ ≤ , 

也即 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )CF A CT A CS A CS A CT A CF Au x u x u x u x u x u x≤ ≤ ≤ ≤ . 

 所以, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )CF A CT A CS A A CS A CT A CF A⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ .证毕. □ 
由定理 4.1 可以发现,在一般情况下,I 型覆盖粗糙模糊近似和 II 型覆盖粗糙模糊近似分别是 III 型覆盖粗

糙模糊近似的两种极端情况. 

例 3:设 U={x1,x2,x3,x4},C={{x1,x2},{x2,x3},{x3,x4}}为 U 上的一个覆盖,
1 2 3 4

0.3 0.5 0.4 0.7, , ,A
x x x x

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

,则根据定义: 



 

 

 

胡军 等:一种覆盖粗糙模糊集模型 975 

 

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4

0.3 0.3 0.4 0.4 0.5 0.5 0.7 0.7( ) , , , , ( ) , , , ,

0.3 0.5 0.4 0.4 0.5 0.5 0.4 0.7( ) , , , , ( ) , , , ,

0.3 0.4 0.4 0.4( ) , , , ,

CF A CF A
x x x x x x x x

CS A CS A
x x x x x x x x

CT A
x x x x

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭
⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭
⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭ 1 2 3 4

0.5 0.5 0.5 0.7( ) , , , .CT A
x x x x

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

显然, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )CF A CT A CS A A CS A CT A CF A⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ . 
在覆盖近似空间(U,C)中,当被近似概念 A∈P(U)时,即 A 为经典集合,则上述 3 种覆盖粗糙模糊集模型中的

上、下近似都将退化为经典集合.更进一步地,当 C 为 U 上的划分时,这 3 种覆盖粗糙模糊集模型都将退化为 

Pawlak 粗糙集模型,且有 ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )CF A CS A CT A CF A CS A CT A= = = = . 
在给定覆盖近似空间中,若两个模型对所有的 A∈F(U)都有相同的上、下近似,则称这两个模型等价.显然,

当覆盖近似空间退化为 Pawlak 近似空间时,3 种模型等价.也就是说,已有的两种模型在 Pawlak 近似空间下不存

在本文所指出的问题,或者说已有两种模型的应用是有前提条件的. 
设 C 为 U 上的一个覆盖,若∀x∈U(|Md(x)|=1),其中|⋅|是集合的势,则称该覆盖是一元的[32].显然,论域上的划分

是一元的. 
定理 4.2. 设(U,C)为覆盖近似空间,3 种覆盖粗糙模糊集模型等价当且仅当覆盖 C 是一元的. 
证明:(⇐)设 x∈U,由于覆盖 C 是一元的,则有|Md(x)|=1,所以∪Md(x)=∩Md(x).由定义可知,I 型覆盖粗糙模糊

上、下近似和 II 型覆盖粗糙模糊上、下近似分别相等.又由定理 4.1 可知,III 型覆盖粗糙模糊近似介于 I 型和

II 型之间.所以对于任意 A⊆F(U),若覆盖 C 是一元的,则 3 种覆盖粗糙模糊集有相同的上、下近似,也即 3 种模

型等价. 
(⇒)首先证明,若 I 型覆盖粗糙模糊集模型和 III 型覆盖粗糙模糊集模型等价,则覆盖 C 是一元的.假设覆盖

C 不是一元的,则∃x∈U(|Md(x)|≠1),因此,Md(x)中至少有两个元素 K,K′且 K≠K′.令 y∈K 但 y∉K′,z∈K′但 z∉K,则 
∃A⊆F(U)(其中,uA(y)<uA(w),w∈K−{y},uA(z)<uA(v),v∈K′−{z}且 uA(y)<uA(z)),使得 ( ) ( ) ( ) ( )CF A A Au x u y u z≤ < ≤  

( ) ( )CT Au x ,即 ( ) ( )CF A CT A≠ .也就是说,若覆盖 C 不是一元的,则 I 型覆盖粗糙模糊集模型和 III 型覆盖粗糙模糊 

集模型不等价.所以,若 I 型覆盖粗糙模糊集模型和 III 型覆盖粗糙模糊集模型等价,则覆盖 C 是一元的. 
再证明,若 II 型覆盖粗糙模糊集模型和 III 型覆盖粗糙模糊集模型等价,则覆盖 C 是一元的.假设覆盖 C 不

是一元的,则∃x∈U(|Md(x)|≠1).令 K1,K2,...,Kn∈Md(x),则∃A⊆F(U).对于 yi∈Ki∈Md(x),若 yi∉CN(x),设 uA(yi)<uA(w), 
w∈CN(x),使得 ( ) ( )( ) ( )CT A CS Au x u x< ,即 ( ) ( )CT A CS A≠ .也就是说,若覆盖 C 不是一元的,则 II 型覆盖粗糙模糊集模 

型和 III 型覆盖粗糙模糊集模型不等价.所以,若 II 型覆盖粗糙模糊集模型和 III 型覆盖粗糙模糊集模型等价,则
覆盖 C 是一元的. 

所以,3 种模型在给定覆盖近似空间(U,C)中等价,则覆盖 C 是一元的.综上,定理 4.2 成立.证毕. □ 
由上述分析可知,当覆盖为一元的情况下,已有的两种模型不会出现对象在下近似中不确定可分和上近似

中不近似可分的问题.也就是说,已有的两种模型可以应用于某些特定的问题,即覆盖为一元的,这便为两种模

型的应用提供了前提条件.而在例 2 中,由于对象 x2 和 x3 的最小描述的势都不为 1,即覆盖不是一元的,所以这两

种模型不能应用于这种情况. 

5   结  论 

本文从规则的置信度出发,对覆盖近似空间中模糊概念的近似进行了研究,具体分析了两种覆盖粗糙模糊

集模型在上、下近似的定义上存在的不合理性.提出了一种新的覆盖粗糙模糊集模型,修正了上、下近似定义

的不合理性,并通过实例说明了本文所提模型的一个实际应用.证明了两个覆盖生成相同覆盖粗糙模糊集的充

要条件是它们有相同的约简,为判断两个不同覆盖近似空间的知识分辨能力是否相等提供了理论依据.另外,我
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们还讨论了 3 种模型在一般情况下的关系,发现已有两种模型分别是两种极端情况以及它们应用于实际问题

的前提条件为覆盖是一元的.这些结论将为覆盖粗糙模糊集模型应用于决策为模糊的情形提供理论基础. 
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