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Abstract:  The key of optimizing quantum reversible logic lies in automatically constructing quantum reversible 
logic circuits with the minimal quantum cost. In order to improve the efficiency of an automatic synthesis and 
optimization of the reversible logic, a semi-template technique and a fast algorithm was proposed. Template is an 
efficient optimizing tool, and the semi-template technique can significantly improve the matching efficiency in 
optimization. R-M synthesis arithmetic is a good iterative method in reversible logic synthesis. Based on the 
original idea of R-M arithmetic, by constructing an optimal and collision-free Hash function, a new fast algorithm 
for synthesizing the quantum reversible logic circuits was proposed. This algorithm can construct optimal quantum 
reversible logic circuits with various types of gates and quantum cost. The experimental results show that to the best 
of the knowledge in the same testing environment, the results are much better than others. 
Key words:  quantum reversible logic; reversible logic optimization; automatic born and optimization; reversible 

logic synthesis; Hash function table 

摘  要: 最优化量子可逆逻辑的关键在于用最小的量子代价自动构造量子可逆逻辑.为了提高可逆逻辑自动生成

与优化的效率,提出了类模板技术和一种快速算法.模板技术是一个有效的优化工具,类模板技术可以显著提高模板

技术的匹配效率;R-M 算法是可逆逻辑综合的一种较好的迭代方法,基于 R-M 算法的原始思想,构造了一个 Hash 函

数,并在此基础上提出了一种可逆逻辑综合的快速算法.实验结果表明,在同等实验环境下使用类模板技术与快速算

法,其优化的效果与效率远远优于已知的其他算法. 
关键词: 量子可逆逻辑;可逆逻辑优化;自动生成与优化;可逆逻辑综合;Hash 函数关键词 
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中图法分类号: TP301   文献标识码: A 

一个 n 位输入、n 位输出的量子可逆电路称为 n×n 规模的量子可逆电路.量子可逆电路的合成不同于经典

电路的合成,若干经典电路中的特有概念——回路、扇入、扇出,在量子可逆电路合成中通常不能出现.因此,在
量子可逆电路合成时通常采用量子可逆逻辑门级联的综合方式. 

量子可逆电路综合方法有若干种,关键是如何使用指定的可逆门(如 CNOT 门,Toffoli 门和 Fredkin 门等),
以较高的效率自动生成量子代价较小的可逆逻辑电路.实践指出,应用不同的实现技术,通常量子可逆门的代价

是不相同的.为此,人们提出了若干可逆逻辑综合的算法.Shende 等人[1]与 Song 等人[2]提出的一种 3 变量的综合

方法,利用经典型穷举算法可以穷举所有 n×n 的可逆电路,结果具有理论意义,但算法比较耗时.Iwama 等人[3]提

出了使用 CNOT 门的电路综合方法,该方法描述了 CNOT 门序列顺序变化的规律,采用消除实现相同变换的相

邻门的规则,最终实现可逆电路的化简.该方法给出了一种综合的思想,但变换规则较为烦琐,且对电路有特别

要求; Miller[4]应用谱函数实现近似最优的可逆电路化简.Miller 等人[5]和 Maslov 等人[6]在可逆电路自动构造的

前提下,利用电路的可逆性和模板电路的恒等性提出了可逆电路模板优化的思想,利用该技术确实可以实现电

路的自动优化 ,由于模板匹配技术本身具有重复和递归性 ,因此算法的速度较慢 .在可逆电路综合领

域,Mishchenko 等人[7]首先提出使用Reed_Muller技术综合的思想并给出相应算法.随后,Gupta等人[8]给出了基

于 Reed_Muller 技术的启发式算法,新算法在性能上有所改善,但通用性不强.Shende 等人[9]将群论思想引入可

逆逻辑综合领域,他们将综合抽象成置换问题,算法运用了置换群的思想,较好的递归描述使算法性能有本质性

的提高;Yang 等人[10]在此基础上将可逆逻辑综合进一步抽象成群论问题,使得构建于 GAP 软件上的算法在性

能上很大程度地超越了其他算法,由于算法的核心是 GAP 软件,体大且个性不足,性能也没有达到理想.将以上

的这些算法归纳起来大致可以分成两类:使用 Toffoli 门执行一个异或和操作的乘积法[7]、穷举法[1]、探索法(即
通过测量汉明距离[11]或变换谱均数[12]来简化函数的迭代次数,穷举法的改进)和基于置换法的合成法[3,6,8,9,13,14]

等.目前,综合算法中效率较高的还是基于置换法的合成算法,这些算法能够以较快的速度用最小量子代价来合

成电路. 
本文介绍了本研究小组在量子可逆逻辑综合与优化课题的研究中总结出的两个新想法:一是类模板思想

及其优化技术,二是基于置换群理论的一种 Hash 函数的构造方法,以及基于线置换的量子可逆逻辑门库的构造

思想.利用类模板技术可以在可逆逻辑优化中提供更多一些的模板,增加待优化电路的匹配率,进一步提高优化

效率;利用计算性能良好的 Hash 函数和模板库技术可以更加快速地设计出性能良好的最小长度或最小代价的

量子可逆逻辑电路. 
第 1 节简介可逆逻辑综合的置换法,包括真值表变化法和 R-M 变化法.第 2 节介绍了可逆电路的模板优化

方法以及类模板的思想,定义及其优化可逆电路的方法,在表 2 中给出了在同等硬件环境下标准结果(F)与各种

有代表性方法结果的比较.第 3 节中首先给出了基于置换群理论的 Hash 函数的构造方法和基于线置换的量子

门库的构造方法,随后给出求最小长度的 QML 算法以及求最小代价的 QMC 算法,最后在 QML 和 QMC 的基础

上,给出了求可逆逻辑电路综合的通用算法 QGA.表 3 和表 4 分别给出了利用不同量子门集合的 QML 和 QMC
的运行结果以及与相关论文结果的比较. 

1   基于置换法的综合方法 

基于置换法的综合方法主要是通过一些变换规则,将输出值逆向逐次变换成输入值,在每一次的变换过程

中选取相应的 Toffoli 门,最终构成所需要的量子电路.这类方法中较为常用的是真值表变换法[6,14]和 R-M 变换

法[8,13]. 
① 真值表变换法:通过真值表的变换,选取相应的 Toffoli 门级联,将输出的值逐次变换,直至输出的值等于

输入值. 
例如,在一个 n=3 的线路上实现以下的变换 f,其对应的逻辑电路与真值表见表 1: 
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(0) 2f = , (1) 6f = , (2) 0f = , (3) 1f = , (4) 7f = , (5) 3f = , (6) 5f = , (7) 4f = , 
算法将根据变换规则,把CoBoAo的值一步步地变换成CBA的值,真值表的每一步变换都由一个Toffoli门实现,
重复此过程,直至将输出值全部变换成输入值.根据级联的位置不同,合成方法有 3 种:前向合成、后向合成和双

向合成. 
Table 1  Logic function truth table of permutation σ 

表 1  置换σ的逻辑函数真值表 

Input Output 
i C B A j Co Bo Ao 
0 0 0 0 2 0 1 0 
1 0 0 1 6 1 1 0 
2 0 1 0 0 0 0 0 
3 0 1 1 1 0 0 1 
4 1 0 0 7 1 1 1 
5 1 0 1 3 0 1 1 
6 1 4 0 5 1 0 1 

0 1 2 3 4 5 6 7
2 6 0 1 7 3 5 4

σ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

σ quantum circuit diagram 

Input Output

C 

B 

A 

Co

Bo

Ao

Gates 

 7 1 1 1 4 1 0 0 

② R-M 变换法:通过 Reed-Muller 展开式,利用矩阵的初等变换及其性质,可以生成较为优化的可逆电

路.Reed-Muller 展开式如下:其中 ai∈{0,1}. 

1 2 0 1 1 2 2 12 1 2 13 1 3 1, 1

123 1 2 3 2, 1, 2 1 12 1 2

( , ..., ) ... ...
... ... ... .

n n n n n n n

n n n n n n n n

f x x x a a x a x a x a x x a x x a x x
a x x x a x x x a x x x

− −

− − − −

= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕
⊕ ⊕ ⊕ …            

 

例如,n=3 的 Reed-Muller 展开式为 

0 1 2 3 4 5 6 7

0 1 2 3 4 5 6 7

( , , )
( , , , , , , , )(1, , , , , , , ) .T

f A B C a a A a B a AB a C a AC a BC a ABC
a a a a a a a a A B AB C AC BC ABC a P

= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕
= = ⋅　　　　　

 

就上面的例子来说,将每一根输出线通过 Reed-Muller展开后,其输出如图 1(a)所示的表达式.同真值表的方法一

样,从输出端开始,通过如下所示的变换规则,将输出端的表达式变换为输入端的表达式,同时,在变换的每一步

选取相应的 Toffoli 门,从输入端开始排列,当变换完成时,量子线路也就成功地合成了.由此可见,基于 R-M 的方

法综合的本质是对 Reed-Muller 展开式进行化简.图 1(b)给出了以上例子的实际量子可逆逻辑. 

 
 

             
 (a) Expression after using R-M expansion    (b) Quantum circuit implementation of logic function in Table 1 
 (a) R-M 展开后的表达式                   (b) 实现表 1 逻辑函数功能的量子电路 

Fig.1 
图 1 

我们的研究表明,无论采取上述何种变换方法,所得到的量子电路往往并不是最优的电路,即门的数量并不

是最少的电路.因此文献[15−18]提出了运用模板技术的等价性替换电路中的某一部分逻辑门,从而达到减少逻

辑门数量的目的,即量子可逆逻辑的(规模或代价)模板优化技术. 

C 

B 

A 

Input Output 
A⊕BA⊕C 
1⊕B 
BA⊕C 
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b
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ao 

bo 

co 
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2   类模板及其优化方法 

2.1   传统的模板技术 

一个长度为 m 的模板是指由 m 个 Toffoli 门组成的最优电路,即长度为 m 的模板不能被长度为 n(n<m)的模

板所化简.模板电路实现的是一个恒等的逻辑函数功能,长度为 m 的模板记为 0 1 2... mT G G G G Id= = (ld 表示 

恒等). 
定义 1. 对于量子电路的一条输入/输出线段,如果这条线路上没有受控端(XOR 门),则称这条输入/输出线

为控制线,记为 Ci(i>0).反之则称为受控线,记为 ti(i>0).特别地,在模板电路中,Ci和 ti分别表示一组相同的控制线

的集合和受控线的集合. 
定义 2. 对于一个门序列 0 1 2 1... mG G G G − ,它的一条控制线可以用特征向量 0 1 2 1( , , ,..., )ma a a a − 来表示 ,其中

ai∈{0,1}, 0 1i m≤ ≤ − ,ai=1 当且仅当 Gi 在这条控制线上有控制点,否则,ai=0. 
例如,n=5 的模板如图 2 所示. 

C3

C2

C1

t2

t1  
Fig.2  A template of length 5 

图 2  长度为 5 的模板 

其中, { }1 3i iC ≤ ≤ 和 { }1 2i it ≤ ≤ 分别表示控制线和受控线,对于控制线 C2,它的特征向量为(1,0,1,0,1).而在模板的实际应 

用中,C2 也可以代表需要化简的电路中数条这样的控制线. 
命题 1[11]. 如果一个门序列 0 1 2 1... mG G G G − 实现的是恒等函数功能,那么它的 k 阶轮换 ( 1) mod ( 1) mod...k k m k mG G G+ −  

实现的也是恒等函数功能. 
命题 2[23]. 模板有以下属性: 
(1) 如果长度为 m 的模板中有一条特征向量为 0 1 2 1( , , ,..., )ma a a a − 的控制线,那么任何具有相同特征向量控

制线的集合是一个模板控制线的集合. 
(2) 对于任何模板,特征向量为(0,0,0,0,0)和(1,1,1,1,1)的控制线是模板控制线. 
(3) 如果特征向量为 0 1 2 1( , , ,..., )ma a a a − 和 0 1 2 1( , , ,..., )mb b b b − 是模板的控制线 ,那么特征向量(a0∪b0,a1∪b1, 

2 2 1 1,..., )m ma b a b− −∪ ∪ 也是这个模板的控制线. 

(4) 如果一条线段上有且仅有两个 XOR 门(受控点),记为门 Gi 和 Gj,那么对于每一条模板的控制线,都有

ai=aj. 
命题 3. 模板是一个衡等变换,因此判断一条控制线是否有效的充要条件是,考察当它取值为 0时,该控制线

是否还能保持该模板的恒等函数功能. 
证明: 
首先考虑控制线的取值对模板 0 1 2 1... mG G G G − 的影响.对于一条特征向量为 0 1 2 1( , , ,..., )ma a a a − 的控制线,它的

取值有两种情况:x=0 或 x=1.当 x=0 时,则对应于特征向量中所有 ai=1 的门都是无效的.这容易理解,ai=1 表示门

Gi 在这个控制线上有控制点,当控制线为 0 时,门 Gi 在这条控制线上的控制点的值为 0,根据 Toffoli 门的定义,
门 Gi 是无效的,那么模板就等价于移除特征向量中所有 ai=1 的门的电路.当 x=0 时,这条控制线可以被忽略,因
为控制线取值为 1 时,无论控制向量中 ai为何值,都不会使任何门无效,也就是说,当 x=1 时,控制线不会对任何门

起任何作用,也就不会改变这个模板的函数功能,所以可以将这条控制线忽略.因此,判断一个控制线是否为有

效的控制线,只需考虑它取值为 0 时,是否还能保持原有的模板恒等的函数功能. □ 
文献[11,23]中,Maslov 等人找到了如图 3 所示的 m=2,4,5,6,7,9 的模板. 
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 m=2    m=4(a)     m=4(b)       m=5                 m=6(a)        m=6(b)        m=6(c)        m=6(d) 

 
m=7(a)        m=7(b)        m=7(c)       m=7(d)       m=7(e) 

 
        m=9(a)          m=9(b)           m=9(c)           m=9(d) 

Fig.3  A template with m=i (i=2,4,5,6,7,9) 
图 3  m=i(i=2,4,5,6,7,9)的模板 

利用模板技术优化可逆电路的方法十分简单.例如,对于长度为 m 的模板,取任意的 k(0<k<n),令 0... kf G G= ,

则根据酉算子性质,有 1
1...k nG G f −

+ = (每一个量子门对应一个酉算子),也就是说, ( ) 1
0 1... ...k k nG G G G+

－
= .对于一个

Toffoli门电路,当电路中的一个门序列与 0... kG G 相匹配,并且 / 2k m> ⎢ ⎥⎣ ⎦ ,则可以用 1
1 1( ... ) ...k n n kG G G G+ +=－ (Toffoli 

门的逆就是它本身 G−1=G)的门序列等价替换当前电路中的门序列,在减少门个数的同时,模板性质可以确保函

数功能不变. 

2.2   类模板技术 

在图 3 的模板表示中,我们发现 Maslov 等人对于模板控制线的表示还不完全.例如,对于图 3 中 6(a)和 6(c)
的模板,若选特征向量为(0,0,1,0,0,1)的控制线 C5,对于 6(a)模板,C5,C1,t1,t2,可以构成一个新模板,但是如果将 C5

加入原有的 6(a)和 6(c)模板,则原先的模板控制线就不满足命题 2 的性质 3 了.显然对于模板来说,少一条控制

线就可能少一块模板.受上例启发,我们引入了模板控制线库及类模板的概念,其目的就是利用控制线构建一个

模板控制线库,使其在实际应用中能够动态生成相应的模板,以提高模板匹配的成功率. 
定义 4(模板控制线库). 一个模板的控制线库是指门数为 m 模板的所有有效控制线所组成的集合,所谓模

板的有效控制线是指这条控制线和模板的所有受控线组成的量子电路都能够实现模板的恒等函数功能. 
定义 5(类模板). 一个模板的控制线库就是一个类模板.类模板满足命题 2 中除了性质 3 以外的性质.类模

板利用命题 2 中的性质 3 可以自由组织控制线动态生成模板. 
引入模板控制线库的概念有两点好处:一是控制线库包含了模板的所有有效控制线,在模板匹配的应用中

增加了控制线的选择范围,提高了匹配成功率;二是可以将 Maslov 的模板进行合并.例如,图 3 中的 m=6(a)和
m=6(c),以及 m=6(b)和 m=6(d)((d)的 1 阶轮换后受控线等价于(b)的受控线)即可合并. 

通过模板控制线库的概念重构门数为 m=6 的类模板如图 4 所示.显然,类模板的规模比 Maslov 模板的规模

大许多,之所以称之为类模板,是因为此时类模板的控制线之间已不满足命题 2 的性质 3,所以重构后的类模板

本身不能实现恒等的函数功能.实际上,Maslov 的模板是根据命题 2 的性质 3 进行分类的,而类模板正好相反,
是将模板合并. 
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类模板在计算机内分两部分存储,一是模板所有的受控线集合{ti},我们要求受控线组成的电路能够实现恒

等的函数功能,另一部分就是模板的控制线库{Ci}.这样的分类在模板应用的算法实现上是很有用的,有助于提

高算法的时空效率. 

 
  m=L6(a)     m=L6(b) 

Fig.4  A semi-template of length 6 after reconstruction 
图 4  重构后的长度为 6 的类模板 

命题 4. 一个具有 K条有效控制线的模板是有效的(实现恒等函数功能),当且仅当它的任意 i(1≤i≤K)条控制

线的特征向量的并所表示的控制线也是这个模板的有效控制线. 
证明:对于长度为 m 的模板,其所有的受控线组成的电路实现的是恒等函数功能,我们只要证明对于这个模

板的所有控制线的任意取值,模板所有受控线组成的电路实现的还是恒等函数功能即可. 
假设模板电路有 K 条有效控制线.对这 K 条控制线进行任意取值,设有 n(1≤n≤K)条取值为 1,j(1≤j≤K)条取

值为 0,根据引理 2 的证明,取值为 1 的控制线可以忽略不计,对于 j 条取值为 0 的有效控制线,它们的作用等效

于将所有与这 j 条控制线上有控制点的门从电路中移除,也就等价于一条特征向量为(a0,0 ∨ a1,0… ∨ aj−1,0,a0,1 ∨  

1,1 1,1 0,2 1,2 1,2 0, 1 1, 1 1, 1... , ... ,..., ... )j j m m j ma a a a a a a a− − − − − −∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ 的控制线,其中 ax,y 中的 x 表示第 x 条取值为 0 的控制 

线,y 表示控制线特征向量的第 y 个分量.若这条控制线也是模板的有效控制线,则对于 j 条取值为 0 的控制线,
模板的受控线组成的电路实现的还是恒等函数功能,即这 K 控制线的取值不影响模板的恒等函数功能. □ 

根据命题 4,可以从类模板的控制线库中选取合适的控制线,同模板的受控线动态组合成模板,这时类模板

控制线库的优势就体现出来.由于控制线库包含了模板所有的有效控制线,根据命题 1,在相同的模板规模下,类
模板技术可以生成比 Maslov 更多的模板,这样就增加了模板匹配的几率,提高了匹配的成功率. 

图 5 中的(a)是重构后的类模板 L9(a);(b)和(c)分别是 Maslov 的模板 9(a)和 9(b),它们是 10×10 的电路,(d)
是通过我们的类模板技术生成的另一个新的模板,它是 13×13 的规模.显然这个新的模板可以简化多个 10×10
的电路(去掉其中的任意 3 根控制线),也就是说,相同规模下,重构后的模板可以生成多个新的模板,增加了模板

匹配成功的概率. 

 
 (a) (b) (c) (d) 

Fig.5  A schematic diagram of generating template (b),(c),(d) from (a) 
图 5  由类模板(a)可以生成模板(b),(c),(d)的示意图 

2.3   实验及其结果与标准数据的比较 

采用国际流行的生成所有 3×3 量子可逆电路的实验(共计 23!=40,320 个函数)验证类模板的性能.实验进行

两次,分别采用类模板技术和 Maslov 的模板进行量子电路匹配,其结果见表 2.其中,k 表示生成的可逆逻辑电路
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中门的个数.A 表示采用 RM 合成法的迭代算法得到的结果;B 表示 A＋采用类模板得到的结果;C 表示 A+采用

Maslov 等人的模板得到的结果;D:Pallav[13]的实验结果;E 表示 Agrawal[13]的实验结果;F 表示理想的结果[9].F 栏

是标准数据.比较算法的优劣,除了时间因素外考察表格的每一行,应该是对应算法实验结果与标准数据差的绝

对值越小越好.显然,类模板技术是有效的,其结果略好于模板技术,其关键在于类模板可以生成更多的模板用

于简化电路.实验环境是 P4 3.0G＋512MB 内存.其中,A 用了 3 小时,B 用了 9 小时,C 用了 5 小时.实验的同时也

用迭代穷举算法(即穷举所有的因子)生成了 F 的结果,用了 40 小时. 

Table 2  Experimental data 
表 2  实验数据 

k A B C D E F 
9    36 30  
8 3 988 3 137 3 290 3 351 3 297 577 
7 12 679 11 941 12 210 12 476 12 488 10 253
6 13 080 14 013 13 828 13 596 13 620 17 049
5 7 236 7 813 7 618 7 479 7 503 8 921
4 2 597 2 676 2 634 2 642 2 642 2 780
3 625 625 625 625 625 625 
2 102 102 102 102 102 102 
1 12 12 12 12 12 12 
0 1 1 1 1 1 1 

AVG 6.15 6.07 6.09 6.10 6.10 5.87 

3   一种基于 Hash 表的算法 

3.1   问题及解决的方案 

从以上的讨论可以看出,量子可逆电路的自动生成和优化是一个较复杂的问题,关键在于一个 n×n 的可逆

逻辑有 2n!变换,若一个变换对应一个置换,则一切 2n 次置换的集合就组成一个置换群.例如当 n=3 时,其置换群

就有 23!=20430 个元素.一个最优的可逆逻辑设计系统,通常情况下需要考虑所有可能的情况,即在到达客户要

求的条件下,使电路代价(规模与功耗)最小. 
为了构建实用的经典量子信息仿真平台,提高各元素算法的效率是关键.在可逆逻辑综合上,我们提出了一

种基于 Hash表的算法.算法的内核是求给定 n位量子比特全部置换的集合,结果生成一个量子门库;其次是基于

量子门库求全部置换的优化逻辑门序列,结果构建出求最小长度用和求最小代价用的两棵多叉树;最后是基于

两棵多叉树给出经典量子信息仿真平台中可逆逻辑优化设计模块.其中,为了提高量子门库的查询效率,我们研

究了具有 2n!个元素的置换群与整数集合{0,1,…,2n!−1}之间的映射关系,给出了一个带有普遍性的构造简单的

1−1 的 Hash 函数;为了快速生成量子比特的全部置换(门库),我们提出了量子线拓扑变换的思想;构建了一个全

新的高效量子可逆逻辑自动生成系统. 

3.2   基于置换群上的Hash函数 

从置换群元素 0 1 2 1
( ... )nX a a a

−
到整数 {0,1,...,2 ! 1}nZ ∈ − 的映射函数描述如下: 

0 1 0 12 1 2 1
( ) :: ... ( ) 0! ( ) 1! ... ( ) (2 1)!n n

n

X

H X f a a a bn a bn a bn a
− −

= ⋅ + ⋅ + + ⋅ −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠的二进制表示

2 1 1

1 0
sgn( ) !

n i

j i
i j

a a i
− −

= =

⎛ ⎞
= − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ , 

其中,bn(ai)为 ai 的逆序数,即比 ai 大且排在 ai 前面的元素 aj{0≤j<i}的个数,则 
1

0

1 0
( ) sgn( ), sgn( )

0, 0

i

i j i
j

x
bn a a a x

x

−

=

 , >⎧
= − = ⎨ <⎩

∑ 其中 . 

因为 
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{ }

{ }

2 1 1 2 1 1 2 1

1 0 1 0 1

2 1 1 2 1

1 0 1 0

min ( ) min sgn( ) ! min sgn( ) ! 0 * ! 0,

max ( ) max sgn( ) ! max sgn( ) !

n n

n n

i n i

j i j i
i j i j i

i i

j i j i
i j i j

H X a a i a a i i

H X a a i a a i

− − − − −

= = = = =

− − − −

= = = =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − ≥ − = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − ≤ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
1 2 1

1
* ! 2 ! 1.

n

n

i
i i

−

=

= = −∑ ∑
 

所以 0≤H(x)≤2n!−1.显然若 0 1 0 12 1 2 1
( ... ) ( ... )n ni i i j j ji j

X a a a X a a a f
− −

≠ 时,一定有 ( ) ( )i jH X H X≠ ,因为它们的逆序数一

定不相等 ,所以置换与整数在此 Hash 函数下是 1 对 1 的 .即如果一个 n=3,元素个数为 23=8 的置换为

0 1 2 3 4 5 6 7
7 6 5 4 3 2 1 0

σ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,则 Hash 函数值为 

( )
3

( ) :: 76543210 (7) 0! (6) 1! ... (0) 7!

                                    0 0! 1 1! 2 2! ... 7 7! 1 4 18 ... 35280 40320 1 2 ! 1.
X

H X f bn bn bn= ⋅ + ⋅ + + ⋅

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ = + + + + = − = −
的二进制表示  

因此,该函数将 2n!个元素映射到 0~2n!−1 连续的整数上. 

3.3   量子门库的构造 

一般论著在求解量子门的全部置换时,通常采用固定量子线、移动量子门的处理方法,此类方法计算冗余

且复杂.构造量子门库时必须求解全部置换,我们采用量子线拓扑思想,将量子门移动变成量子线变换,即计算

量子线之间不同顺序的置换.此方法可以高效地求解量子门的全部置换,从而高效地构造完整的量子门库.以
n=3 为例,图 6 给出了任意给定的量子门,求解其全部置换,构造量子门库算法过程的图解,实际算法如下: 

任一量子门拓扑结构图到输入/输出的真值表. 
真值表输入/输出对应列全排序(即量子线顺序全排序)得 n!真值表. 
将 n!真值表按输入值从小到大排序,得到最终的 n!真值表,从而生成 n!个置换,去除重复置换,就得到当前量

子门的全部置换. 
所有量子门的全部置换即构成量子门库. 

 
Fig.6  Sorting quantum line to get all the permutations of an arbitrary quantum gate 

图 6  采用量子线排序求解任意量子门全部置换的图解 

输入:任意给定基本量子门的某种置换构成的集合 L′. 
输出:所有量子门的全部置换的集合 L,即所求的量子门库. 

L=∅ 
设量子电路有 n 条量子线,即有 n 个输入变量与 n 个输出变量,每个向量共有 n 种全排列. 
for all in dop L′ ′       

for 1 to !doi n =      
置换 p′执行①,②,③步骤即可得到新置换 p; 

     L L p= ∪ ; 
end for 

end for 
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3.4   求最小长度可逆电路的算法QML(quantum circuits with minimum length) 

算法设可逆电路有 n 条量子线;量子门库有 m 个不同量子门 1 2{ , ,..., }mG G G ,即 m 个不同的置换规则;算法要

求可重复地任选若干个量子门进行级联,构成的电路分别实现全部不同的置换;算法的输出要求得到的每个可

逆电路的量子门数量最少(即长度最短). 

设每个电路的置换为σ,其 Hash 值为 H(σ).构造值为 {0,1,2,...,2 ! 1}n − 的 Hash 表,分别存放 2n!个不同的 Hash 
值.算法从仅需 1 个量子门的电路开始,依次试探 m 个不同的量子门,即 m 个不同的置换规则,将电路的输出值对

应的置换生成 Hash 值,并写入到 Hash 表中.显然,1 个量子门一定是最优的.设 DL 表示所有长度为 L的电路集 

合: { }1 2, ,...,L L L L
kD d d d= , L L

jd D∀ ∈ ,1≤j≤k 且 L L
j jd σ≡ ;则长度为 L+1 的电路集合 { }1 1 1 1

1 2, ,...,L L L L
tD d d d+ + + +=  的生成

方 法 是 , 在 长 度 为 L 的 电 路 的 后 面 分 别 级 联 上 m 个 不 同 量 子 门 中 的 一 个 进 行 试 探 , 即
1 ,1 ,1L L

p j id d G j k i m+ = × ≤ ≤ ≤ ≤ , 

1

0 1 7 0 1 7 0 1 7

0 1 ... 7 0 1 ... 7 0 1 ... 7
... ... ...

L L
p j i j j j i i i p p px x x y y y z z z

σ σ σ+ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= × = × =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

再将得到的置换 1L
pσ + 转变为 Hash 值,检测 Hash 表中项 ( )1L

pH σ + 的“登录否”属性数据,如果为“F”,则写入数 

据,否则说明在此之前一定存在置换相同,且长度不大于当前长度的量子电路,因为算法是按电路长度从小到大

依次生成,所以可以丢弃此结果.依此类推,直至电路试探全部量子门的 Hash 值都存在于 Hash 表中,其算法中

Hash 表变化示意图如图 7 所示(注:表栏目“节点指针”中的标记 Zt 表示指向图 9 的多叉树中的某一个叶节点) . 

 
Fig.7  A schematic diagram of calculating Hash table of mini-length reversible logic circuit 

图 7  求最小长度可逆逻辑电路 Hash 表的计算示意图 

3.5   求最小代价可逆电路的算法QMC(quantum circuits with minimum cost) 

实践已知采用不同技术实现的量子门其代价不相同;采用相同技术实现不同类型的量子门其代价也不相

同.如在实验中广泛使用核磁共振技术制造的常用量子门 NOT,CNOT,Peres,Toffoli,Fredkin 的量子代价就分别

为 0,1,4,5,5.显然,若假设每个量子门的代价均为 1 时,最小长度就成为最小代价的特殊情况.在算法 QML 基础

上,基于任意给定的一组量子代价,我们给出了最小代价可逆电路的生成算法 QMC.QMC 先将 Hash 表中每个节

点的“代价”数据项初始化为无穷大,利用 QML 方法依次试探量子门,同时计算当前量子电路的代价值,并与该

电路在 Hash 表中对应节点的量子代价比较,若是严格小于,则将当前电路最后试探的量子门覆盖 Hash 表中对

应节点的量子门数据项,否则放弃.不断试探量子门,直至试探的每个量子门全部被放弃为止,从而生成了全部

最小代价的量子电路,并按量子代价统计量子电路数量,其结果如图 8 所示.与文献[12]提出的直接求出最小代

价量子电路的算法相比,QMC 在时空效率上都有很大的提高. 
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Fig.8  A schematic diagram of calculating Hash table of mini-cost reversible logic circuit 

图 8  求最小代价可逆逻辑电路 Hash 表的计算示意图 

3.6   求可逆逻辑电路综合的通用算法QGA(general algorithm of quantum circuits) 

在 QML 与 QMC 基础上,可逆逻辑电路综合通用算法就显得非常简单.算法 QML 与 QMC 的运行结果已构

建完一棵多叉树(如图 9 所示),其中包含了全部 n 变量的最优量子电路.通用算法将根据所求量子电路的置换σ,
计算 H(σ),通过“节点指针(Pointer)”项找到树中对应节点,该节点的 G−k(1≤k≤m)就是所求电路的最后一个量子

门;再根据该节点的 prev 数据项找到其父节点,父节点的 G−k 项是与该门级联的前一个量子门;依次计算直至达

到根节点,将经过的全部量子门逆序级联,就是所求的量子可逆逻辑电路.基于QML的QGA算法可以描述如下: 
输入:量子门库 L 和置换 p. 
输出:满足置换 p 的最短长度可逆电路的量子门序列. 

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

Call  QML( ), Hash 0..2 1

( ), 0

if  0 2 1  then  return  false
while  1  do

. ,   .
endwhile
return  1 , 2 ,..., 0

n

n

L

iKey H p j

not iKey
iKey

Gate j Hash iKey gate iKey Hash iKey prev

Gate j Gate j Gate

⎡ ⎤−⎣ ⎦
= =

≤ ≤ −
≠ −

= =

− −

生成

 

 
Fig.9  Structure diagram of the minimum length (cost) multi-tree created by OML (OML) 

图 9  一棵由算法 QML(QMC)生成的最小长度(代价)多叉树的逻辑结构图 

3.7   基于Hash函数综合算法的实验及其结果分析 

在 Hash 函数和量子可逆逻辑门库技术及相关数据结构的支撑下,量子可逆逻辑综合算法的性能得以极大

地提高.以国际同行认可的 3 变量可逆函数测试标准,在同等环境下,我们的算法按最小长度和最小代价标准测

试,分别是目前最好结果[10,14]平均值的 25.06 倍和 186.14 倍(见表 3 和表 4.表 4 中,表中第 1 行的英文字母分别

为 N:NOT 门;C:CNOT 门;T:Toffoli 门;P:Peres 门;F:Fredkin 门.表中倒数第 2 行的“文献时间”为文献[10,14]中的
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实验在同等环境下的运行时间(s)). 
Table 3  Number of quantum circuits with minimum length K 

表 3  最小长度为 K 的量子电路的数量 
k NC NCT NCP NCF NCPT NCTF NCPF NCTPF 
0 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 9 12 15 12 18 15 18 21 
2 51 102 174 101 228 143 248 281 
3 187 625 1 528 676 1 993 1 006 2 356 2 551 
4 393 2 780 8 968 3 413 10 503 5 021 12 797 13 181 
5 474 8 921 23 534 11 378 23 204 15 083 22 794 22 323 
6 215 17 049 6 100 17 970 4 373 17 261 2 106 1 962 
7 14 10 253 0 6 739 0 1 790 0 0 
8 0 577 0 30 0 0 0 0 

Total 1 344 40 320 40 320 40 320 40 320 40 320 40 320 40 320 
AVG len 4.47 5. 87 4.84 5.66 4.73 5.33 4.6 4.57 
MAX len 7 8 6 8 6 7 6 6 
Time (s) 0.011 0.378 0.47 0.384 0.557 0.466 0.556 0.634 

Ref. [10] time Null 12 10 13 10 12 11 Null 
Ratio Null 31.75 21.28 33.85 17.95 25.75 19.78 Null 

Table 4  Number of quantum circuits with minimum cost K 
表 4  最小代价为 K 的量子电路的数量 

k NC NCT NCP NCF NCPT NCTF NCPF NCTPF 
0 8 8 8 8 8 8 8 8 
1 48 48 48 48 48 48 48 48 
2 192 192 192 192 192 192 192 192 
3 408 408 408 408 408 408 408 408 
4 480 480 672 480 672 480 672 672 
5 192 288 1 248 288 1 248 384 1 344 1 344 
6 16 592 3 184 880 3 184 1 072 3 568 3 568 
7 0 2 016 4 320 3 008 4 320 3 104 3 968 3 968 
8 0 4 128 3 552 3 904 3 552 3 808 3 424 3 424 
9 0 2 496 11 520 1 440 11 520 1 248 11 520 11 520 

10 0 672 4 416 416 4 416 1 856 4 416 4 416 
11 0 2 880 0 4 608 0 6 720 0 0 
12 0 7 488 9 856 10 432 9 856 7 552 9 856 9 856 
13 0 7 488 896 3 456 896 2 688 896 896 
14 0 384 0 0 0 0 0 0 
15 0 1 600 0 0 0 6 784 0 0 
16 0 5 568 0 4 608 0 3 840 0 0 
17 0 3 584 0 6 144 0 128 0 0 

Total 1 344 40 320 40 320 40 320 40 320 40 320 40 320 40 320 
AVG cost 3.45 11.98 9.08 11.87 9.08 11.38 9.06 9.06 
MAX cost 6 17 13 17 13 17 13 13 
Time (s) 0.015 0.511 0.762 0.497 0.97 0.639 1.002 1.168 

Ref.[10] time Null 112 111 123 126 159 126 Null 
Ratio Null 219.18 145.67 247.48 129.9 248.83 125.75 Null 

4   结  论 

本文针对可逆逻辑综合的关键技术及其实现方法进行了探讨,提出了类模板思想和基于 Hash 函数的一类

快速算法.采用在相同的实验环境下,以国际认可的 3 变量可逆函数测试标准验证了这些方法.结果表明,基于

Hash 函数的一类快速算法按最小长度和最小代价标准测试,分别是目前最好结果[10,14]的 25.06 倍和 186.14 倍.
类模板思想是一种方法、Hash 函数的构造具有一般性意义,基于上述思想,在改进 Hash 函数计算方法的基础之

上,我们相信量子门库方法以及 QML 算法和 QMC 算法将会在量子可逆逻辑门综合中发挥更多的作用.显然,
这些结论对我们下一步的研究有重要意义. 
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