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Abstract:  Compactness is an important property of fuzzy logic systems. It was proved that Łukasiewicz 
propositional logic, Gödel propositional logic, Product propositional logic and the formal deductive system L* are 
all compact. The aim of the present paper is to prove the compactness of the fuzzy logic system NMG by 
characterizing maximally consistent theories and by proving the satisfiability of consistent theories over NMG. 
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摘  要: 紧致性是模糊逻辑的一个重要性质.现已经证明 Łukasiewicz 命题逻辑、Gödel 命题逻辑、乘积命题逻

辑和形式系统 L*都是紧的.通过刻画逻辑系统 NMG 中的极大相容理论和证明 NMG 的满足性,进而证明了 NMG
也是紧的. 
关键词: 模糊逻辑;逻辑系统 NMG;极大相容理论;满足性;紧致性;Cantor 空间 
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模糊逻辑已经在智能控制等领域获得了成功的应用,有些技术甚至产业化,但其理论研究相对来说显得极

为贫乏,以至于 Elkan 在第 11 届美国人工智能年会上的报告[1]引发了一场有关模糊逻辑的激烈争论[2].虽然

Elkan的许多观点是错误的,但模糊逻辑缺乏系统深入的理论研究是不争的事实.我国学者在这方面作了一些有

意义的研究工作[3−11].特别是建立了一种新型的模糊命题演算系统 L*[5]并将其成功地应用于模糊推理的研究,
提出了模糊推理的全蕴涵三 I 算法[6],有效地改进了 Zadeh 的 CRI 算法[12],并利用部分重言式理论[7]将模糊推理

纳入逻辑框架中[8,9].王三民教授等人又基于王国俊在文献[13]中提出的左连续三角模建立了另一种新的模糊

逻辑系统 NMG[14],并证明了 NMG 的标准完备性.与此同时,欧洲学者也做了诸多研究工作[15−20].其中比较有影
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响的研究成果有 Hájek 的基本逻辑 BL[15],Esteva 和 Godo 的 Monoidal 三角模基逻辑 MTL[16]以及 Höhle 的

Monoidal 逻辑 ML[17].值得注意的是,几种重要的模糊逻辑系统,如 Łukasiewicz 命题逻辑、Gödel 命题逻辑、乘

积命题逻辑都是 BL 和 MTL 的模式扩张[15,16].现已证明 L*和 NMG 也是 BL 和 MTL 的模式扩张[14,21]. 
紧致性是模糊逻辑的一个重要性质[22].所谓紧致性是指一组逻辑公式之集(称为理论)有模型当且仅当它

的每个有限子理论有模型.文献[23]利用 Łukasiewicz 蕴涵算子的连续性证明了 Łukasiewicz 命题逻辑是紧致的;
文献[24,25]通过对 Gödel 非运算的归纳讨论证明了 Gödel 命题逻辑和乘积命题逻辑也都是紧致的.由于上述 3
个逻辑系统的代数语义中的三角模都是连续的,而系统 L*和 NMG 中的三角模却不是连续的,所以文献[23−25]
中的方法不适用于 L*和 NMG.我们在文献[26]中利用 L*的强完备性定理给出了 L*中极大相容理论的结 

构刻画,证明了每个极大相容理论必具有形式:D({ϕ1,ϕ2,…}),这里 2 2{ , ,( ( ) ) & ( ( ) )}i i i i ip p p pϕ ∈ ¬ ¬ ¬ ¬ (i=1,2,…), 

p1,p2,…是系统 L*中的全体命题变元,进而证明了 L*是紧的.由于 NMG 系统的强完备性定理尚未得到证明[14],
所以文献[26]中的方法也不适用于 NMG.本文采用关于公式复杂度的归纳法证明 NMG 中的极大相容理论也具

有上述形式,进而证明 NMG是紧的.本文的方法也适用于系统 L*(在本文的审稿期间,作者们把本文的方法用到

了系统 L*中,给出了系统 L*中极大相容理论结构刻画的归纳证明[27]). 

1   预备知识 

文献[13]引入了一种新的左连续三角模及与其相伴随的剩余蕴涵: 
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 (1) 

王三民教授等人在文献[14]中给出了上述三角模和蕴涵算子的公理化 ,引入了一种新的模糊逻辑系统

NMG. 

定义 1[14]. 设 S={p1,p2,…},F(S)是由 S∪( 0 )生成的(&,→,∧)型自由代数,称 F(S)中的元为系统 NMG 的公式

(或命题),称 S 中的元为 NMG 的命题变元.在 F(S)中可以引入非运算(¬)和析取运算(∨),如下: 

0, (( ) ) (( ) ).ϕ ϕ ϕ ψ ϕ ψ ψ ψ ϕ ϕ¬ = → ∨ = → → ∧ → →  
定义 2[14]. 系统 NMG 的公理包括: 
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系统 NMG 的推理规则是 MP 规则:由ϕ和ϕ→ψ得ψ. 
定义 3[14]. (i) F(S)的一个子集Γ称为系统 NMG 的一个逻辑理论,简称为理论. 
(ii) 设Γ是一个理论,ϕ∈F(S).从Γ到ϕ的推演是一个公式的有限序列ϕ1,…,ϕn 满足条件ϕn=ϕ,且对每一公式

ϕi(1≤i≤n),ϕi 是系统 NMG 的公理,或ϕi∈Γ,或存在 j,k∈{1,…,i−1}使得ϕi 是由ϕj 和ϕk 使用 MP 规则推得的结果.ϕ
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称为Γ的结论,记为Γ├ϕ.Γ的所有结论之集记为 D(Γ).当Γ=∅时,Γ├ϕ简记为├ϕ,并称ϕ为定理. 
(iii) 设ϕ,ψ∈F(S).如果├ϕ→ψ和├ψ→ϕ都成立,则称ϕ和ψ可证等价,记为ϕ~ψ. 

(iv) 称系统NMG的一个理论Γ为不相容的,如果Γ├ 0 成立,否则,称为相容的. 
命题 1. 设ϕ,ψ,χ∈F(S),规定ϕ2=ϕ&ϕ,ϕn=ϕn−1&ϕ,n=3,4,…,则 

2

2 2 2

(1) ( )~ & ,
(2) & ~ & ,

(3) ~ , 2,

(4) ( ) ~ ,
(5) ( ) ~ ,
(6) ( ) ~ .

n n

ϕ ψ χ ϕ ψ χ
ϕ ψ ψ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ψ ϕ ψ
ϕ ψ ϕ ψ
ϕ ψ ϕ ψ

→ → →

≥

∨ ∨
¬ ∨ ¬ ∧ ¬
¬ ∧ ¬ ∨ ¬

 

作为系统 NMG 的代数语义,文献[14]还引入了 NMG-代数的概念. 
定义 4[14]. 一个 NMG-代数是一个满足下列条件的有界剩余格 ( , , , , ,0,1)M M= ∧ ∨ ∗ → ,这里∧,∨分别是上下

确界运算,(*,→)是剩余伴随对:x,y∈M, 
(1) ( ) ( ) 1,
(2) ( 0) ( ) 1,
(3) ( ) ( ) 1,  0.

x y y x
x y x y x y

x x x y x y x x

→ ∨ → =
∗ → ∨ ∧ → ∗ =

¬¬ → ∨ ∧ → ∗ = ¬ = →其中

 

([0,1], , , , ,0,1)W = ∧ ∨ ∗ → 是一个 NMG-代数,称此代数为标准 NMG 代数,又, 3
10, ,1 , ,*, ,0,1
4

W ⎛ ⎞⎧ ⎫= ∧ ∨ →⎨ ⎬⎜ ⎟
⎩ ⎭⎝ ⎠

也是

一个 NMG-代数,其中 min{ , }, max{ , }x y x y x y x y∧ = ∨ = ,+和→运算分别由式(1)定义. 

定义 5. 设 W 是标准 NMG-代数,ϕ,ψ∈F(S). 
(i) 从 F(S)到 W 的同态 : ( )e F S W→ ,即, (0) 0e = , ( & ) ( ) ( )e e eϕ ψ ϕ ψ= × ,e(ϕ→ψ)=e(ϕ)→e(ψ),e(ϕ∧ψ)=e(ϕ)∧ 

e(ψ),称为 F(S)的一个赋值.F(S)的全体赋值之集记为Ω. 
(ii) 称公式ϕ为重言式,如果∀e∈Ω,e(ϕ)=1,记为╞ϕ;称ϕ为矛盾式,如果 e∀ ∈Ω ,e(ϕ)=0. 
(iii) 称赋值 e 为理论Γ的一个模型,如果∀ϕ∈Γ,e(ϕ)=1;称公式ϕ为Γ的语义结论,记为Γ╞ϕ,如果对Γ的任意模

型 e,e(ϕ)=1. 
文献[14]已经证明了 NMG 的标准完备性定理,这表明系统 NMG 的语义和语构是和谐而统一的. 
定理 1(标准完备性定理)[14]. 设ϕ∈F(S),则├ϕ当且仅当╞ϕ. 
有了标准完备性定理,为验证一个公式是否为定理,可以验证它是否为重言式即可. 
命题 2. 以下公式都是定理(重言式): 

2 2 2

(1) ( ),
(2) ( ) ( ),
(3) &( ) ,
(4) ( )&( ) ( ),
(5) ,
(6) ( ) ( ),
(7) ( ) (( ) ( )),

(8) ( ( )) (( ) ( )).

ϕ ψ ϕ
ϕ ψ ψ ϕ

ϕ ϕ ψ ψ
ϕ ψ ψ χ ϕ χ

ϕ ϕ
ϕ ψ ψ ϕ
ϕ ψ ψ χ ϕ χ

ϕ ψ χ ϕ ψ ϕ χ

→ →
→ ∨ →

→ →
→ → → →

→ ¬¬
→ → ¬ → ¬
→ → → → →

→ → → → → →

 

证 明 : 我 们 以 式 (8) 为 例 进 行 证 明 . 任 取 e∈Ω, 令 ( ), ( ), ( )x e y e z eϕ ψ χ= = = , 则 x,y,z∈[0,1], 且
2 2( ) ( ) ( ) ( )e e e eϕ ϕ ϕ ϕ= ∗ = .下面只需证明 2 2 2( ) ( ) ( ).x y z x y x z→ → ≤ → → →  
在标准 NMG 代数 ([0,1], , , , ,0,1)W = ∧ ∨ ∗ → 易验证 ( ) ( ) ( , , [0,1])b c a b a c a b c→ ≤ → → → ∈ 且→关于第 2 变

元是递增的,所以有 
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所以式(8)是一重言式,从而是定理. □ 
由命题 2 中的式(8)我们可以证明系统 NMG 中有如下形式的演绎定理,其证明类似于系统 L*中演绎定理

的证明,请参见文献[28]. 
定理 2(演绎定理). 设ϕ,ψ∈F(S),Γ是系统 NMG 的一个理论,则 

{ }Γ ϕ∪ ├ψ当且仅当Γ├ϕ2→ψ. 

2   极大相容理论的刻画及紧致性定理 

由于系统 NMG 中的推理都是在有限步之内完成的,所以有 
命题 3. 设Γ是一个理论,则Γ相容当且仅当Γ的每个有限子理论相容. 
例 1:S={p1,p2,…}是相容理论因为 S 的每个子集{p1,…,pn}都是相容的,n∈N. 
定义 6. 一个相容理论是极大的,如果它不能真包含于某个相容理论. 
容易看出,一个相容理论Γ是极大的当且仅当对任一公式ϕ∈F(S),若ϕ∉Γ,则 { }Γ ϕ∪ 不相容. 

命题 4. 每个相容理论都包含于一个极大相容理论中. 

证明:设Γ是一个相容理论.因为 F(S)是可数的,所以,所有公式是可列的.假设ϕ1,ϕ2,…是系统 NMG 中所有的

公式,构造相容理论序列如下: 

0

1 1
1

,

{ }, { }
, 0.

,              
i i i i

i
i

i

Γ Γ

Γ ϕ Γ ϕ
Γ

Γ
+ +

+

=

⎧⎪= ≥⎨
⎪⎩

∪ ∪ 相容

否

 

令 *

0
i

i
Γ Γ

∞

=

=∪ ,则Γ*便是包含Γ的极大相容理论. 

系统 NMG 中的极大相容理论有下述性质: 
命题 5. 设Γ是极大相容理论,ϕ,ψ∈F(S),则 
(1) Γ=D(Γ). 
(2) ϕ&ψ∈Γ当且仅当ϕ∈Γ且ψ∈Γ,特别地,ϕ2∈Γ当且仅当ϕ∈Γ. 
(3) ϕ∧ψ∈Γ当且仅当ϕ∈Γ且ψ∈Γ. 
(4) ϕ∧ψ∈Γ当且仅当ϕ∈Γ或ψ∈Γ. 
(5) 对任意ϕ,ψ∈F(S),ϕ→ψ∈Γ或ψ→ϕ∈Γ. 
(6) 对任意ϕ∈F(S),ϕ和(¬ϕ2)有且仅有一个属于Γ. 
(7) 对任意ϕ∈F(S),ϕ,¬ϕ和(¬ϕ2)&(¬(¬ϕ)2)有且仅有一个属于Γ. 
(8) 对任意 p∈S,p,¬p 和(¬p2)&(¬(¬p)2)有且仅有一个属于Γ. 
证明:(1) Γ的极大性保证它包含系统 NMG 中的所有定理.设ϕ,ϕ→ψ∈Γ,如果ψ∉Γ,则由Γ的极大性得知

{ }Γ ψ∪ 不相容.那么由系统 NMG 的演绎定理可知存在 1,..., nϕ ϕ Γ∈ ,使得 2 2 2
1 & ...& & 0nϕ ϕ ψ → 是定理.由命

题 2(3)可知 2 2 2 2
1 & ...& & & ( ) 0nϕ ϕ ϕ ϕ ψ→ → 是定理,这意味着Γ是不相容的,矛盾. 

(2) 设ϕ&ψ∈Γ由于ϕ&ψ→ϕ是定理,所以ϕ&ψ→ψ∈Γ,那么由(1)知Γ对 MP 规则封闭,所以ϕ∈Γ.类似可证

ψ∈Γ.反过来,设ϕ,ψ∈Γ,则由 ( & )ϕ ψ ϕ ψ→ → 是定理,从而含于Γ中,运用两次 MP 得到ϕ&ψ∈Γ. 
(3) 由于ϕ ψ ϕ∧ → 和 ( )ϕ ψ ϕ ψ→ → ∧ 也是定理,所以类似于(2)可证(3). 
(4) 设 ,ϕ ψ Γ∨ ∈ 且 , ,ϕ Γ ψ Γ∉ ∉ 则 { }Γ ϕ∪ 和 { }Γ ψ∪ 都不相容,从而由(1)和(2)可知存在 1 1,ϕ ψ Γ∈ 分别

使得 2 2
1 & 0ϕ ϕ → 和 2 2

1 & 0ψ ψ → 是定理 ,则 2 2
1 1( & ) & 0ϕ ψ ϕ → 和 2 2

1 1( & ) & 0ϕ ψ ψ → 是定理 ,所以 2
1 1(( & ) &ϕ ψ  
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2 2 2
1 10) (( & ) & 0)ϕ ϕ ψ ψ→ ∧ → 是定理.由于上述公式又可证等价于 2 2

1 1( & ) &( ) 0ϕ ψ ϕ ψ∨ → ,而 1 1&ϕ ψ Γ∈ ,所以

Γ不相容,矛盾!反过来,设ϕ∈Γ或ψ∈Γ.由于ϕ ϕ ψ→ ∨ 和ψ ϕ ψ→ ∨ 都作为定理含在Γ中,所以由(1)知ϕ ψ Γ∨ ∈ . 
(5) 由命题 2(2)可知, ( ) ( )ϕ ψ ψ ϕ→ ∨ → 是定理,所以它含于Γ中,再由(4)可知ϕ ψ Γ→ ∈ 或ψ ϕ Γ→ ∈ . 
(6) 显然ϕ和¬ϕ2 不能同时含于Γ中,因为{ϕ,ϕ2}是不相容的.下面只需证明ϕ和¬ϕ2 不能同时不属于Γ,为此

我们用反证法,假设ϕ∉Γ且 2ϕ Γ¬ ∉ .由Γ的极大性知 { }Γ ϕ∪ 和 2{ }Γ ϕ¬∪ 均不相容,所以存在 1 2,ϕ ϕ Γ∈ 使得

2 2
1 & 0ϕ ϕ → 和 2 2 2

2 &( ) 0ϕ ϕ¬ → 是定理 , 即 2 2
1ϕ ϕ→ ¬ 和 2 2 2

2 ( )ϕ ϕ→ ¬ ¬ 是定理 . 所以 1
2 2 2 2

2& ( ) &ϕ ϕ ϕ→ ¬ ¬  
2 2( )ϕ¬ 是定理,又易见 2 2 2 2( ) & ( )ϕ ϕ¬ ¬ ¬ 是矛盾式,这说明 1

2 2
2& 0ϕ ϕ → 是定理,于是证得Γ是不相容的,矛盾! 

(7) 由 (6)我们只需证明如下事实 : 2ϕ Γ¬ ∈ 当且仅当 2 2( )&( ( ) )ϕ ϕ ϕ¬ ¬ ¬ ¬和 有且仅有一个属于Γ.设
2ϕ Γ¬ ∈ ,若 ϕ Γ¬ ∉ ,则由(6)可知 2( )ϕ Γ¬ ¬ ∈ ,再由(2)可知 2 2( )&( ( ) )ϕ ϕ Γ¬ ¬ ¬ ∈ ;若 2 2( )&( ( ) )ϕ ϕ Γ¬ ¬ ¬ ∉ ,由(2)

可知 2( )ϕ Γ¬ ¬ ∉ ,所以由(6),可知 ϕ Γ¬ ∈ ;又,显然 ϕ¬ 和 2 2( )&( ( ) )ϕ ϕ¬ ¬ ¬ 不能同时属于Γ,所以必要性成立.反

过来 ,设 ϕ Γ¬ ∈ ,由 ( )ϕ ϕ ϕ Γ¬ → → ¬ ∈ ,可知 ϕ ϕ Γ→ ¬ ∈ ,即 2ϕ Γ¬ ∈ ;若 2 2( )&( ( ) )ϕ ϕ Γ¬ ¬ ¬ ∈ ,则由(2)可知
2ϕ Γ¬ ∈ . □ 
(8) 作为(7)的特例当然成立. 
由命题 5 可得一个极大相容理论极大的两个充要条件: 
定理 3. 设Γ是一个相容理论,则Γ极大当且仅当Γ满足以下两条: 
(i) Γ=D(Γ), 
(ii) 对任意ϕ∈F(S),ϕ和¬ϕ2 有且仅有一个属于Γ. 

证明:由命题 5 只需证明充分性.设Γ ′是一真包含Γ的理论.设ϕ Γ Γ′∈ − ,由题设, 2ϕ Γ¬ ∈ ,从而 2ϕ Γ ′¬ ∈ .因

为 2{ , }ϕ ϕ¬ 作为Γ ′的子理论是不相容的,所以Γ ′也不相容,这就证明了Γ是极大的. 

定理 4.设Γ是一个相容理论,则Γ极大当且仅当Γ满足以下两条: 
(i) Γ=D(Γ), 
(ii) 对任意 2 2( ), ,  ( )&( ( ) )F Sϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∈ ¬ ¬ ¬ ¬和 有且仅有一个属于Γ. 

证明:因为对一个逻辑闭Γ=D(Γ)理论而言,由命题 5(7)的证明得知,定理 4(ii)和定理 3(ii )是等价的,所以定

理 4 成立. □ 
尽管定理 3 和定理 4 给出了极大相容理论的判定条件,但很难验证一个理论是否满足上述定理中的条件.

在文献[26]中,我们利用系统 L*的强完备性定理在系统 L*中得到了更为简单、直观的极大相容理论的刻画.由
于系统 NMG 的强完备性定理尚未得到证明[14],所以文献[26]中的方法暂不适用于 NMG.下面我们利用归纳法

给出定理 4 的一个简化形式. 
定理 5. 设Γ是一个相容理论,则Γ极大当且仅当Γ满足以下两条: 
(i) Γ=D(Γ), 
(ii) 对任意命题变元 2 2, ,  ( )&( ( ) )p S p p p p∈ ¬ ¬ ¬ ¬和 有且仅有一个属于Γ. 
证明:由命题 5(8)可知必要性成立,下面我们证明充分性.由定理 4 我们只需证明:对任意 ( ), ,F Sϕ ϕ ϕ∈ ¬ 和

2 2( )&( ( ) )ϕ ϕ¬ ¬ ¬ 有且仅有一个属于Γ.为此,我们对公式ϕ的结构使用归纳法. 

1. 若 0ϕ = ,则 ϕ Γ¬ ∈ ,所以命题成立. 
2. 若ϕ=p,命题显然成立. 
3. 若ϕ=ψ&χ,且命题对ψ,χ已经成立.我们需要考虑以下情形: 
3.1. 若ψ,χ∈Γ.由于 ( )ψ χ ϕ→ → 是定理,所以由(i)知 ( )ψ χ ϕ Γ→ → ∈ 且Γ对 MP 规则封闭,所以运用两次

MP 规则有ϕ∈Γ. 
3.2. 若 ψ Γ¬ ∈ 或者 χ Γ¬ ∈ ,不妨设 ψ Γ¬ ∈ .由命题 2(6)可知 ( ) ( )ϕ ψ ψ ϕ→ → ¬ → ¬ 是定理,所以由(i)得

知它含在Γ中.注意,此时ϕ ψ→ 是定理,也含在Γ中,所以有 ϕ Γ¬ ∈ . 

3.3. 若 ψ∈Γ 且 2 2( )&( ( ) )χ χ Γ¬ ¬ ¬ ∈ , 则 由 (i) 可 知 2χ Γ¬ ∈ , 2( )χ Γ¬ ¬ ∈ . 又 由 命 题 2(1) 可 知
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2 2 2( )χ ψ χ¬ → → ¬ 是定理 ,从而含在Γ中 ,再由 (i)可知 2 2ψ χ Γ→ ¬ ∈ ,而 2 2ψ χ→ ¬ 可证等价于 2ϕ¬ ,所以
2ϕ Γ¬ ∈ . 又 , 因为 &ψ χ ϕ→ 是定理 , 所以由命题 1(1) 可知 ( )ψ χ ϕ→ → 是定理 . 再由命题 2(6) 可知

( )ψ ϕ χ→ ¬ → ¬ 是定理,从而 2 2 2(( ) ( ) )ψ ϕ χ→ ¬ → ¬ 是定理.再次利用命题 2(6), 2 2 2( ( ) ( ) )ψ χ ϕ→ ¬ ¬ → ¬ ¬ 是定

理,从而含在Γ中.运用两次 MP 规则得 2( )ϕ Γ¬ ¬ ∈ .所以 2 2( )&( ( ) )ϕ ϕ Γ¬ ¬ ¬ ∈ . 

3.4. 若χ∈Γ且 2 2( )&( ( ) )ψ ψ Γ¬ ¬ ¬ ∈ ,证明同 3.3. 

3.5. 若 2 2( )&( ( ) )ψ ψ Γ¬ ¬ ¬ ∈ 且 2 2( )&( ( ) )χ χ Γ¬ ¬ ¬ ∈ ,则由(i)可知 2ψ¬ , 2( )ψ¬ ¬ , 2χ¬ , 2( )χ Γ¬ ¬ ∈ ,再由(i)

得 2 2( )ψ¬ , 2 2( ( ) )ψ¬ ¬ , 2 2( )χ¬ , 2 2( ( ) )χ Γ¬ ¬ ∈ .又易验证 2 2 2 2 2 2 2 2(( ) &( ( ) ) &( ) &( ( ) ) )ψ ψ χ χ ϕ¬ ¬ ¬ ¬ ¬ ¬ → ¬ 是定理,
所以运用 MP 规则得 ϕ Γ¬ ∈ . 

综合情形 3.1∼3.5 可知命题对 &ϕ ψ χ= 时成立. 

4. 若ϕ=ψ∧χ,证明类似于情形 3. 
5. 若ϕ=ψ→χ,且命题对ψ,χ已经成立.我们需要考虑以下情形: 
5.1. 若 χ Γ∈ 或 ψ Γ¬ ∈ ,则由(i)及 χ ϕ→ 和 ψ ϕ¬ → 是定理可知ϕ Γ∈ . 

5.2. 若 ψ Γ∈ 且 χ Γ¬ ∈ . 由 ( ) ( )ψ χ χ ψ→ → ¬ → ¬ , 即 ( ( 0)) ϕ χ ψ→ ¬ → → 是 定 理 可 知

( ( 0))χ ψ ϕ¬ → → → 是定理,从而含在Γ中.再由(i)和 MP 规则可知 ϕ Γ¬ ∈ . 

5.3. 若ψ Γ∈ 且 2 2( )&( ( ) )χ χ Γ¬ ¬ ¬ ∈ , 则 2χ Γ¬ ∈ , 2( )χ Γ¬ ¬ ∈ .由命题 2(3)可知 2 2 2&( )ψ ψ χ χ→ → 是

定理,从而 2 2 2(( ) )ψ ψ χ χ→ → → 是定理,所以由(i)知 2 2( )ψ χ χ Γ→ → ∈ ,即 2 2ϕ χ Γ→ ∈ .再由命题 2(6)可知  
2 2 2 2( ) ( )ϕ χ χ ϕ→ → ¬ → ¬ 是 定 理 , 所 以 由 (i) 和 MP 规 则 知 2ϕ Γ¬ ∈ . 类 似 可 证 2( )ϕ Γ¬ ¬ ∈ . 所 以

2 2( )&( ( ) )ϕ ϕ Γ¬ ¬ ¬ ∈ . 

5.4. 若 χ Γ¬ ∈ 且 2 2( )&( ( ) )ψ ψ Γ¬ ¬ ¬ ∈ ,则 2 2,  ( )ψ ψ Γ¬ ¬ ¬ ∈ .不难验证 2 2 2 2 2(( ) &( ( ) ) &( ) )ψ ψ χ¬ ¬ ¬ ¬ →  

2ϕ¬ 和 2 2 2 2 2 2(( ) &( ( ) ) &( ) ) ( )ψ ψ χ ϕ¬ ¬ ¬ ¬ → ¬ ¬ 都 是 定 理 ( 注 意 若 任 取 e∈Ω, 令 ( )x e ψ= , 则 当
1
4

x =

时, 2 2 2 2( ) ( ( ) ) 1x x¬ ∗ ¬ ¬ = ;当 1
4

x ≠ 时 2 2 2 2( ) ( ( ) )x x¬ ∗ ¬ ¬ =0),所以 2 2,  ( )ϕ ϕ Γ¬ ¬ ¬ ∈ ,从而 2 2( )&( ( ) )ϕ ϕ Γ¬ ¬ ¬ ∈ . 

5.5. 若 2 2( )&( ( ) )ψ ψ Γ¬ ¬ ¬ ∈ 且 2 2( )&( ( ) )χ χ Γ¬ ¬ ¬ ∈ .可以验证 2 2 2 2 2 2 2 2(( ) &( ( ) ) &( ) &( ( ) ) )ψ ψ χ χ¬ ¬ ¬ ¬ ¬ ¬  
ϕ→ 是定理,所以ϕ∈Γ. 
综合情形 5.1~5.5 可知,命题对ϕ ψ χ= → 时成立. 

由上面的 1~5 可知定理 5 成立. □ 
例 2:(i) 1 2( ) { , ,...}D S D p p= 是极大相容理论, 

(ii) 令 1 2
1{ | ( , ,...), 0, ,1 , }
4nQ n Nα α α α α ⎧ ⎫= = ∈ ∈⎨ ⎬

⎩ ⎭
, Qα∀ ∈ ,定义 1 2( ) { , ,...}S α ϕ ϕ= ,其中 

2 2

,                                1
1( ( ) ) & ( ( ) ),
4

,                              0

n n

n n n n

n n

p

p p

p

α

ϕ α

α

=⎧
⎪⎪= ¬ ¬ ¬ =⎨
⎪
⎪¬ =⎩

, 

则 1 2( ( )) ({ , ,...})D S Dα ϕ ϕ= 是极大相容理论. 

例 2 中的极大相容理论的结构都非常简单,下面的两个命题告诉我们,例 2 给出了系统 NMG 的所有极大相

容理论. 
命题 6. , Qα β∀ ∈ , ( ( )) ( ( ))D S D Sα β= 当且仅当α=β. 

证明:显然.  □ 
命题 7. 设Γ是系统 NMG 的一个极大相容理论,则存在α∈Q,使得Γ=D(S(α)). 

证明:设Γ是极大相容理论,则由定理 5 可知  , ,n n np S p p∀ ∈ ¬ 和 2 2( )&( ( ) )n np p¬ ¬ ¬ 有且仅有一个属于Γ,相应
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地,令 1, 0n nα α= = 和
1
4nα = (n=1,2,…),则 ( ( ))D S α Γ⊆ ( 1 2( , ,...)α α α= ).由 D(S(α))的极大性可知 D(S(α))=Γ. 

我们在下面的定理中总结有关系统 NMG 中的极大相容理论的主要结论. 
定理 6. (i) { ( ( )) | }D S Qα α ∈ 是系统 NMG 中的所有极大相容理论集, 

(ii) 系统 NMG 中恰有 3ω个极大相容理论, 

(iii) 映射 ( ( ))D S eα 6 ( 1 2( ) , , ( , ,...)n ne p n Nα α α α= ∈ = )建立了 { ( ( )) | }D S Qα α ∈ 与
1{ | ( ) 0, ,1
4

e e p ⎧ ⎫∈Ω ∈ ⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

}p S∈ 间的一一对应. 
证明:由命题 5~命题 7 可知(i)和(ii)成立.下面证明(iii). 1 2( ( )), ( , ,...)D S Qα α α α∀ = ∈ , ,np S∀ ∈ 令 ( )n ne p α= ,

得到一个映射 : [0,1]e S → .由于 F(S)是由 {0}S ∪ 生成的(&,→,∧)型自由代数,所以 e 可唯一地扩张成一个赋值,

仍记为 e.所以(iii)中的映射定义是合理的.又,这一映射显然是单射.反过来,任取赋值
1( ( ) 0, ,1 , )
4

e e p p S⎧ ⎫∈ ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

,令

1 2| ( ( ), ( ),...)e S e p e pα = = ,则α∈Q.这就证明了(iii)中的映射是满射. □ 

下面再给出系统 NMG 中相容理论极大的一个充要条件. 
定理 7. 设Γ是系统 NMG 中的相容理论,则Γ是极大的当且仅当Γ=D(Γ)且Γ有唯一的模型. 

注意,定理 7 不同于定理 6(iii).定理 6(iii)认为系统 NMG 中的极大相容理论和赋值
1( ( ) 0, ,1 , )
4

e e p p S⎧ ⎫∈ ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

是一一对应的,由证明知每个这样的赋值也恰是它所对应的极大相容理论的唯一模型,而在定理 7 中不再要求

赋值满足条件
1( ( ) 0, ,1 , )
4

e p p S⎧ ⎫∈ ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

但要求Γ=D(Γ).为证明定理 7,我们需要下面的引理. 

引理 1[13]. 设 ([0,1], , , , ,0,1)W = ∧ ∨ ∗ → 和 3
1( 0, ,1 , , ,*, ,0,1)
4

W ⎧ ⎫= ∧ ∨ →⎨ ⎬
⎩ ⎭

分别是标准 NMG 代数和三值 NMG 代

数.定义 3:h W W→ 如下: 

11, ,
4

1 1( ) , , ,
4 4

10, ,
4

x

h x x x W

x

⎧ >⎪
⎪
⎪= = ∈⎨
⎪
⎪

<⎪⎩

 

则 h 是从 W 到 W3 的(∧,∨,*,→)型同态. 
现在证明定理 7.由定理 6(iii)得知必要性成立,只需证明其充分性.设Γ=D(Γ)且Γ有唯一的模型 e.由定理

6(iii)只需证明存在 1 2( , ,...) Qα α α= ∈ 使得 , ( ) .n nn N e p α∀ ∈ = 为此只需证明 ,n N∀ ∈
1( ) 0, ,1
4ne p ⎧ ⎫∈ ⎨ ⎬

⎩ ⎭
.用反证法证

明这一事实.假设存在 n0∈N 使得 0
1( ) 0, ,1
4

e p ⎧ ⎫∉ ⎨ ⎬
⎩ ⎭

.设 h 是由引理 1 所定义的同态,则 h 和 e 的复合函数 h◦e 也是

从 F(S)到 W 的一个同态,从而 h◦e 是 F(S)的一个赋值.任取ϕ Γ∈ , ( ) ( ( )) (1) 1.h e h e hϕ ϕ= = =D 这说明 h◦e 也是Γ

的一个模型.因为 0( )h e pD 0( ( ))h e p= ∈
10, ,1
4

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

而 0
1( ) 0, ,1
4

e p ⎧ ⎫∉ ⎨ ⎬
⎩ ⎭

,所以 h e e≠D .从而说明Γ至少有两个不同的模

型,矛盾! 
由定理 7 可以证明系统 NMG 中的满足性定理. 
定理 8(满足性定理). 设Γ是系统 NMG 中的相容理论,则存在赋值 e 使得 ( ) {1}e Γ ⊆ ,即相容理论有模型. 
证明:设Γ是相容理论,则由命题 4 得知存在极大相容理论Γ′使得 Γ Γ ′⊆ .由定理 7 得知Γ ′有模型 e,所以

( ) ( ) {1}e eΓ Γ ′⊆ = . □ 

显然,有模型的理论必相容,所以由命题 3 得到一个理论相容的充要条件. 
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推论 1. 在系统 NMG 中,一个理论相容的充要条件是它有模型. 
由推论 1 和命题 3 我们就得到了系统 NMG 的紧致性定理,即 NMG 是紧的. 
定理 9(紧致性定理). 一个理论有模型当且仅当它的每个有限子理论有模型. 

3   极大相容理论的拓扑刻画 

在文献[26]中,我们还给出了系统 L*中极大相容理论之集的拓扑刻画,证明了全体极大相容理论之集带上

适当的拓扑是一个 Cantor 空间.类似地,我们也可以给出系统 NMG 中极大相容理论之集的拓扑刻画,在此,我们

只列出主要结果,关于具体细节请参见文献[26].在本节中,令 { ( ( )) | }.M D S Qα α= ∈  
定义 7. ( )F Sϕ∀ ∈ ,令 ( ) { ( ( )) | ( ( ))},D S M D Sυ ϕ α ϕ α= ∈ ∈ { ( )| ( )},F Sυ ϕ ϕΒ = ∈ 则 B 是 M 上某拓扑(记为τ)

的拓扑基. 
定理 10. 拓扑空间(M,τ)具有下列性质: 
(i) (M,τ)是第 2 可数空间, 
(ii) (M,τ)是拓扑紧空间, 
(iii) (M,τ)中没有孤立点, 
(iv) (M,τ)是零维空间, 
(v) (M,τ)是 Cantor 空间. 

4   结束语 

本文首先刻画了系统 NMG 中的极大相容理论,给出了若干刻画条件,使我们完全掌握了 NMG 中的极大相

容理论.并基于此证明了 NMG是紧致的.最后又从拓扑角度研究了系统 NMG中的极大相容理论,证明了全体极

大相容理论之集是一个 Cantor 空间.所以本文的结果完善了系统 NMG 的理论体系.  
本文的紧性仅仅考虑了赋值为 1 的模型,而模糊逻辑的赋值域为[0,1],那么能否也考虑赋值为 1/2/3/4,…的

模型呢?就此,我们将另文讨论. 
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