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Abstract:  This paper analyzes current mesh simplification methods, and proposes an algorithm based on the 
quadric error metric (QEM) for feature preserving. It adopts a Half-edge collapse method for mesh simplification 
and modifies QEM to remove the discontinuities of appearance attributes. By analyzing the relationships between 
vertices and the discrete appearance seam, a new formula is obtained which enables the edge contraction to 
postpone the appearance; meanwhile a proper replacer is selected for the wedge in the triangle that has been 
affected by half-edge collapsing operation to avoid material distortion. Experimental results demonstrate that 
author’s algorithm achieves a similar high efficiency as QEM with desirable geometry and feature-preserving. 
Key words:  mesh simplification; half-edge collapse; progressive mesh; the quadric error metric; feature 
  preserving 

摘  要: 对已有的三维网格简化技术进行分析,利用半边折叠操作对 QEM(quadric error metric)算法进行改进,提
出了一种基于二次误差测度(QEM)的网格简化算法,解决了非连续外观属性在简化过程中的畸变问题.通过分析顶

点与非连续外观接缝的关系,得出了一个新的边折叠代价公式,使得外观畸变在简化过程中尽可能地推迟;并且在执

行半边折叠时给受影响的三角形找到了合适的替换 wedge,避免外观畸变的发生.实验结果表明,该算法保持了

QEM 算法的高效性,同时在几何属性和外观属性上都取得了令人满意的简化效果. 
关键词: 网格简化;半边折叠;累进网格;二次误差测度;外观属性保持 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

在计算机图形学中,三维几何模型通常用多边形网格进行描述[1].由于多边形网格在数学上的简单性,大多

数图形系统(包括硬件和软件)都内置了针对多边形网格的简单而高效的渲染算法[2,3].因此,多边形网格通常被

称为标准图形对象[3],被广泛应用于虚拟现实、计算机辅助设计、地理信息系统以及医学图像系统等领域.三维

空间中任意 3 个点可以确定一个平面,因此三角形成为多边形网格表示中最常用到的多边形.同时,三角形在简

化过程中具有灵活性和高效性,因此许多应用程序,尤其是网络应用程序,都将三角形作为网格模型的基本组成
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单元[4]. 
在实际应用中,为了使三维空间中的物体具有更高的真实感和层次感,需要使用复杂的、细节化的网格模

型进行表示.针对不同的应用场合,考虑到计算机储存容量、处理速度、渲染速度、传输速率等因素的平衡折

衷,可以选择一个合适的低分辨率模型来代替原始模型.这种通过对原始模型进行自动简化处理,生成一系列不

同分辨率、不同精细度的模型以供渲染时使用的技术,被称为多细节层次(level of detail,简称 LoD)技术[5],生成

的模型称为多细节层次模型或多分辨率模型. 
现有大量的网格模型简化算法可以生成连续的、多分辨率的模型,但都无法保证模型中的非连续外观属性

不出现畸变.因此,我们对网格模型上顶点和非连续外观接缝的关系进行分析,推导出新的折叠边代价计算公

式,使得此类畸变的发生尽可能地推迟,保持绝大多数模型外观属性不变形. 

1   相关工作 

已有的大部分针对三角形网格模型的简化算法[6]都以边折叠(edge collapse)和点分裂(边折叠的逆操作)作
为基本的网格简化操作[7−9].半边折叠(half edge collapse)作为边折叠的退化版本,在执行折叠操作时不引入新的

顶点,而是以折叠边上的一个端点作为折叠的结果[10],优点在于减少了内存占用,且有利于构建渲染系统可以直

接处理的数据结构,提高了渲染效率.因此,本文采用半边折叠作为基础迭代操作,且定义一个折叠过程为 vs→vt,
其中 vs 为折叠起点,vt 为折叠终点. 

边折叠关键要解决两个问题,即如何选取折叠边和如何确定代替边上新顶点的位置.Hoppe 采用能量优化

的方法来选择边并确定新顶点的位置[8].该算法要求建立和求解复杂的全局能量优化方程,计算量大,很难满足

实时要求 ,但是生成模型的效果却是所有简化算法中最好的 [11].Garland 和 Heckbert 提出的二次误差测度

(quadric error metric,简称 QEM)解决了 Hoppe 方法计算量大的问题,该算法使用二次误差度量来控制简化过程,
在速度、保真度、健壮性上获得了很好的平衡[12].针对基于几何元素删除型算法的相似性,Kobbelt 等人抽象出

基于QEM算法的一般框架,并从算法分析的角度分析了各种基于几何元素删除的算法,认为这些算法的本质上

是贪婪算法,不同之处在于删除的元素以及选取待删除元素的标准[10]. 
事实上,网格模型的顶点除了几何坐标外,还具有外观属性,如颜色、纹理坐标、法向量等.Garland 在文献

[13]中扩展了QEM算法,使其支持带有外观属性模型的简化.Hoppe也以QEM为基础提出了处理顶点外观属性

的方法,其储存空间比 Garland 的方法更少[9].但是,这两种方法都基于一个假设:网格模型顶点上的外观属性是

连续的,都无法处理突变顶点的外观属性,例如纹理的接缝.因此,我们提出一种新的基于 QEM 的网格简化算法

并定义新的折叠代价计算公式,有效地解决了外观属性出现的突变问题.实验结果表明,对于具有非连续外观属

性的模型,该算法在保持了 QEM 算法高效率的同时,也获得了很好的保真度. 

2   基于 QEM 的改进网格模型简化算法(M-QEM) 

2.1   二次误差测度的基本框架 

在三维空间中,一个平面的向量方程为 nTv+d=0,其中 n=[a,b,c]T 且 a2+b2+c2=1,为平面的单位法向量;d 为距

离常量.当一个边折叠操作完成后,折叠边上的两个顶点变成了一个新的顶点,该顶点的相关平面集是两个旧顶

点相关平面集的并集.对于新顶点所引起的误差,Garland 改进了 Plane-Based error metric 算法[14],提出 quadric
方法[12],将其定义为该顶点到相关平面距离的平方之和.因此,任一平面的 quadric Q=(A,b,c)=(nnT,dn,d2),其中 A
为一个 3×3 的对称矩阵,b 为一个 3×1 的向量,c 是距离常量;任意顶点 v 到平面的距离的平方可以用 quadric 方

式表示为 Q(v)=D2(v)=vTAv+2bTv+c.由于 Q(v)的加法满足分配率[12],因此一个平面集的 quadric 可以通过将各个

平面的 quadric 相加而得. 
根据以上关于 quadric 的定义和性质,我们在计算某个折叠边的代价时,无须为新顶点计算其到一个平面集

的距离的平方和,而只需为每个顶点保存一个 quadric 即可.由于本文采用半边折叠的方法,新顶点 vn 位置的选
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择相对简单很多:设 Q=Qs+Qt,当 Q(vs)>Q(vt)时,vn 即为 vt;反之,则为 vs.半边折叠 vs→vt 的折叠代价 Cost(vs,vt)为 
 Cost(vs,vt)=(Qs+Qt)vt  (1) 

2.2   顶点外观属性的处理 

2.2.1   预备知识 
具有外观属性的顶点可能对应不止一个属性值 ,例如一个顶点在不同的三角形中具有不同的颜色 ,因

此,Hoppe提出了wedge的概念来标识顶点[15].wedge是一个 n元组(a0,a1,a2,…,an−1),元素 ai为顶点的属性,且 n>0;
其中 a0 为顶点坐标属性 ,记为 coord,其他属性根据网格模型各异 .在大多数模型中 ,wedge 为一个四元组

(coord,normal,color,texCoord):coord∈R3,为顶点坐标 ;normal∈R3,为顶点的法向量 ;color∈RGB,为顶点的颜

色;texCoord∈R2,为顶点的纹理坐标.一个顶点可能对应多个 wedge,而一个 wedge 只能对应一个顶点.当某个顶

点对应多个 wedge 时,这些 wedge 的 coord 属性必须是一样的.当 n=1 时,模型的 wedge 只有 coord 属性,退化成

为基本形式的顶点. 
具有外观接缝的模型,其接缝处的顶点通常对应两个或以上的 wedge,每个 wedge 上的外观属性均不同.我

们定义接缝处的顶点为接缝点,接缝处的边为接缝边;不在接缝处的顶点为内部点,两个端点皆为内部点的边,
为内部边.根据纹理映射机制,三角形面片内的纹理坐标是对 3 个顶点的纹理坐标进行插值而得,所以内部点之

间的折叠不会引起可察觉的视觉差异.因此,对于内部点本文将沿用基本的 QEM 算法,不进行外观属性扩展.实
验结果证实该想法是正确的. 
2.2.2   计算边折叠代价 

对于带有接缝点的半边折叠 vs→vt,我们需要解决两个问题:一是如何计算边折叠代价,二是如何选择折叠

后受影响三角形的顶点的外观属性.根据 vs 和 vt 是否为接缝点,可以分为以下几种情况进行讨论: 
第 1 种情况,起点 vs 为接缝点,终点 vt 为内部点,如图 1 所示,(vl,vs)和(vs,vr)均为接缝边,vl,vs 和 vr 为接缝点,

各对应两个纹理坐标.在执行半边折叠操作后,三角形(vl,vs,vt)和(vs,vr,vt)被删除,受影响的三角形(vl,vr,vs)上的顶

点 vs被替换为 vt.由图 1可知,此时 vt的纹理坐标保持不变,唯一地对应于(0.5,1),但与 vs原本的纹理坐标(0.5,0.25)
不连续,因此接缝处的纹理会出现外观畸变.在实际应用中,纹理坐标更为复杂,如果任由这种半边折叠操作发

生,那么在网格模型的接缝处可能会出现畸变的外观.图 2 所示的原始矿石模型具有 5 000 个三角形,在不约束

此类半边折叠操作的情况下,当简化到分辨率为 460个三角形时(如图 3所示),在模型接缝处就明显出现了畸变.
即使我们放宽半边折叠的限制,引入新的 wedge 以保持折叠后的纹理不变,但接缝却变形了.这在有些情况下是

不可接受的,比如接缝作为模型表面分界线的时候. 
  
 
 

 
 
 
 
 

Fig.1  Texture coordinates of a triangle 
图 1  三角形顶点的纹理坐标 
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 Fig.2  An emerald model with textural seams      Fig.3  Aberrances on the emerald model 
 图 2  一个带有纹理接缝的绿柱石模型        图 3  绿柱石模型在接缝处的异常外观 

因此,在模型简化时,我们应尽量避免这种起点为接缝点而终点为内部点的半边折叠操作.为此,我们加大

折叠代价,使此类操作尽量靠后.式(1)计算半边折叠代价的公式被重新定义为 
 ( , ) ( , ) ( ) (1 ( ))s t s t s tCost v v Dist v v IsSeam v IsSeam vα= + ⋅ ⋅ −  (2) 

其中,Dist(vs,vt)=(Qs+Qt)vt,函数 IsSeam(v)定义为 
1,

( )
0,

v
IsSeam v

v
⎧

= ⎨
⎩

若 为接缝点

若 为内部点
, 

α是一个足够大的数,与 Dist(vs,vt)相比具有绝对优势,保证接缝点到内部点的折叠不会过早执行. 
以上讨论表明,在执行一次半边折叠操作后,对于受影响的三角形中的 wedge,如果有连续的 wedge 与之替

换,那么接缝处的外观属性就不会发生畸变;反之则很可能产生类似图 3 的奇怪外观.如果无法找到合适的

wedge 来替代受影响的三角形中消失的 wedge,那么该半边折叠操作的代价应当尽量地大. 
第 2种情况,起点 vs为内部点,终点 vt为接缝点,由于接缝点保持不动,所以不会出现接缝形变.在对受影响的

三角形进行顶点替换时,如果三角形顶点上的 wedge 均找到了与之连续的 wedge 进行替换,那么接缝的外观就

不会发生畸变,因此,问题转变成如何选择合适的 wedge.如图 4 所示,接缝边(vl,vt)和(vt,vr)将模型表面分成两部

分:包含 vs 的内部和不包含 vs 的外部,三角形也分为内部三角形和外部三角形.在执行 vs→vt 之后,由于 ws 与 w0

是连续的,所以受影响的 3 个三角形上的 vs 所对应的 ws 均被替换为 w0. 
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Fig.4  Half-Edge collapsing from an internal point to a seam point 

图 4  内部点到接缝点的折叠 

那么如何判断 vt 对应的两个 wedge,哪个是 w0,哪个是 w1?我们必须从网格的几何结构入手,找出与 ws 连续

的 wedge.由于三角形(v3,vt,vs)与折叠顶点 vs 和 vt 都相邻,且在未发生畸变之前三角形上的 wedge 是连续的,所以

其上的顶点 vt 所对应的 wedge 为 w0. 
第 3 种情况,起点 vs 和终点 vt 均为接缝点.这种情况较为复杂,可细分为 4 个子类型: 
(1) vs 和 vt 在同一条接缝上,如图 5(a)所示.这种类型与第 2 种情况类似,关键问题也是如何选择合适的替换

wedge.由图可知,vs 对应 w0 和 w1,vt 对应 w2 和 w3,其中 w0 和 w2 同属上半部分,是连续的;w1 和 w3 同属下半部分,
也是连续的.执行 vs→vt 后,w0 替换为 w2,w1 替换为 w3,即可确保不发生外观畸变. 
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Fig.5  Half-Edge collapsing from a seam point to a seam point 
图 5  接缝点到接缝点的折叠 

(2) vs 和 vt 分属两条不同的接缝,均为接缝点,但是折叠边(vs,vt)不是接缝边.如图 5(b)所示,vs 对应的 wedge
为 w0 和 w1,vt 对应的 wedge 为 w2 和 w3,且只有 w1 和 w2 是连续的.在执行 vs→vt 后,三角形(vs,vl,va)和(vs,vb,vr)上
的顶点 vs 对应的 w1 可被替换为 w2,但是三角形(vs,va,vc)上的 vs 对应的 w0 找不到合适的 wedge 与之替换.因此,
接缝 va-vs-vb 处的外观属性会出现畸变,而且即使该接缝处的外观属性没有发生畸变,而其几何形状也变形了,
所以,此类折叠操作应尽量靠后.我们以式(2)为基础将折叠代价重新定义为 
 ( , ) ( , ) ( ) (1 ( )) ( ) ( ) (1 ( , ))s t s t s t s t s tCost v v Dist v v IsSeam v IsSeam v IsSeam v IsSeam v IsSeam v vα β= + ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ ⋅ −  (3) 

参数β和α一样,是一个比 Dist(vs,vt)大很多的数.函数 IsSeam(vs,vt)定义为 
1, ( , )

( , )
0, ( , )

s t
s t

s t

v v
IsSeam v v

v v
⎧⎪= ⎨
⎪⎩

若 为接缝边

若 为非接缝边
. 

边 (vs,vt)是否为接缝边可以通过以下方法进行判断 :首先找出与边 (vs,vt)相邻的三角形 ,设其集合为

Shared(vs,vt).对于流形表面而言,此类三角形不会多于两个.若|Shared(vs,vt)|<2,则(vs,vt)为边界,是接缝的一种特

殊情况.若|Shared(vs,vt)|=2,则设相邻两个三角形为(vs,vt,vl)和(vs,vr,vt),如果前者中的 vs 对应的 wedge 与后者中的

vs 对应的 wedge 不同,则(vs,vt)为接缝边,反之则否. 
(3) vs 和 vt 分属两条接缝,均为接缝点,且(vs,vt)为接缝边.以图 5(c)为例,由于 vs 同时在接缝 vb-vs-vt 和 va-vs-vr

上,我们称其为两条接缝的交叉点.此时,顶点 vs 对应 4 个 wedge:w0,w1,w2 和 w3,顶点 vt 对应两个 wedge:w4 和 w5,
其中 w2 和 w4 连续,w3 和 w5 连续.执行 vs→vt 后,受影响的三角形(va,vs,vl)上的 w2 被替换为 w4.w3 不为任何受影响

的三角形所有,不必替换;即使 w3 属于某个受影响的三角形,也可以被替换为 w5.另外,两个受影响的三角形

(va,vb,vs)和(vb,vr,vs),其上的 w0 和 w1 在顶点 vt 处找不到连续的 wedge 与之替换,将导致接缝处模型的外观发生畸

变,也会造成接缝 va-vs-vr 形变.因此,对于此类折叠操作,我们也加大了折叠代价,使模型外观畸变不会过早发生.
式(3)被重新定义为 

 
( )

( )
( , ) ( , ) ( ) 1 ( )

( ) ( ) 1 ( , ) ( ) ( )
s t s t s s

s t s t s t

Cost v v Dist v v IsSeam v IsSeam v

IsSeam v IsSeam v IsSeam v v IsCross v IsSeam v

α

β γ

= + ⋅ ⋅ − +

⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅
  (4) 

与α,β一样,γ也是一个比 Dist(vs,vt)大很多的数.函数 IsCross(v)定义为 
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1,
( ) .

0
v

IsCross v
v

⎧⎪= ⎨
⎪⎩

若 为交叉点

,若 为非交叉点
 

(4) 从非交叉接缝点到交叉点的折叠,恰好与图 5(c)所示相反,为 vt→vs.由于 w4 和 w2 是连续的,受影响的三

角形上的 w4 均可以替换为 w2.同理,w5 可以替换为 w3,因此,折叠代价计算方法与内部点折叠操作相同. 

2.3   计算惩罚量 

根据以上分析,我们知道惩罚量α,β,γ与 Dist(vs,vt)相比必须足够大,这样才能使可能产生外观畸变的半边折

叠代价相对较大.下面我们将讨论这 3 个惩罚量的取值. 
首先讨论α的取值.假设某次半边折叠操作 vs→vt,其中 vs 为接缝点,vt 为内部点,则由式(2)可知,其折叠代价

为 Cost(vs,vt)=Dist(vs,vt)+α,且必须大于其余不会产生畸变的折叠操作的代价,即 
 ( , ) max{ ( , ) | ( )} max{( ) | ( )}n n

s t i j i j i j j i jCost v v Dist v v v v HEC M Q Q v v v HEC M> → ∈ = + → ∈  (5) 

其中,集合 HEC(Mn)表示简化模型 Mn 中所有可折叠的边,Dist(vi,vj)表示 vj 到与 vi,vj 相关的三角形的带权距离平

方和,权值为三角形面积,即 
 

( ) ( )
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

i j

i j j j
t Tri v t Tri v

Dist v v Area t Dist v t Area t Dist v t
∈ ∈

= ⋅ + ⋅∑ ∑  (6) 

其中,Area(t)为三角形 t 的面积,Dist(v,v)表示顶点 v 到三角形 t 的距离,Tri(v)表示与顶点 v 相关的三角形集

合 .HEC(Mn)中的半边折叠 vi→vj,其二次误差 Dist(vi,vj)的数量级与 Dist(vs,vt)相同 .事实表明 ,绝大多数的

Dist(vi,vj)不会大于两倍的 Dist(vs,vt)(特殊情况将在下文讨论 ),因此 ,为了简化计算可放宽式 (5)的约束 ,令
Cost(vs,vt)≥2Dist(vs,vt)且 Cost(vs,vt)=Dist(vs,vt)+α,则α≥Dist(vs,vt). 

假设网格模型包围盒的长、宽、高分别为 l,w,h,则模型中任意两点距离的平方都不会大于 l2+w2+h2.令 
2 2 2Max l w h= + + ,则 

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) Max ( ) Max

Max ( ) ( ) Max ( ) ( )

s t s t

s t

s t t t
t Tri v t Tri v t Tri v t Tri v

s t
t Tri v t Tri v

Dist v v Area t Dist v t Area t Dist v t Area t Dist Area t Dist

Dist Area t Area t Dist TriArea v TriArea v

∈ ∈ ∈ ∈

∈ ∈

= ⋅ + ⋅ ≤ ⋅ + ⋅

⎛ ⎞
= ⋅ + = ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
 (7) 

其中,
( )

( )
st Tri v

TriArea Area t
∈

= ∑ ,是与顶点 v相关的三角形的面积之和.我们令α为MaxDist⋅(TriArea(vs)+TriArea(vt))

且α≥Dist(vs,vt),从而有 
( , ) 2 ( , ) ( , ),s t s t i jCost v v Dist v v Dist v v≥ ≥  

(vi,vj)代表绝大部分顶点对.少数不会产生外观畸变但 Dist(vi,vj)大于 2⋅Dist(vs,vt)的半边折叠操作,其几何误差已

经足够大,会严重影响视觉效果.因此,其折叠代价大于 Cost(vs,vt)是合理的,实验结果也验证了我们的想法. 
β是从接缝点折叠到接缝点时,我们增加的惩罚量.这种情况与接缝点折叠到内部点所产生的畸变类似,所

以β=α.通常,交叉点是模型表面特征比较明显的顶点,因此,γ作为交叉点折叠到接缝点的惩罚量,应具有更大的

值,令其为 2α.最终 vs→vt 的折叠代价为 

 
( , ) ( , ) ( ) (1 ( )) ( ) ( ) (1 ( , ))

  2 ( ) ( )
s t s t s t s t s t

s t

Cost v v Dist v v IsSeam v IsSeam v IsSeam v IsSeam v IsSeam v v
IsCross v IsSeam v

α α
α

= + ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ ⋅ − +

⋅ ⋅
 (8) 

其中,α=MaxDist⋅(TriArea(vs)+TriArea(vt)).MaxDist 由网格模型的包围盒决定,在模型读入时计算.在原始模型

中,TriArea(v)等于与顶点相邻的三角形面积之和.在执行 vs→vt 后,与顶点 vs 相关的三角形集并入到与 vt 相关的

三角形集中,因此,与 vt 相关的三角形面积之和为(TriArea(vs)+TriArea(vt)). 

3   算法描述 

3.1   数据结构 

算法的输入为顶点序列 VertexData 和索引序列 IndexData,前者代表网格模型中每个顶点的属性集合,其中
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每个单元是一个 wedge,包含了坐标及其他外观属性,如纹理坐标 texCoord、法向量 normal、颜色 color;后者代

表网格模型中顶点的连接关系 ,其中每个单元是一个 VertexData 序列的索引 ,用来检索 VertexData 中的

wedge.IndexData 中相邻的 3 个单元为一组,每组代表一个三角形,其中每个单元代表三角形的一个角.以图 6(a)
所示的模型为例,其对应的 VertexData 和 IndexData 可以表示为图 6(b)中的结构. 

w1

w0 w2

w3

w4
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w7 w8
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v0 v1
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coord
texCoord
normal

VertexData:
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t0 tl t2 t3 t4

IndexData:

triangle  
                   (a)                                             (b) 

Fig.6  VertexData and IndexData of a mesh model 
图 6  网格模型对应的 VertexData 和 IndexData 

VertexData 和 IndexData 结构不仅表示网格模型的顶点属性和顶点之间的连接关系,同时也隐式地包含了

网格模型中顶点之间以及顶点与三角形之间的邻接关系.为了描述和实现网格简化算法,我们引入了 3 个中间

数据结构 PMVertex,PMWedge 和 PMTriangle 来显式地表示这些几何关系. 
PMVertex 表示网格模型的一个顶点,是一个五元组(geo,quadric,area,cost,to)(如图 7 所示),其中 cost 和 to

分别表示最优折叠代价和最佳折叠终点,通过这两个值就能进行半边折叠操作.PMWedge 对应 VertexData 中的

一个 wedge 单元,是一个二元组  (realIndex,vertex).每个假设 w 是一个 PMWedge,则 w.realIndex 是 w 在

VertexData 中的索引;w.vertex 是一个 PMVertex,为 w 对应的顶点.PMTriangle 表示网格模型上的一个三角形,是
一个三元组 (w0,w1,w2),3 个单元均为 PMWedge,以逆时针顺序分别对应三角形上的 3 个 wedge. 

PMVertex

geo quatric area cost to

coord neighbors faces wedges
 

Fig.7  Structure of PMVertex 
图 7  PMVertex 结构 

在执行折叠操作之前,我们将 VertexData 和 IndexData 转化成这 3 个数据结构的表示形式:PMVertex 序列

vertices,PMWedge 序列 wedges 以及 PMTriangle 序列 triangles. 

3.2   算法简介 

在计算半边折叠 u→v 的折叠代价时,我们首先根据折叠边两个端点的 quadric 计算折叠操作的二次距离,
然后通过判断两个端点与接缝的关系增加惩罚量 .在每次迭代过程中 ,我们从 vertices 集合中未删除的

PMVertex 里找出折叠代价最小的顶点 u,执行 u→u.to,直到达到某个期望的简化率为止.对于具有 n 个顶点的网

格模型,如果通过顺序搜索 vertices 序列中的元素来获得 cost 最小的顶点,那么每次迭代过程的时间复杂度为

O(n),这对折叠过程来说是非常可观的.为了降低搜索的复杂度,我们利用最小堆来获得 cost 最小的顶点[16],将每

次搜索的时间复杂度降低到 O(lgn). 
算法 1. ComputeCollpaseCost(u,v)伪代码. 
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输入:折叠边的起始点 u 和终点 v; 
输出:对应边的折叠代价. 
1. Q := u.quadric + v.quadric 
2. dist := Q(v) 
3. If IsSeam(u) then 
4.  α := (u.area + v.area) * MaxDist 
5.  If IsCross(u) then 
6.   cost := dist + 2α 
7. Else if !IsSeam(v) then 
8.  cost := dist + α 
9. Else if IsSeam(v) and !IsSeam(u, v) then 
10.  cost := dist + α 
11. End if 
12. End if 
13. Return cost 
一次半边折叠过程 u→v 分为 8 个步骤: 
1. 保存折叠起点 u 的邻接顶点,因为这些顶点的最优折叠代价会在折叠后改变,需要重新计算; 
2. 将 u 的邻接三角形分成两类:要被删除的 removal 集合;其上的 wedge 要被替换的 replacement 集合; 
3. 为要被删除的 wedge 寻找合适的替代者,即替换后不会引起视觉畸变; 
4. 将 removal 包含的 PMTriangle 删除,并通知相关顶点,将其从邻接三角形集合中删除; 
5. 为 replacement 替换相应的 PMWedge,如果没有合适的,则从 v.geo.wedges 中随机选一个; 
6. 将被替换的 PMWedge 从 wedges 中删除;将 replacement 中的 PMTriangle 添加到顶点 v 的邻接三角形中,

并更新所有受影响的顶点的连接关系; 
7. 将顶点 u 的 quadric 及相关三角形面积累加到 v 上; 
8. 重新为受影响的顶点计算最优折叠代价和最佳折叠终点,并更新它们在最小堆中的位置. 

4   实验结果和效率 

利用改进网格模型简化算法 M-QEM,我们对几个用三维扫描仪取得的虚拟博物馆中的藏品模型进行简

化,并与 PM 和 QEM 算法进行比较.另外,M-QEM 算法适用于任意规模的网格模型,因此我们从 Stanford 大学的

网络资源中下载了更为复杂的网格模型[17]执行简化操作.实验结果是在一台普通消费级 PC 机上获得,系统配

置为 Intel Pentium IV 2.94 GHz 的 CPU 和 1GB 内存. 
表 1 比较了 M-QEM 与 PM,QEM 算法在网格模型构建上所花费的时间,显然,M-QEM 在速度上远胜于 PM

算法.由于我们对 QEM 算法进行了扩展,因此无法达到 QEM 的速度.但由表 1 可得,M-QEM 的速度与 QEM 属

于同一数量级,算法依旧保持了很高的简化效率. 
我们利用 Metro[18]工具对简化后的模型进行几何相似度分析.图 8 和图 9 比较了 M-QEM 和 PM 算法所生

成的一系列不同分辨率的绿柱石模型的几何相似度.结果显示,M-QEM 具有非常理想的效果,其平均误差在绝

大多数情况下都小于 PM算法所得到的结果,但在某些分辨率下的最大误差比 PM的要大.这是因为我们对模型

的纹理接缝进行了特殊处理,导致相关顶点的偏移量较大;PM 算法则没有对这些顶点进行处理. 
在实验中我们发现,只有当三角形数在 2 000~500 之间并从特定角度进行观察时,M-QEM 所得的纹理误差

才会比 PM的大,如图 10所示.这同样是因为我们对纹理接缝进行了特殊处理,因此,从接缝可见的角度观察会得

到更大的纹理误差.除此之外,M-QEM 都得到了更为理想的结果.当三角形数在 500~12 范围内时,PM 生成的模

型已产生很大的误差和外观畸变,而 M-QEM 算法生成的模型依旧保持了正确的外观属性. 
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Table 1  Multi-Resolution construction time 
表 1  网格模型构建时间比较 

Running time (millisecond) 
Models Number of 

vertices 
Number of 
triangles M-QEM 

algorithm 
PM 

algorithm 
QEM 

algorithm 
Emerald 2 502 5 000 66 754 31 

Agate 25 002 50 000 793 7 484 496 
Cyrtospirifer rudkiensis 30 861 61 718 952 9 210 629 

Bunny 362 272 725 000 8 138 99 599 5 422 
Armadillo 3 390 515 7 500 000 98 192 1 108 884 76 109 

Happy Buddha 4 586 124 9 200 000 141 848 1 372 290 103 721 

                                                    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Fig.8  Max geometric errors  Fig.9  Mean geometric errors 
  图 8  最大几何误差 图 9  平均几何误差 

图 11 展示了 M-QEM 算法简化得到的模型,最左侧一列是绿柱石、玛瑙、鳍德克弓石燕的原始模型,分别

具有 5 000,50 000 和 61 718 个三角形,后两列则是三角形数为 1 000 和 150 的简化模型.由图可知,简化模型的

几何形状保持了很高的相似度,特别是在模型的细节特征部分,如棱边、沟壑等都完整地保留了下来.对于纹理

的连续外观属性,简化模型与原始模型几乎没有差别,这就证实之前我们没有使用扩展 QEM 是正确的.如果使

用扩展的 QEM,效果应该会更理想,但是会花费更多的储存空间和计算时间. 
我们对绿柱石模型进行进一步简化,如图 12所示,从左至右,三角形数依次递减,分别为 100,30,12,10.当三角

形数为 100 时,模型的几何形状和外观都具有良好的保真度,而且纹理接缝也没有发生畸变.当模型仅有 30 个三

角形时,其几何形状与原始模型有了可觉察的差别,从图中即可看出,绿柱石模型顶端突起的部分变平,整个模

型呈六棱柱状,与原始模型的整体轮廓一致,模型纹理也没有出现畸变.当网格模型的三角形数简化到 12 时,模
型的几何形状类似于长方体,与原始模型相比有了明显差别.尽管如此,模型的纹理依然没有发生畸变,这说明

半边折叠操作的执行次序是完全正确的.根据 M-QEM 定义的折叠代价计算方法,以交叉点为起点的半边折叠

具有最高的折叠代价,所以具有 12 个三角形的简化模型完整地保留了 8 个交叉点.当模型进一步简化时,由于剩

下的顶点都是交叉点,我们只能以交叉点为起点进行半边折叠.因此,如图 12 中最右侧的简化模型所示,其三角

形数减少到了 10,纹理便发生了畸变. 
在半边折叠代价计算公式中,我们并没有局限于某种特定的纹理坐标或其他属性值,而是将属性抽象成

wedge,所以顶点的各种外观属性都可以应用 M-QEM 算法. 
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Fig.10  Textural errors 

图 10  纹理误差 

  Fig.11  Sequence of approximations of the emerald,  
agate and Cyrtospirifer rudkiensis 

  图 11  绿柱石、玛瑙和鳍德克弓石燕的简化模型 

 
Fig.12  Further simplification of emerald model 

图 12  对绿柱石模型的进一步简化 

5   结论和进一步工作 

本文针对具有非连续外观属性的模型在渲染效果和效率上的需求,以QEM算法为基础,实现了一个运行快

速、保真度高的网格模型简化算法 M-QEM.该算法具有如下特点: 
第一,以 QEM 作为相似度评估方法指导折叠过程,具有很高的简化效率,并且在几何形状和外观特性上都

保持了很高的相似度; 
第二,针对涉及外观属性接缝的半边折叠,以 QEM 折叠代价为基础,合理地加上了与接缝有关的惩罚量,使

得外观畸变在简化过程中尽可能地推迟; 
第三,采用半边折叠操作作为简化方式,在模型简化过程中不引入新的顶点,而是重复利用已有的数据结

构,减少了内存占用,并且有利于构建渲染系统可直接处理的数据结构,提高了渲染效率. 
虽然我们使用 QEM 作为误差评估手段,保持了算法的高效性,但是由实验结果可知,简化一个具有 60 000

多个三角形面片的网格模型需要近 1s,无法满足实时应用.由于网格模型简化是一次性过程,我们将整个过程中

的相关信息记录下来,以便在实时渲染时重建出所需的分辨率模型.我们需要一个适合于实时渲染的网格多分

辨率模型表示方法,以记录网格模型的简化信息,并且能够在很短的时间内恢复出任意分辨率的模型.在下一步

工作中,我们将利用全序网格结构[19]作为多分辨率模型的数据结构,着重研究如何根据该数据结构重建出网格

模型. 
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