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Abstract:  Basing on discretizations of Laplace-Beltrami operator and Gaussian curvature over triangular and 
quadrilateral meshes and their convergence analyses, this paper proposes in this paper a novel approach for 
constructing geometric partial differential equation (PDE) Bézier surfaces, using several fourth order geometric 
flows. Both three-sided and four-sided Bézier surface patches are constructed with G1 boundary constraint 
conditions. Convergence properties of the proposed method are numerically investigated, which justify that the 
method is effective and mathematically correct. 
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摘  要: 基于三角形和四边形网格上 Laplace-Beltrami 算子、高斯曲率和平均曲率的离散及其收敛性分析,提
出了一种使用四阶几何流构造几何偏微分方程 Bézier 曲面的方法.使用该方法构造出的 Bézier 曲面既具有几何

偏微分方程曲面的最优性质,同时又满足 G1 连续性.算法收敛性的数值实验表明该方法是有效的. 
关键词: Bézier 曲面;离散化;几何偏微分方程;G1连续性;算子 

所谓几何偏微分方程(partial differential equation,简称 PDE)曲面,是指满足某种几何 PDE 的曲面.由于几何

PDE 曲面有某种 优性质(如面积 小,总平均曲率极小,总高斯曲率极小等)而受到人们的喜爱.几何 PDE 一般

是非线性的,构造几何 PDE 曲面不是一个平凡的问题,过去我们在构造离散(三角形网格)几何 PDE 曲面方面进

行了研究,关于使用有限差分方法可参考文献[1−3],关于使用有限元方法可参考文献[4,5]. 
Bézier 曲线和曲面的历史可以追溯到 1959 年 ,当时任职于法国雪铁龙公司的一位年轻的数学家 De 

Casteljau 首次使用 Bernstein 多项式定义曲线和曲面,开创了曲线曲面设计的逼近方法;不久,法国雷诺公司的

Pierre Bézier 也独立地提出并发展了 Bézier 曲线和曲面(详见文献[6]).之后,Bézier 曲线曲面得到了迅速的发展

并被广泛应用到工业设计中.在复杂曲面设计中,经常需要将多张 Bézier 曲面片拼接起来,并且要求拼接处达到

一定的连续性.常用的有参数连续性和几何连续性.几何连续性由 Barsky[7]提出,在实践中逐步代替了参数连续

性.常用的几何连续性是 G1 连续性,关于相邻 Bézier 曲面的 G1 连续性可参考文献[8,9]. 
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早用于曲面构造的 PDE 是双调和方程,并且已经被广泛应用于曲面拼接、曲面恢复和交互式曲面设计

等领域中(见文献[10−13]).双调和方程是线性的,便于求解.但是双调和方程不是几何 PDE,并且一般定义在矩形

区域上,具有一定的局限性. 简单的几何 PDE 是平均曲率流,已经被应用在曲面除噪和曲面光滑中(参见文献

[4,14−16]).由于平均曲率流在边界处不能达到 G1 连续性,于是人们开始考虑使用四阶几何流,如 Willmore 流、

曲面扩散流等(见文献[1,17−19]). 
由于 Bézier 曲面的良好性质,本文考虑用几何 PDE 来确定 Bézier 曲面的具体形状,产生具有某种 优性质

的 Bézier 曲面片.比如 Willmore Bézier 曲面片具有总平方平均曲率 小的性质;Bézier 极小曲面片具有面积

小的性质等.我们使用四阶几何 PDE 来实现边界处的 G1 连续性.在给出 Bézier 曲面片的边界控制点(边界曲线

的控制点)和次边界控制点(与边界控制点相邻的控制点)的条件下,用插值确定初始内部控制点,接着用四阶几

何流对内部控制点进行演化, 终得到 优的 Bézier 曲面片. 
本文第 1 节介绍建立几何 PDE 方法所必须的基础知识,包括微分几何方面的基础和所使用的几何 PDE 等.

第 2 节详细阐述几何 PDE Bézier 曲面的构造方法,内容包括微分算子的离散化、Bézier 曲面控制点的确定和演

化方法等.第 3 节对所提出的方法进行收敛性数值实验并给出若干几何 PDE Bézier 曲面的例子.第 4 节说明使

用 Bézier 曲面一些固有的限制. 后一节总结全文. 

1   预备知识 

本节概述下文中用到符号和基本知识,其中包括一些微分几何的基础知识、微分算子和 Bézier 曲面的定义,
以及本文所使用的几何 PDE 等方面的内容. 

1.1   参数曲面的微分几何  

为简单起见,假设我们所考虑的是一个充分光滑的、正则可定向的参数曲面: 
1 2 3 1 2 2: ( , ) , ( , ) .S x u u R u u D R= ∈ ∈ ⊂  

设 , , ,
u u u u

g x x b n xα β α βαβ αβ= = 分别表示曲面 S 的第一、第二基本形式的系数,其中 
2

, , , 1,2
u u u

x xx x
u u uα α βα α β α β∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂

, 1 2( ) , ( , ) ( , )u v u vn x x x x u v u u= × × = , 

符号〈⋅,⋅〉, || ||⋅ 和 ⋅× ⋅ 分别表示欧几里德空间中的标准内积、范数和外积.令 
1 1[ ] [ ] , [ ] [ ] , det[ ], det[ ],g g b b g g b bαβ αβ

αβ αβ αβ αβ
− −= = = =  

使用这些记号,可以引入曲面 S 的平均曲率 H 和高斯曲率 K: 

 1 [ ] :[ ],
2

bH g b K
g

αβ
αβ= =  (1) 

其中符号 A:B 表示 ATB 的迹.令 H=Hn,K=Kn,它们分别称为平均曲率法向和高斯曲率法向. 
下面引入几个本文要用到的曲面上的微分算子. 
切梯度算子. 假设 f∈C1(S),作用到 f 上的梯度算子∇S 定义为 

 3[ , ][ ][ , ]T
S u v u vf x x g f f Rαβ∇ = ∈  (2) 

切散度算子. 假设 v 是曲面 S 上的一个光滑向量场,作用到上 v 的切散度算子定义为 

 1( ) , [ ][ , ]T
s u vdiv v g g x x v

u vg
αβ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎢ ⎥ ⎣ ⎦∂ ∂⎣ ⎦

 (3) 

Laplace-Beltrami 算子(LBO). 假设 f∈C2(S)作用到 f 上的 Laplace-Beltrami 算子ΔS 定义为(见文献[20]) 
( )S s Sf div fΔ = ∇ . 

由式(2)和式(3)可推知: 

 1 , [ ][ , ]T
S u vf g g f f

u vg
αβ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δ = ⎢ ⎥ ⎣ ⎦∂ ∂⎣ ⎦

 (4) 



 

 

 

徐国良 等:G1连续几何偏微分方程 Bézier 曲面的构造 163 

 

 S u u v v uu uu uv uv vv vvf g f g f g f g f g fΔ Δ Δ Δ ΔΔ = + + + +  (5) 

其中 
2

11 22 122 12 222 12 12 212 22 112 22 22 111 12 211( ( ) 2 ( ) ( )) / ,ug g g g g g g g g g g g g g g g gΔ = − − + − + −  
2

11 11 222 12 122 12 12 112 11 212 22 11 211 12 111( ( ) 2 ( ) ( )) / ,vg g g g g g g g g g g g g g g g gΔ = − − + − + −  

22 ,uug g gΔ = 11 ,vvg g gΔ = 122 .uvg g gΔ = −  

显然,ΔS 是一个二阶微分算子.LBO 与平均曲率法向之间有如下关系ΔS x=2H. 

1.2   Bézier曲面 

四边 Bézier 曲面.对于给定的非负整数 n,设 
!( ) (1 ) , [0,1], 0,...,

!( )!
n i n i
i

nB t t t t i n
i n i

−= − ∈ =
−

 

为 n 次 Bernstein 多项式的基函数,那么(m,n)次四边 Bézier 曲面定义为 

2

0 0
( , ) ( ) ( ), ( , ) : [0,1] ,

m n
m n

ij i j
i j

x u v P B u B v u v
= =

= ∈ Ω =∑∑  

其中,Pij∈ 3 称为曲面 x(u,v)的控制点.当 i=0 或 m,j=0 或 n 时,Pij 称为边界控制点,与边界控制点相邻的控制点,
称为次边界控制点. 

三边 Bézier 曲面.对于给定的非负整数 n,设 
3!( ) , ( , , ) [0,1] , 1,

! ! !
n i j k
ijk

nB t u v w u v w u v w i j k n
i j k

= ∈ + + = + + =  

为 n 次 Bernstein-Bézier 多项式的基函数,那么 n 次三边 Bézier 曲面定义为 

3 3( , , ) ( , , ), ( , , ) : [0,1] ,
n

n
ijk ijk

i j k n
x u v w P B u v w u v w

+ + =

= ∈Ω =∑  

其中,Pijk 称为曲面 x(u,v,w)的控制点.当 i=0 或 j=0 或 k=0 时,Pijk 称为边界控制点,类似地,与边界控制点相邻的

控制点,称为次边界控制点. 

1.3   所用的几何PDE 

为了构造 G1 连续的曲面片,我们使用四阶几何 PDE.下面引入 3 个本文使用的四阶几何 PDE. 
曲面扩散流(SDF). 设 S0是

3中的紧的可定向的曲面.曲面扩散流(见文献[18,19])就是寻找 3中一族光滑

可定向曲面{S(t):t≥0},使其满足下面的方程: 

 02[ ] , (0)

( )

s
x H n S S
t
S t Γ

∂⎧ = − Δ =⎪
∂⎨

⎪∂ =⎩

 (6) 

Willmore 流(WF). Willmore 流定义为如下的方程: 

 
2

0[ 2 ( )] , (0)

( )

s
x H H H K n S S
t
S t Γ

∂⎧ = − Δ + − =⎪
∂⎨

⎪∂ =⎩

 (7) 

满足方程ΔSH+2H(H2−K)=0 的曲面被称为 Willmore 曲面,它是如下泛函的临界点(见文献[21]): 
2( ) : d .

S

E s H A= ∫  

Willmore 流演化时导致总平方平均曲率减少. 
拟曲面扩散流(QSDF). 拟曲面扩散流(见文献[1])定义如下: 

 
2

0, (0)

( )

S
x x S S
t
S t Γ

∂⎧ = −Δ =⎪
∂⎨

⎪∂ =⎩

 (8) 
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拟曲面扩散流是面积缩减的. 

2   几何 PDE Bézier 曲面的构造 

问题的描述:给定三边或四边 Bézier 曲面的边界曲线以及边界上的切方向,构造三边或四边 Bézier 曲面片,
使其插值给定的边界条件且满足指定的几何偏微分方程. 

几何 PDE Bézier 曲面的构造步骤. 
现在我们描述几何 PDE Bézier 曲面的构造步骤,每一步的具体实现在下几小节中给出. 
(i) 离散所用的微分几何算子:分别在三角形和四边形网格上离散 Laplace-Beltrami 算子和高斯曲率(详见

第 2.1 节和第 2.2 节). 
(ii) 构造次边界控制点:从给定的边界处的切向量,计算次边界控制点(详见第 2.3 节).如果给定边界条件已

经含有次边界控制点,那么这一步可以省略. 
(iii) 构造初始内部控制点:初始内部控制点可以是任意给定的.但为了使下一步的演化效率更高,好的初始

内部控制点的选取是非常重要的.我们知道,当次数趋于无穷大时,Bézier 曲面的控制多边形收敛于 Bézier 曲面,
所以 Bézier 曲面的控制多边形可以视为 Bézier 曲面的逼近.因此,为了得到几何 PDE 曲面的初始逼近,我们用相

应的几何 PDE 来构造初始内部控制点(详见第 2.4 节). 
(iv) 演化初始内部控制点:用指定的几何 PDE 演化初始内部控制点,直到稳定状态.我们用时间方向半隐

式、空间方向半离散的数值方法来求解相应的几何 PDE(详见第 2.5 节). 

2.1   Laplace-Beltrami算子的离散化 

为了在三边和四边曲面片上数值求解几何 PDE,需在三角形和四边形网格上离散 Laplace-Beltrami 算子.
下面就三角形网格和四边形网格各引入一种离散格式.它们形式简洁,容易计算,而且具有我们所需要的逼近 
性质. 

三角形网格上 Laplace-Beltrami 算子的离散化.关于三角形网格上 Laplace-Beltrami 算子的离散化,我们采

用由 Desbrun 等人提出的格式(见文献[15,22]): 

 
( )

cot cot3( ) [ ( ) ( )]
( ) 2

ij ij
S i j i

j N ii

f x f x f x
A x

α β

∈

+
Δ ≈ −∑  (9) 

其中,N(i)是顶点 xi 的一环邻居顶点的指标集,αij 和βij 如图 1(a)所示,A(xi)是包围顶点 xi 的全部三角形的面积和. 
我们使用此离散格式的原因是在“某些”条件下,该离散格式是二阶收敛的.而在本文中,我们的 Bézier 曲面

离散化恰好满足所谓的“某些”条件.下面引述我们曾经证明的结果(详见文献[23]). 

               
                   (a) 角αij 和βij 的定义                               (b) 四边形 xixjxj+1xj’的定义 

图 1 
定理 2.1. 设 xi 是三角形网格 M 的一个价为 6 的顶点,x1,…,x6 是它的 6 个邻居点.假设 xi 和 xj(j=1,…,6)位于

一个充分光滑的参数曲面 F(u,v)∈ 3 上,f(x)是 F(u,v)上充分光滑的函数,并且存在 qi,q1,…,q6∈ 2 使得 
 ( ), ( ),i i j jx F q x F q= = 且 1 1 , 1,...,6j j j iq q q q j− += + − =  (10) 

那么, 
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6

2

1

cot ( ) cot ( )3 [ ( ( )) ( )] ( ) ( )
( , ) 2

ij ij
j i S i

ji

h h
f x h f x f x O h

A x h
α β

=

+
− = Δ +∑  (11) 

其中, 
 ( ) ( ( )),j jx h F q h=  ( ) ( ), 1,...,6j i j iq h q h q q j= + − =  (12) 

A(xi,h)是三角形[x1,xj(h),x1+1(h)]的面积的和,αij(h)和βij(h)如公式(9)中那样由顶点 xj(h)定义. 
四边形网格上 Laplace-Beltrami 算子的离散化. 

设 xi 为一个四边形网格的顶点,[xixjxj+1xj′]为与 xi 相邻的四边形,那么在文献[24]中我们提出如下离散格式: 

 1 1
4( ) [ [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]]
( )S i j j i j j i j j i

ji

f x f x f x f x f x f x f x
A x

γ α β′ ′ + +Δ ≈ − + − + −∑  (13) 

其中, 

2 2 2( ) , , ,i j j u v u v
j

A x A A S S S S= = −∑  

2 2 2 2 2

1, , ,
4 4 4

u v v u u v
j j j

j j j

S S S S S S
A A A

α β γ ′+

− − −
= = =  

1 1
1 1 1 1( ) ( ), ( ) ( ).
2 2 2 2u j i j j v j i j jS x x x x S x x x x′ ′+ += − + − = − + −  

关于此离散格式,我们在文献[24]中证明了如下结果: 
定理 2.2. 设 xi 是四边形网格 M 的一个价为 4 的顶点,x1,…,x4 是它的 4 个邻居点.xj′(j′=1,…,4)是四边形

[xixjxj+1xj′]中与 xi 相对的点.假设 xi,xj 和 xj′(j′=1,…,4)位于一个充分光滑的参数曲面 F(u,v)∈ 3 上,f(x)是 F(u,v)上
充分光滑的函数,且存在 qi,q1,…,q4, q1′,…,q4′∈ 2 使得 
 1 2( ), ( ), ( ), , 1,...,4, ( ), 1,2i i j j j j j j j i j j j ix F q x F q x F q q q q q j q q q q j′ ′ ′ + += = = = + − = − = − − =  (14) 

那么, 

 1 1

2

4 [ ( )[ ( ( )) ( )] ( )[ ( ( )) ( )] ( )[ ( ( )) ( )]]
( , )

( ) ( ), 0

j j i j j i j j i
ji

S i

h f x h f x h f x h f x h f x h f x
A x h

f x O h h

γ α β′ ′ + +− + − + −

= Δ + →

∑

当

 (15) 

其中, 
 ( ( )),j jx F q h=  ( ) ( ), 1,...,4, 1 ,...,4j i j iq h q h q q j ′ ′= + − =  (16) 

A(xi,h),αj(h),βj+1(h)和 γj′(h)由顶点集 xj(h),xj+1(h)和 xj′(h)按公式(13)中的定义给出. 
由等式ΔSx=2Hn 我们容易从 Laplace-Beltrami 算子的离散格式得到平均曲率的逼近格式. 

2.2   高斯曲率的离散化 

为了在三边和四边曲面片上数值求解几何 PDE,需分别计算三角形和四边形网格的近似高斯曲率.下面就

三角形网格和四边形网格各引入一种离散格式.它们也形式简洁,容易计算,具有我们所需要的逼近性质. 
三角形网格上高斯曲率的估计.使用高斯-Bonnet 定理,容易得到高斯曲率的下述离散逼近(见文献[22]): 

 
3(2 )

( )
( )

j
i

i

K x
A x

θπ −
= ∑  (17) 

其中,A(xi)是三角形[xixjxj+]的面积的和,θj 是角∠xixjxj+.关于该离散格式的收敛性,我们在文献[26]中曾证明了如

下结果: 
定理 2.3. 设 xi 是三角形网格 M 的一个价为 6 的顶点,x1,…,x6 是它的 6 个邻居点.那么在定理 2.1 的条件下,

我们有: 

 
6

2

1

3 [2 ( )] ( ) ( ), 0
( , ) j i

ji

h K x O h h
A x h

θ
=

π − = + →∑ 当  (18) 

四边形网格上高斯曲率的估计.现在我们考虑基于高斯-Bonnet 定理的高斯曲率 K 的离散化.设 M 是参数

曲面 F(u,v)∈ 3 的一个四边形网格,{xi}是 M 的顶点集.令 N(i)={1,2,…,n}表示顶点 xi 的一环邻居点的指标集. 
[xixjxj+1xj+n]是 M 中与顶点 xi 相邻的四边形,xj+n 是[xixjxj+1xj+n]中与顶点 xi 相对的点.在文献[26]中,我们提出了如
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下的离散格式: 

 
1

4( ) 2
( ) 2

n
j j j

i
ji

K x
A x

θ α β

=

+ +⎡ ⎤
= π −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑  (19) 

其中, 

1,j j i jx x xθ += ∠  1 ,j j i j nx x xα + += ∠  .j j n i jx x xβ += ∠  

如图 2 所示. 

            

图 2  角θj,αj(h)和βj(h)的定义 

关于该格式的收敛性,我们在文献[26]中证明了如下结果: 
定理 2.4. 在定理 2.2 的条件下,我们有, 

 
4

2

1

( ) ( ) ( )4 2 ( ) ( ), 0
( , ) 2

j j j
i

ji

h h h
K x O h h

A x h
θ α β

=

+ +⎡ ⎤
π − = + →⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ 当  (20) 

上述 4 个定理中的收敛性条件是相同的.即与离散曲面对应的参数域上的离散点满足平行四边形条件(见
公式(10)和公式(14)).在稍后关于三边和四边 Bézier 曲面片的离散化中,该平行四边形条件恰好满足.这是十分

令人欣慰的.因为人们通常认为加于网格本身的收敛性条件或许比加于参数域上的收敛性条件更容易使用.本
文的研究表明,实际情况可能恰好相反. 

2.3   次边界控制点的构造 

因为要构造的曲面片为指定次数的 Bézier 曲面,所以给定的边界曲线也是相应次数的 Bézier 曲线.对于四

边 Bézier 曲面,要给定边界控制点为 

0 0, , , , 0,..., , 0,..., .j mj i inP P P P i m j n= =  

除此之外,还要给定 4 条边上的切向量.它们也是 n 次 Bézier 曲线形式.设与边 u=0 和 u=1 对应的 v-方向的

切向量 Bézier 曲线分别为 

0 0

0
( ) ( ),

n
n

j j
j

V v v B v
=

= ∑  1 1

0
( ) ( ),

n
n

j j
j

V v v B v
=

= ∑  

与边 v=0 和 v=1 对应 u-方向的切向量 Bézier 曲线分别为 

0 0

0
( ) ( ),

n
n

i i
i

U u u B u
=

= ∑  1 1

0
( ) ( ).

n
n

i i
i

U u u B u
=

= ∑  

为了与给定的 4 条边界曲线相容,它们的系数要满足: 
(0) (0)
0 10 00 0 01 00
(1) (0)
0 0 1,0 1 0

(0) (1)
1 0 0 0 0, 1

(1) (1)
1, , 1

( ), ( ),

( ), ( ),

( ), ( ),

( ), ( ).

m m m m m

n n n n n

n mn m n m mn m n

v m P P u n P P

v m P P u n P P

v m P P u n P P

v m P P u n P P

−

−

− −

= − = −

= − = −

= − = −

= − = −

 

即这 8 个系数由边界曲线确定.由 
(0)

0 1 0
0

( , ) ( ) ( ) ( ),
n

n
u j j j

j

x u v m P P B v V v
u =

=

∂
= − =

∂ ∑  

我们立刻可以确定次边界控点 P1j: 
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(0)
1 0

1 , 1,..., 1.j j jp v P j n
m

= + = −  

其他 3 组次边界控制点类似地确定,但是不难看出,与四角点相邻的 4 个次边界控制点分别被确定两次.为
了使这两次所定的次边界控制点是相同的,与四角点相邻的切向量曲线的控制点要满足如下的条件: 

(0) (0) (1) (0)
1 01 1 10 1 1 1 1,0

(0) (1) (1) (1)
1 0, 1 1 1 1 , 1 1 1,

1 1 1 1, ,

1 1 1 1, .

m m m

n n n n m n m m n

v P u P v P u P
m n m n

v P u P v P u P
m n m n

− −

− − − − − −

+ = + − + = +

+ = − + − + = − +
 

如果所给的切向量曲线的控制点不满足这些条件,说明它们不是适当给定的.此时,我们把角点附近的 4 个

次边界控制点分别取为两次确定的值的平均值.即 

(0) (0)
11 1 01 1 10

(1) (0)
1,1 1 1 1 1,0

(0) (1)
1, 1 1 0, 1 1 1

(1)
1, 1 1 , 1

1 1 1 ,
2

1 1 1 ,
2

1 1 1 ,
2

1 1 1
2

m m m m

n n n n

m n n m n

p v P u P
m n

p v P u P
m n

p v P u P
m n

p v P
m n

− − −

− − −

− − − −

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞= − + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

(1)
1 1, .m m nu P− −

⎡ ⎤⎛ ⎞+⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

2.4   初始内部控制点的构造 

构造初始内部控制点的初始值.为了用相应的几何 PDE 来构造初始内部控制点,我们还需要给出初始内部

控制点的初始值.对于四边 Bézier 曲面,该初始值可由已有的边界控制点以及次边界控制点在 u 和 v 方向分别

作 3 次插值,再平均得到.即 
(0) ( ) ( )1 ( ), 2,..., 2, 2,..., 2.

2
u v

ij ij ijp P P i m j n= + = − = −  

其中, 

( )
0 1 1,

( 1)( 1) ( ) 1 1 ,
1 1 2 2

u
ij j mj j m j

i i m m i i i m i m i ip P P P P
m m m m m m −

− − + − − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

( )
0 1 , 1

( 1)( 1) ( ) 1 1 ,
1 1 2 2

v
ij i in i i n

j j n n j j j n j n j jp P P P P
n n n n n n −

− − + − − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

或者只用边界控制点作线性插值再平均得到. 
对于三边 Bézier 曲面,初始内部控制点的初始值可由已有的边界控制点以及次边界控制点在 u,v 和 w 三个

方向分别作 3 次插值,再平均得到(具体细节略). 
演化初始内部控制点的初始值.为了用几何 PDE演化初始内部控制点,我们离散所用的几何 PDE,对于每一

个初始内部控制点构造一个线性方程.具体如下:设 Pij
(k)为在时刻 t=kτ时的方程的离散解,现在要获得在时刻

t=(k+1)τ时的方程的离散解 Pij
(k+1).现以在四边形网格上离散 Willmore流的离散化为例进行说明.首先,对于控制

点的二维排序法,我们把公式(13)重新写为 
 , , , , , ,

1,1 1,1
( ) [ [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]]S ij i j i j ij i j i j ij i j i j ijf P f P f P f P f P f P f Pμ ν μ ν μ μ ν ν

μ ν
γ α β+ + + + + + + +

=− =−

Δ ≈ − + − + −∑ ∑  (21) 

于是方程(7)的左端逼近如下: 

 
( 1) ( )k k

ij ijP PP
t τ

+ −∂
≈

∂
 (22) 

方程(7)的右端的第 1 项逼近为 
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( ) ( 1) ( 1)
, ,

1,1 1,1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
, , , ,

( )[ [ ( ) ( )]

             [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]]

k k k
S ij i j i j ij

k k k k
i j i j ij i j i j ij

Hn n P H P H P

H P H P H P H P

μ ν μ ν
μ ν

μ μ ν ν

γ

α β

+ +
+ + + +

=− =−

+ + + +
+ + + +

Δ ≈ − +

− + −

∑ ∑
 (23) 

其中 n(Pij
(k))H(Pqr

(k+1))进一步离散为 

 ( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)1( ) ( ) ( ) ( )
2

k k k k T k
ij qr ij qr S qrn P H P n P n P P+ +≈ Δ  (24) 

而ΔS Pij
(k+1)再用公式(21)逼近: 

 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
, , , , , ,

1,1 1,1
[ [ ] [ ] [ ]]k k k k k k k

S ij i j i j ij i j i j ij i j i j ijP P P P P P Pμ ν μ ν μ μ ν ν
μ ν

γ α β+ + + + + + +
+ + + + + + + +

=− =−

Δ ≈ − + − + −∑ ∑  (25) 

公式(24)中的法向量由曲面 S(k)(u,v)计算.这里 S(k)(u,v)为由控制点{Pij
(k)}所定义的曲面.此时,这些控制点是

已知的.方程(7)的右端的第 2 项逼近为 
 2 2 ( ) ( ) ( 1)2 ( ) [ ( ) ( )]k k k

ij ij S ijH H K n H P K P P +− ≈ − Δ  (26) 

而ΔSPqr
(k+1)再由式(25)的右端逼近.式(26)右端的平均曲率及高斯曲率分别由公式(13)和式(19)计算.将这些逼近

式代入到方程(7)中,我们得到一个关于未知量 Pij
(k+1)的线性系统.求解该系统便得到诸 Pij

(k+1).重复这一过程,我
们得到 Pij

(k+2),Pij
(k+3),…,Pij

(l),使得 
( 1) ( )max l l
ij ijij

p p τε− − < , 

ε是一指定的精度控制常数.因为初始内部控制点仅仅是为下一步准备初始值,没有必要非常精确.所以ε没有必

要取得很小.我们取ε=0.01. 
对于三边曲面片,情况是类似的,但是所使用的四边形网格上的 Laplace-Beltrami 算子的离散格式以及高斯

曲率的计算格式要换成三角形网格上的相应的离散格式.为了节省篇幅,我们略去细节. 

2.5   内部控制的构造 

我们先考虑四边曲面片的构造.首先我们把参数域Ω=[0,1]2 进行均匀剖分.记剖分点为 

( , ) , , 0,1,..., , 0,1,..., ,i j
i ju v i M j N

M N
⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

我们假定 

, .M m N n≥ ≥ 记 ( , ),ij i jx S u v=  

其中 x(u,v)是要确定的 Bézier 曲面片.对于参数域上的每一剖分点 

( , ),i ju v 2,3,..., 2i M= − , 2,3,..., 2j N= − , 

离散所用的几何 PDE,以构造一个以 x(u,v)的内部控制点为未知量的线性系统.现以方程(7)为例予以说明.设 

( ) ( )

0 0
( , ) ( ) ( )

m n
k k m n

ij i j
i j

S u v p B u B v
= =

= ∑∑  

为在时刻 t=kτ时几何 PDE 的解,我们要构造下一时刻 t=(k+1)τ的解 S(k+1)(u,v).记 xij
(k)=S(k)(ui,vj),那么在(ui,vj)处,

方程(7)的左端逼近如下: 

 
( 1) ( )k k
ij ijx xx

t τ

+ −∂
≈

∂
 (27) 

方程(7)的右端的第 1 项逼近为 

 

( ) ( 1) ( 1)
, ,

1,1 1,1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
, , , ,

( )[ [ ( ) ( )]]

             [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

k k k
S ij i j i j ij

k k k k
i j i j ij i j i j ij

Hn n x H x H x

H x H x H x H x

μ ν μ ν
μ ν

μ μ ν μ

γ

α β

+ +
+ + + +

=− =−

+ + + +
+ + + +

Δ ≈ − +

− + −

∑ ∑
 (28) 

其中的α,β和γ分别为式(13)中相应的系数乘以求和符号前的系数,n(xij
(k))H(xqr

(k+1))进一步逼近为

 ( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)1( ) ( ) ( ) ( )
2

k k k k T k
ij qr ij qr S qrn x H x n x n x x+ +≈ Δ  (29) 
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而ΔS xqr
(k+1)再用它的精确表达式计算(见文献[3]).需指出的是,此时需计算: 

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),k k k k k
u q r v q r uu q r uv q r vv q rS u v S u v S u v S u v S u v+ + + + +  

这些量以及式(27)中的 xij
(k+1) :=S(k+1)(ui,vj)均是 Pij

(k+1)的线性组合.ΔSxqr
(k+1)中的组合系数 gu

Δ,gv
Δ,guu

Δ,guv
Δ和 gvv

Δ

利用已知的 S(k)(ui,vj)计算(见文献[3]).方程(7)的右端的第 2 项逼近为 

 2 2 ( ) ( ) ( 1)2 ( ) [ ( ) ( )]k k k
ij ij S ijH H K n H x K x x +− ≈ − Δ  (30) 

而ΔSxij
(k+1)同样由它的精确表达式计算.上式右端的平均曲率及高斯曲率分别由它们的精确公式从曲面 S(k)计

算.将这些逼近式代入到方程(7),我们得到一个关于 Pij
(k+1)的线性系统.再把与边界控制点和次边界控制点有关

的项移到方程的右端,则得到一个关于未知量 Pij
(k+1)(i=2,…,m−2,j=2,…,n−2)的线性系统.如果 M>0 或 N>0,该系

统的方程的个数大于未知量的个数,故系统是超定的.此时我们求它的 小二乘解.即求解超定系统的法方程.
这样便得到诸 Pij

(k+1).重复这一过程,我们得到 Pij
(k+2),Pij

(k+3),…,Pij
(j),使得 

( 1) ( )max l l
ij ijij

p p τε− − < , 

其中,ε是一指定的精度控制常数,我们取ε=10−5.所导出的线性系统的系数矩阵是非稀疏的,我们用直接法求解. 
注意,在上述离散化中,某些量的计算使用了前一时间步的解,故该离散是半隐式的.再注意到,关于ΔS x 计

算没有使用离散格式,而是使用了ΔS x 的解析表示,这样的离散化方法我们称之为半离散.对于三边曲面片,情况

是完全平行的,只是所使用的四边形网格上的 Laplace-Beltrami 算子的离散格式以及高斯曲率的计算格式要换

成相应的三角形网格上的离散格式.为了节省篇幅,我们略去细节. 

3   收敛性的数值实验与图例 

因为所使用的几何 PDE 是高度非线性的,理论上证明我们的数值求解方法的收敛性是极端困难的.本节通

过数值计算说明,所提出的方法确实是收敛的.为达此目的,我们需选用精确满足几何 PDE 的模型作为逼近的对

象.我们计算当 n=4,6,…,离散解与精确解之间的 大误差,以考察它们的渐进性质. 
例 1:设 S 是一球面,则 

20, 0,S H H KΔ = − =  

所以球面是曲面扩散流和 Willmore 流的稳态解.本例中,我们分别用曲面扩散流和 Willmore 流演化的 6 个四边

Bézier 曲面来逼近球面.即计算 Bézier PDE 曲面对于球面的逼近误差,以说明所提出的方法是有效的.结果见表

1 的第 2 列及第 3 列. 
例 2:设 S 是一环面,它是一个圆心在(R,0,0),半径为 r 的,xy-平面上的圆周绕 z 轴旋转 360°而形成的曲面.当

R/r= 2 时,S 是 Willmore 流的稳态解.现在我们用 8 个四边 Willmore Bézier 曲面来逼近 S,以考察当 n 增大时, 
Willmore Bézier 曲面逼近性质.结果见表 1 的第 4 列. 

例 3:设 S 是一圆柱面,它的平均曲率是非零的常数,高斯曲率为 0.所以它是曲面扩散流的稳态解,但不是

Willmore 流的稳态解.现在我们用两个四边曲面扩散流演化的 Bézier 曲面来逼近 S,结果见表 1 的第 5 列. 
例 4:设 S 是一由方程: 

2 3 2 3 2 2( , ) [3 (1 ) ,3 (1 ) ,3( )]x u v u v u v u v u v= + − + − −  
定义的极小曲面.它的平均曲率是 0,但高斯曲率不为 0.所以它是曲面扩散流、拟曲面扩散流以及 Willmore 流

的稳态解.现在我们分别用曲面扩散流、Willmore 流和拟曲面扩散流演化的四边 Bézier 曲面来逼近 S,结果见表

1 的第 6~第 8 列.从表中的数据可以看出,当 n 增大时, 大逼近误差是下降的.这说明,我们所提出的数值方法是

有效的,数值解渐近于精确解. 
为了说明所构造的 PDE Bézier 曲面在边界处达到 G1 连续性,下面再给出几个图例. 
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表 1  渐近 大误差 
N 球面-SDF 球面-WF 环面-WF 柱面-SDF 极小-SDF 极小-WF 极小-QSDF
4 4.857e−02 4.849e−02 1.104e+00 1.561e+00 1.816e−01 1.881e−01 1.846e−01 
6 3.401e−02 3.397e−02 7.384e−01 1.044e+00 1.253e−01 1.329e−01 1.316e−01 
8 2.618e−02 2.616e−02 5.545e−01 7.841e−01 9.547e−02 1.025e−01 1.008e−01 

10 2.120e−02 2.120e−02 4.438e−01 6.277e−01 7.673e−02 8.286e−02 8.120e−02 
12 1.782e−02 1.781e−02 3.700e−01 5.232e−01 6.254e−02 6.934e−02 6.781e−02 
14 1.537e−02 1.536e−02 3.172e−01 4.486e−01 5.333e−02 5.953e−02 5.819e−02 

 

                        
         (a) 待拼接曲面              (b) 构造的初始 Bézier 拼接曲面           (c) 使用 QSDF 演化的结果 

图 3 

                          
         (a) 待拼接曲面                 (b) 构造的初始 Bézier 拼接曲             (c) 用 SDF 演化的结果 

图 4 
例 5:图 3(a)和图 4(a)是输入的两个待拼接的曲面.图 3(b)是使用 4 个 Bézier 曲面片填补的初始曲面,通过

插值确定的初始 Bézier 拼接曲面片内部比较平坦;图 4(b)是用 8 个 Bézier 片填补的初始曲面,效果较好.图 3(c)
是由 QSDF 演化控制点得到的 Bézier 曲面片,较好地恢复了苹果的形状;图 4(c)是用 SDF 演化的结果.从中可以

看出,所构造的 PDE Bézier 曲面在边界处是 G1 连续的. 
例 6:图 5(b)是用 4 个 Bézier 曲面片构造的初始曲面,图 5(c)是用 WF 演化后的结果.可以看出,演化后的

Bézier 曲面片更加光滑. 

             
           (a) 待拼接的曲面               (b) 初始 Bézier 拼接曲面             (c) 使用 WF 演化的结果 

图 5 

                

(a) 待拼接的极小曲面              (b) 初始 Bézier 拼接曲面                (c) 使用 WF 演化的结果 

图 6 
例 7:图 6(a)由例 4 中的方程确定的极小曲面的一部分.图 6(b)是用插值构造的初始 Bézier 填补曲面片,内部

比较平坦.图 6(c)用 WF 演化后的结果,可以看出演化后的 Bézier 曲面片较好地恢复了极小曲面的形状. 
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4   使用 Bézier 曲面的限制 

虽然 Bézier 曲面在 CAGD 领域非常流行,但是使用高次 Bézier 曲面存在一些限制.首先由多项式插值理论

我们知道有熟知的Runger现象:即在等距节点上,某些函数的多项式插值函数的误差可趋于无穷大.对于我们的

几何 PDE 方法 ,当取τ=0 时 ,离散化方程的求解相当于求解一个等距节点上的两元插值问题 .所以可以预

期,Runger 现象有可能发生.为了避免出现这种现象,我们取插值点的个数远大于多项式的次数,并在 小二乘

意义下求解所导出的超定方程.即求解超定方程的法方程,这与多项式平方逼近的离散化所导出的方程相同, 
而平方逼近没有 Runger 现象. 

表 2  条件数 
4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 

1.75e+00 1.21e+02 8.44e+02 5.89e+03 4.13e+04 2.91e+05 2.05e+06 1.45e+07 1.03e+08 7.83e+08
1.00e+00 1.59e+04 2.44e+07 1.82e+10 9.86e+12 4.53e+15 1.89e+18 7.52e+20 2.88e+23 1.08e+26

其次使用Bézier曲面插值的系数矩阵的条件数随着次数的增高而变大.表 2的第一行列出了一维插值问题

系数矩阵的条件数.表 2 的第 2 行列出了曲面插值问题系数矩阵的条件数.由此我们看出,条件数随着 n 以指数

的速度增长.在使用双精度算术运算环境下,实际计算表明,对于一维插值问题,当 n>16 时,插值函数的精度损失

殆尽.对于曲面插值问题,当 m=n>14 时,插值曲面也没有精度了.克服这一困难的简单方法是提高算术运算的精

度,比如使用四精度(long double)算术运算.但即使如此,对于一维插值问题,n 也不能超过 32,对于二维插值问题, 
m=n 不能超过 28.另外的解决办法是使用迭代法求解所得出的线性系统,但当 n 较大时,迭代法也收敛很慢.因此

我们建议,使用 Bézier 曲面,n 不要超过 10.这对形状简单的几何设计问题已经够用了.对于形状复杂的曲面片,
应将其分割为若干子片分别构造,或使用样条曲面.因而几何 PDE 样条曲面的构造方法是值得进一步研究的 
问题. 

5   结  论 

本文所提出的使用几何流确定 Bézier 曲面片的方法能够得到具有 G1 连续,同时满足某种几何 PDE 的

Bézier 曲面.数值实验表明所提出的方法是有效的,所构造的曲面是高质量的.应当指出的是,由于 Bézier 曲面的

固有性质,使用高次(10 次以上)Bézier 曲面有一定的困难(所导出的线性系统病态),如何克服这种局限性是我们 
需要进一步研究的问题. 
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