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Abstract:  The V-system is a new class of complete orthogonal functions system in L2[0,1], which is composed of 
piecewise kth-order polynomials. There are continuous functions as well as discontinuous functions in V-system. It 
can be used for signal processing and global expression of a geometric graph group. Moreover, the information of 
geometric modeling in CAGD can be reconstructed precisely by finite terms of V-system without Gibbs 
phenomenon, so global feature analysis of the complicated modeling can be implemented. This paper shows that 
3-dimension complicated geometric model can be reconstructed by the V-system over triangulated domain. The 
experiment results indicate that V-system is an effective tool used to reconstruct complicated geometric information 
with both continuous and discontinuous signals. This is the essential difference among V-system, the classical 
complete orthogonal system with continuous functions and Walsh and Haar system which include intense 
discontinuous functions. 
Key words:  orthogonal functions; V-system; multi-resolution; triangular domain; information reconstruction; 

geometric group 

摘  要: V-系统是一类由分片多项式构成的正交函数系,函数系中既有连续函数又有间断函数.它既能用于信号

处理,也能适应几何图组整体表达,在计算机辅助几何设计(CAGD)中可以精确重构几何造型信息,做到消除 Gibbs
现象,从而可以进行复杂造型的整体特征分析.利用三角域上 V-系统进行三维复杂几何模型的重构实验,实验结果

表明,V-系统对复杂的、连续间断并存的几何信息重构特别有效,这与经典的连续正交函数系及强间断的 Walsh 及

Haar 函数系有本质的不同. 
关键词: 正交函数系;V-系统;多分辨;三角域;信息重构;几何群组 
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人们致力于用数学工具表达几何对象,一个最重要的目的是从数学表达中尽可能多的获取几何对象各方

面的信息,使其服务于诸如对几何对象的特征提取、分类、识别,以及转换、存储、传输、加密、认证等等.当
前,几何对象表达的研究,已经从开创阶段的 Bezier 方法、样条函数方法等,提高与深入到诸如隐式曲面、共形

几何代数等方面[1−5],面对的数据处理数量达到几万甚至百万量级.值得注意的是,在机械、建筑、地图、服装、

医学、卡通等实际需求中,研究几何图组之间的关联、差别与转化十分重要,这就对几何图组(大规模的群体)
整体信息的分析与综合提出了需求.相对于群体而言,个体对象的信息特征尽管可以做到较详尽的掌握,但由于

没有诸多个体之间关联的信息表达方式,人们不可能对群体的全局特征有完整的认知. 
另一方面,正交函数的研究很多,它在图象、语音、图形信息处理中,形成了强有力的频谱分析与综合手段,

它有利于生成或提取信号的特征,从而在“分类”,乃至“识别”等许多问题里成为不可或缺的数学工具.在计算机

辅助几何设计中,广泛应用分片多项式对几何形状的控制数据作插值或拟合,即用样条曲线及 Bezier 曲线(曲
面)等方法表达几何对象的造型,其理论优美应用成功.注意到表达样条曲线及 Bezier 曲线(曲面)都是采用某类

基函数,特别是 B-样条基及 Bernstein 基,但它们都不是正交基[3,4].正交函数与正交变换在数字信号处理领域的

成功应用,令人想到十分必要将其威力扩大到几何信息特别是几何造型的领域.在 CAGD 中我们尚未见到直接

用正交函数表达几何造型的研究. 
计算几何学中,人们为什么不用正交基去做几何造型?对已有的分片多项式表达的几何造型,为什么不做正

交重构?回答是明确的:正交表示与正交重构不是没意义,恰恰相反,它十分有用,问题是,已有的连续正交函数作

几何造型,严重地受 Gibbs 现象[6−8]影响以至于不可使用.本文研究的 V-系统,恰是一类这样的一类正交函数系,
它既可以用在图像处理的问题中,也可以用于 CAGD 中几何造型的正交重构,最重要的是可以有效地消除

Gibbs 现象.k 次 V-系统是一类 2[0,1]L 上的非连续的完备正交函数系,构成该系统的函数是分片 k 次多项式,既有

连续函数又有间断函数.用函数系中有限个函数的线性组合就可以精确表示由分片多项式表达的几何对象,它
特别适用于连续和间断并存的信息处理,前述的“群组信息”,指的就是连续与间断并存的整体信息. 

1   Gibbs 现象 

熟知,用有限项 Fourier 级数表达间断信号时,在间断点处出现波动,并且不能因求和的项数增大而彻底消

失,这就是著名的 Gibbs 现象.H.Wilbraham 于 1848 年首先观察到这一现象,后来经 Josiah W.Gibbs(1839−1903)
作出深入细致的研究.在正交函数理论及其应用的研究中,Gibbs 现象的消减问题一直倍受重视[6−8]. 

可以从理论上分析得到一般性结论[6]:对[−π,π]上以某 0x 为间断点的分段光滑函数 ( )f x ,其 Fourier 级数 

的部分和在间断点 0x 处波动的大小约为 

0 00.09( ( ) ( ))f x f x+ − − . 

Gibbs 现象的研究之所以引起关注,在于它的出现造成数据偏差.在数字图象、语音处理,以及用 Fourier 方
法求解微分方程等问题中,人们都要设法消减它的影响.这里特别强调指出,在几何信息重构的问题中,Gibbs 现

象的影响尤为突出. 
我们考察下面简单例子. 
例 :有平面上的一个图组 ,它由互相分离的两个正方形的边界构成 .大正方形的 4 个顶点 0 (0,0),P =  

1 2 3(1,0), (1,1), (0,1)P P P= = = ,小正方形的顶点为 4 5
3 ,1 , (2,1),
2

P P⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

6 7
3 3 32, , ,
2 2 2

P P⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,闭折线 0 1 2 3 0P PP P P 与 

4 5 6 7 4P P P P P 构成一个图组(群体).图 1 给出了用正交的 Fourier 三角级数作为表达工具的信息重构结果,由于两个

正方形是分离的,因此图组出现了强间断.有限项 Fourier级数重构的结果严重地歪曲了原图的形象,尤其产生了

不该有的连线,并且这种现象不会因 Fourier 级数项数的增加而彻底消除.这在几何造型中是决不允许的,Gibbs
现象严重影响了信息重构. 
 



 

 

 

李坚 等:V-系统与几何群组信息的频域表达 43 

0 1/2 1 3/2 2

0

1/2

1

3/2

2

      0 1/2 1 3/2 2

0

1/2

1

3/2

2

      0 1/2 1 3/2 2

0

1/2

1

3/2

2

 
 (a) Original signal  (b) Use 32 Fourier coefficients          (c) Use 768 Fourier coefficients 
 to reconstruct the signal               to reconstruct the signal 
 (a) 原始信号 (b) 用 32 项 Fourier 级数的重构 (c) 用 768 项 Fourier 级数的重构 

Fig.1  Use finite Fourier series to approach simple geometric group 
图 1  有限项 Fourier 级数对简单几何图组的逼近 

在二维及三维几何造型中,几何对象往往包含许多“部件”和“零件”.作为几何图组,其子图互相分离(强间

断)以及非光滑连接(弱间断)的情况不可避免.几何造型的精度要求很高,如果说信号处理的某些实际问题对

Gibbs 现象的出现尚可接受的话,那么在几何信息表达中则是不可容忍的. 
上面的例子表明,用有限项 Fourier 级数(连续小波级数也一样)逼近几何造型是不成功的.事实上,只要是连

续的正交函数系,其有限个基函数的线性组合不可能表达间断函数.实际应用上,不可能采用无穷多的计算,那
么,如果要表达既有连续光滑、也有间断的信息,只有采用非连续的函数才有可能. 

2   关于非连续正交函数与 V-描述子 

众所周知,非连续正交函数的典型代表有上世纪初建立的 Walsh 函数、Haar 函数,大约半个世纪之后,它们

展现出重要的应用价值[9−11].Walsh 函数、Haar 函数可以看作是零次分段多项式正交系统;1983 年出现的 U 系

统是非连续的,它是一类含有间断函数的完备正交系[12],是Walsh函数的推广.但当时只是作为数学理论的成果,
没有展开相关应用的研究.在 U 系统的基础上,发展了一类表达更加简练且有多分辨特性的完备正交系,命名为

V-系统[13],发表于 2007年,它恰是Haar函数系的推广.最近,V-系统的研究从单变量情形发展到多变量,完成了三

角域上 V-系统的构造[14,15].V-系统出现后,立刻进行了几何图组重构、Gibbs 现象消除、信号消噪、图像消噪、

数字水印等方面的应用探索研究,结果表明 V-系统在信号消噪方面比通常的小波消噪效果更好.由于 V-系统在

几何信息表达方面有独特的精确重构性质、完全消除 Gibbs 现象、对几何群体能够作频域表达从而实现几何

群体的整体特征分析,于是为某些对象的分类与模式识别实际问题增添一种可行工具. 
我们认为,几何图组(群体)整体的频域表达,应该通过非连续的正交函数系统才可能实现.尤其三角域上的

V-系统, 作为一类非连续正交函数,它提供了对更加复杂的几何群体实现频域表达的信息重构方法. 
单变量 V-系统的构造见文献[13],相关应用可见文献[16−21].本节概述三角域上的 V-系统. 

2.1   三角域上k次V-系统概要 

设三角域 G 作如下剖分:连接各边中点,则 G 被剖分为 4 个子域,按图 2(a)标注的次序, 称为一级剖分,记为 

1,1 2,1 2,2 2,3, , ,G G G G 剖分的分割线记作 , 1,2,3i jl = ;接下来,将每个子域再剖分为 4 个更小的子域,记为 Gi,j,i=1,2,3,4, 

j=1,2,…,2i−1,下标 i,j 分别表示子三角域位于剖分后的第 i 行的第 j 个位置,如图 2(b)所示,称为二级剖分;如此继

续下去,得到 m 级剖分,每层更小子域的次序,按其所在位置来确定,记为 Gi,j,i=1,2,…,2m, j=1,2,…,2i−1,m=1,2,… 
熟知,从一个三角形区域变换到另一个三角形区域,其变换雅克比行列式非零,因此坐标变换时不改变正交

性.我们可以选择积分容易计算且面积为 1 的直角三角形区域 { (0 0), (1,0), (0,2) }G = 以 ， 为顶点围成的三角域 ,之
所以选面积为 1,是为了保证 ( , ) 1f x y = 在 G 上是规范的(模为 1).这里 G 上的内积定义为 

1 2(1 )
0 0, d d d dG

xf g fg x y x fg y−〈 〉 = =∫∫ ∫ ∫ . 
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Fig.2  Notation of the triangular domain 

图 2  三角剖分域的标注 
不失一般性,下面的讨论均在 G 上进行. 
G 上 k 次 V-系统是分组分类来构造的.本文针对空间三角面片组成的几何造型,因此这里给出 k=1 时 V-系

统构造过程: 
第 1 组:由 1( , ) 1f x y ＝ , 2 3( , ) , ( , ) ,f x y x f x y y= = 经规范正交化得到 

 1
1,1( , ) 1V x y = , 2

1,1( , ) 3 2 2V x y x= − , 3
1,1( , ) 6 6 6V x y x y= + −  (1) 

第 2 组:由于一级剖分下三角域上的分片二元 1 次多项式构成 12 维线性空间,故除(1)之外,还需要构造 9
个分片二元 1 次多项式作为基函数,称作二元 1 次生成元,要求这 9 个连同(1)中的 3 个共计 12 个函数构成规范

正交组,且在 G 的一级剖分线上既有连续的、又有间断的函数成员. 
按待定系数法容易确定一组 9 个二元 1 次函数生成元: 

1 1

2 11
1,2

2 2

2 3

3 5,       ( , )
3 1,       ( , )
3 1,       ( , )
3 1,       ( , )

y x y G
y x y G

V
y x y G
y x y G

− + ∈⎧
⎪− + ∈⎪= ⎨− + ∈⎪
⎪− + ∈⎩

，

，

，

，

,

1 1

2 12
1,2

2 2

2 3

6  3 5,        ( , )
6  3 1,        ( , )

6  3 5,         ( , )
6  3 5,         ( , )

x y x y G
x y x y G

V
x y x y G
x y x y G

+ − ∈⎧
⎪ + − ∈⎪= ⎨ + − ∈⎪
⎪ + − ∈⎩

，

，

，

，

,

1 1

2 13
1,2

2 2

2 3

6 1,       ( , )
6 1,       ( , )
6 1,       ( , )
6 5,       ( , )

x x y G
x x y G

V
x x y G
x x y G

− + ∈⎧
⎪ − + ∈⎪= ⎨− + ∈⎪
⎪− + ∈⎩

，

，

，

，

 

1 1

2 14
1,2

2 2

2 3

2(6 1),      ( , )

2(6 1),         ( , )

 2(6 2),        ( , )

2(6 4),       ( , )

x x y G

x x y G
V

x x y G

x x y G

⎧ − ∈
⎪

− − ∈⎪
= ⎨

− ∈⎪
⎪

− − ∈⎩

，

，

，

，

,

1 1

2 15
1,2

2 2

2 3

2(6 1),      ( , )

2(6 1),         ( , )

 2(6 2),        ( , )

2(6 4),       ( , )

x x y G

x x y G
V

x x y G

x x y G

⎧ − − ∈
⎪

− ∈⎪
= ⎨

− ∈⎪
⎪

− − ∈⎩

，

，

，

，

,

1 1

2 16
1,2

2 2

2 3

2( 3 4),        ( , )

2( 3 1),         ( , )

 2(3 2),         ( , )

 2(3 1),          ( , )

y x y G

y x y G
V

y x y G

y x y G

⎧ − + ∈
⎪

− + ∈⎪
= ⎨

− ∈⎪
⎪

− ∈⎩

，

，

，

，

 

1 1

7 2 1
1,2

2 2

2 3

3(4 4 6),      ( , )

3( 4 4 2),    ( , )
0,                              ( , )
0,                              ( , )

x y x y G

x y x y GV
x y G
x y G

⎧ + − ∈
⎪
⎪ − − + ∈= ⎨

∈⎪
⎪ ∈⎩

，

，

，

，

,

1 1

2 18
1,2

2 2

2 3

0,                            ( , )
0,                             ( , )

3(4 4 4),   ( , )

3(4 4 4),     ( , )

x y G
x y G

V
x y x y G

x y x y G

∈⎧
⎪ ∈⎪= ⎨− + − ∈⎪
⎪ + − ∈⎩

，

，

，

，

,

1 1

2 19
1,2

2 2

2 3

6(4 2),      ( , )

6(4 1),       ( , )

6( 4 2),     ( , )

6( 4 3),     ( , )

x y x y G

x y x y G
V

x y x y G

x y x y G

⎧ + − ∈
⎪

+ − ∈⎪
= ⎨

− − + ∈⎪
⎪

− − + ∈⎩

，

，

，

，

 

为了定义这 9 个函数生成元在间断线 jl 处的函数值,不妨认为 2 2G ， 包含了 lj,{j=1,2,3}. 

第 3 组:将 9 个函数生成元分别压缩 4 倍,复制到 G 的一级剖分后的子区域上: 

1,2 1 1,1
1,3

2 (2 ,  2( 1)),( , )

0,                            ,

i
i V x y x y G

V
⎧ ∈⎪= ⎨
⎪⎩

，－

其他
, 1,2 2 1,2

1,3
2 (2 ,  2 ),( , )

0,                    

i
i V x y x y G

V
⎧ ∈⎪= ⎨
⎪⎩

，

其他
, 

1,2 2 2,3
1,3

12 2 , 2( 1) ,( , )
2

0,                       

i
i V x y x y G

V
⎧ ⎛ ⎞⎛ ⎞− − − − ∈⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎝ ⎠⎨ ⎝ ⎠
⎪
⎩

，

其他

, 1,2 2 3,4
1,3

12 2 ,  2 ,( , )
2

0,                            

i
i V x y x y G

V
⎧ ⎛ ⎞⎛ ⎞− ∈⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎝ ⎠⎨ ⎝ ⎠
⎪
⎩

，

其他

, 

1,2,...,9.i =  

这样得到 9 4× 个函数,它们定义在 G 的二级剖分域上,分成 9 类,每类 4 个函数.示意图见图 3,着色的三角形
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具有渐变灰度,它表示该三角形上定义了一个二元线性函数.不同颜色对应不同的二元线性函数,白色部分表示

取值为 0. 

 
Fig.3  The 3rd group ith class base functions of linear V-system 

图 3  1 次 V-系统的第 3 组第 i 类示意图 

第 m 组:将 9 个函数生成元分别压缩 24m− 倍,复制到 2m − 级剖分的子域 ,i jG 上(i=1,2,…,2m−2,j=1,2,…,2i−1, 

m=3,4,…),而其余部分取值为 0,可得到 29 4m−× 个函数,分成 9 类,每类 24m− 个函数.第 m 组的第 i 类的第 j 个函数

可表达为 

1
2 2 2

1,2 ,2 1, 2 2
1,

1 2 22 2 ,  2 ,( , )
2 2

0,                                                                              

m
m i m m

i j m m
m

V x y x y G
V α β

β α−
− − −

−− −

⎧ ⎛ ⎞⎛ ⎞− −⎛ ⎞− ∈⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎝ ⎠⎨ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎪
⎩

－

其他

, 

1
2 2 2

1,2 ,2, 2 2
1,

2 2 22 2 ,  2 ,( , )
2 2

0,                                                                                  

m
m i m m

i j m m
m

V x y x y G
V α β

β α−
− − −

− −

⎧ ⎛ ⎞⎛ ⎞− +⎛ ⎞− − − ∈⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎝ ⎠⎨ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎪
⎩

－

其他

, 

3,4,...,m = 1,2,...,9.i = 21,2,...,2mα −= , 1,2,..., .β α=  

当生成元复制到 ,Gα γ 上时,对应函数排序为第 2( 1)α γ− + 个,即 ,
1,
i j
mV 中 2( 1)j α γ= − + . 

各组函数的集合组成了三角域 G 上的 1 次 V-系统. 

 

1 2 3
1,1 1,1 1,1

1 2 9
1,2 1,2 1,2

, 2
1,

1 , , ,

2 , ,..., ,

3,4,...; 1,2,...,9; 1,2,...,4 .i j m
m

V V V

V V V

m V m i j −= = =

第 组:

第 组:

第 组: ，

 

可以证明 V-系统的正交性与完备性(从略).下面的性质是本文的理论基础: 
再生性[9,10]:三角域上 V 系统是一个具有多分辨特性的规范正交函数系,且如果 ( , )f x y 是定义在三角域 G

上的分片二元一次多项式,其分段线恰是 G 的三角剖分线,则 ( , )f x y 可以用 V-系统级数的有限项精确重构. 

按照这条性质,我们可以对几何群体信息作 V-系统下的分解,实现群体信息的频域表达. 

2.2   V-描述子 

记几何群组为 ( , ) { ( , ), ( , ), ( , )}P u v x u v y u v z u v= , ( , )u v G∈ ,这里 ( , ), ( , ), ( , )x u v y u v z u v 均为二元 k 次分片多项

式.设三角域上 k 次 V-系统中的基函数顺次排序为 

0 1 2( , ), ( , ), ( , ),...v u v v u v v u v  

注意到二元 k 次多项式有
1 ( 1)( 2)
2

k k+ + 个自由度,故有 
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1 1 1( 1)( 2)(4 1) ( 1)( 2)(4 1) ( 1)( 2)(4 1)
2 2 2

0 0 0
( , ) { ( , ), ( , ), ( , )} ( , ),    ( , ),    ( , )

n n nk k k k k k
j j j

x j y j z j
j j j

P u v x u v y u v z u v v u v v u v v u vλ λ λ
+ + − + + − + + −

= = =

⎧ ⎫
⎪ ⎪= = ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑ ∑ , 

记 ( ) { , , }j j j
x y zjλ λ λ λ= ,则 

( ) ( , ) ( , )d djG
j P u v v u v u vλ == ∫∫ ,

10,1, 2, ..., ( 1)( 2)(4 1).
2

nj k k= + + −  

于是 
1 ( 1)( 2)(4 1)
2

0
( , ) ( ) ( , )

nk k

j
j

P u v j v u vλ
+ + −

=

= ∑ . 

进一步定义这个图组的“能量”为 

 

1/ 21 ( 1)( 2)(4 1)
2

2

0
|| ( ) ||

nk k

j
E jλ

+ + −

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  (2) 

令 

 || ( ) ||( )
|| (1) ||

jd j λ
λ

= ,
11, 2, ..., ( 1)( 2)(4 1)
2

nj k k= + + −  (3) 

称 ( )d j 为 ( , )P u v 的第 j 个归一化的 V-描述子. 
引理 1. 归一化的 V-描述子 ( )d j , 1,2,...,j = 具有平移、缩放不变性. 
证明:设平移位移为 0z ,放缩倍数为 a,则新的几何体形状为 0( ( , ) )a P u v z+ ,其 V-描述子为 

0 0 0( ) ( ( , ) ) ( , )d d ( , ) ( , )d d ( , )d d [ ( ) ( )].j j jG G G
j a P u v z v u v u v a P u v v u v u v z v u v u v a j z jλ λ δ′ = + = + = +∫∫ ∫∫ ∫∫  

这里 
0, 0

( ) ( , )d d .
1, 0jG

j
j v u v u v

j
δ

≠⎧
= = ⎨ =⎩

∫∫  

当 0j ≠ 时,有: ( ) ( )j a jλ λ′ = ,从而 

 || ( ) || || ( ) ||( ) ( )
max(|| ( ) ||) max(|| ( ) ||)

j jd j d j
j j

λ λ
λ λ

′
′ = = =

′
.  □

 
引理 2. (1) 当几何体绕坐标轴旋转后,归一化的 V-描述子 ( )d j , 1,2,...,j = 具有不变性. 
(2) 归一化的 V-描述子 ( )d j , 1,2,...,j = 绕任意轴旋转不变. 

证明:(1) 采用齐次坐标表示几何体形状.设几何体为 
( , ) { ( , ), ( , ), ( , ),1}P u v x u v y u v z u v= . 

不妨设几何体绕 z 轴旋转角度为θ ,则旋转后的几何体形状为 
( , ) { ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}

cos sin 0 0
sin cos 0 0

( ( , ), ( , ), ( , ),1)
0 0 1 0
0 0 0 1

{ ( , )cos ( , )sin , ( , )sin ( , )cos , ( , ),1}

P u v X u v Y u v Z u v H u v

x u v y u v z u v

x u v y u v x u v y u v z u v

θ θ
θ θ

θ θ θ θ

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − +

 

其描述子的 3 个分量为 

( ) ( ( , )cos ( , )sin ) ( , )d d cos ( ) sin ( )x j x yG
j x u v y u v v u v u v j jλ θ θ θλ θλ′ = − = −∫∫ , 

( ) ( ( , )sin ( , )cos ) ( , )d d sin ( ) cos ( )y j x yG
j x u v y u v v u v u v j jλ θ θ θλ θλ′ = + = +∫∫ , 

( ) ( , ) ( , )d d ( )z j zG
j z u v v u v u v jλ λ′ = =∫∫ . 
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于是 
2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

|| ( ) || ( ( )) ( ( )) ( ( ))

             (cos ( ) sin ( )) (sin ( ) cos ( )) ( ( ))

             ( ( )) ( ( )) ( ( ))

             || ( ) || .

x y z

x y x y z

x y z

j j j j

j j j j j

j j j

j

λ λ λ λ

θλ θλ θλ θλ λ

λ λ λ

λ

′ ′ ′ ′= + +

= − + + +

= + +

=

 

从而 
|| ( ) || || ( ) ||( ) ( )

max(|| ( ) ||) max(|| ( ) ||)
j jd j d j

j j
λ λ

λ λ
′

′ = = =
′

, 1,2,...j =  

(2) 当几何体绕任意轴 A 旋转角θ时,可看作几何体经平移及 3 次绕坐标轴的旋转的综合,其过程为:
 (i) 平移几何体连同轴 A,使 A 经过坐标原点; 

(ii) 将几何体连同轴 A 绕某个坐标轴旋转,使 A 落到某个坐标面,不妨设为 yoz 面; 
(iii) 将几何体连同轴 A 绕 x 轴旋转,使 A 与 z 轴重合; 
(iv) 将几何体绕这个 z 轴旋转角θ即完成了“几何体绕轴 A 旋转角θ”的过程. 
由引理 1 及引理 2 的(1)知,经过上述 4 个步骤,归一化的 V-描述子不会改变. □ 
综上所述,得到: 
定理. 归一化的 V-描述子 ( )d j , 1,2,...,j = 具有平移、放缩、旋转不变性. 
假若两个对象 A、B 的归一化 V-描述子分别为 ( ) ( )A Bd j d j和 ,由于对于给定的对象,可用 V-系统有限项(设 

为 N 项)级数精确表示,所以可以定义这两个对象间的“距离”为 

 Distance 2

2
( ( ) ( ))

N

A B
j

d j d j
=

= −∑  (4) 

通过 Distance 可以对不同的对象进行相似程度计算,并能用于识别具有平移、放缩、旋转不变性的对象的

形状.Distance 越大表示两个对象形状差异越大,Distance=0 则表示两个对象形状一样. 

3   实验检测 

我们的实验针对三角域上一次 V-系统进行. 
按照计算机对三维几何模型的处理算法,对三维几何数据的组织使用顶点索引数据结构.空间任意三角面

片映射到 G 的一个剖分子区域上,就可以得到符合再生性所要求的分片二元一次多项式.具体参数化的步骤为:
通过顶点索引得到任意三角面片 1 2 3p p p∆ 的 3 个顶点 ( , , ), 1,2,3i i i iP x y z i= = ,把这个三角面片映射到 G 的子区域 

,Gα β 上,设三角子区域 ,Gα β 的顶点为
~

( , ), 1,2,3i i iP u v i= = .作线性变换 

x x x

y y y

z z z

x a u b v c
y a u b v c
z a u b v c

= + +⎧
⎪ = + +⎨
⎪ = + +⎩

,令其满足:
i x i x i x

i y i y i y

i z i z i z

x a u b v c
y a u b v c
z a u b v c

= + +⎧
⎪ = + +⎨
⎪ = + +⎩

, 1,2,3i = . 

从这个方程可唯一确定出前面线性变换中的 9 个系数.该变换实现了三角面片 1 2 3p p p∆ 的参数化. 
如果三维几何模型中的三角面片的总数为 N,则选取最小正整数 n,使得 4n N≥ ,对三角域 G 进行 n 次剖分

(为编程简单,不妨将剩余的 4n−N 个子区域上的表达式设为零).在这一映射过程中,空间几何模型中的三角面片

是一一映射到三角域的剖分网格上的,不允许出现不同三角面片映射到同一三角子区域上的情况. 
设三角域上一次 V-系统顺序排序为 0 1 2( , ), ( , ), ( , ),...v u v v u v v u v ,二元一次多项式有 3 个自由度,因此三角面片

数为 N 的空间几何模型 P 必可由三角域上 V-系统的 3 4n× 个基函数精确重构,其中 n 是使得 4n N≥ 的最小正整

数.即有 
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3(4 1) 3(4 1) 3(4 1)

0 0 0
( , ),    ( , ),    ( , )

n n n

j j j
x j y j z j

j j j
P v u v v u v v u vλ λ λ

− − −

= = =

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑ ∑  (5) 

其中 

( ) ( , )d dj j j j
x x x x jG

a u b v c v u v u vλ = + +∫∫ , ( ) ( , )d dj j j j
y y y y jG

a u b v c v u v u vλ = + +∫∫ , 

( ) ( , )d dj j j j
z z z z jG

a u b v c v u v u vλ = + +∫∫ , 0,1, 2, ..., 3(4 1).nj = −  

这里 , , , , , , , ,j j j j j j j j j
x x x y y y z z za b c a b c a b c 通过线性变换得到.系数 , ,j j j

x y zλ λ λ 分别称为 x,y,z 三个方向的频谱.式(5)就是空 

间三角片群体几何模型 P 的频域表示. 
例 1:分层次的 Stanford bunny 模型. 
在这个实验中使用的模型为不同分辨率的 Stanford bunny 模型.如图所示模型的三角面片数从(a)~(f)分别

为 512 片、776 片、1436 片、2803 片、3946 片、10122 片,并且给出相应模型的频谱. 
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Fig.4  Spectrum of Stanford bunny in different resolutions 
图 4  不同分辨率下 Stanford bunny 模型的频谱 

例 2:三角面片群组模型. 
在此实验中,使用了空间的互相分离的散乱三角面片 6 组,其中每组包含 1 024 个三角面片.(a)是初始模

型.(b),(c),(d)分别是对(a)进行平移,旋转、缩放等操作得来的.(e)(f)是对(a)中的某些三角面片进行扰动得到.从视

觉上我们很难比较它们的差异.通过频谱计算及各个群组的归一化描述子,得到群组之间的“距离”.这样就可以

得到一个衡量它们之间差异的量化标准.在下面(a)~(f)中显示了各个模型及其频谱. 
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Fig.5  Scattered triangles experiment 
图 5  散乱三角片群组实验 

Table 1  Normalize descriptor an energy of the models   
表 1  模型的归一化描述子及其能量 

模型 模型的归一化描述子 模型能量 
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Table 2  The distance between models 
表 2  各个模型之间的距离 

模型 (a) (b) (c) (d) (e) (f) 
(a) 0 0 0 0 2.753 2 2.857 
(b) 0 0 0 0 2.753 2 2.857 
(c) 0 0 0 0 2.753 2 2.857 
(d) 0 0 0 0 2.753 2 2.857 
(e) 2.753 2 2.753 2 2.753 2 2.753 2 0 0.187 5 
(f) 2.857 2.857 2.857 2.857 0.1875 0 

从上述实验看出归一化描述子对模型的平移,缩放、旋转具有不变性.这一特性对于应用归一化描述子进

行模型的特征分析是非常重要的. 

4   结  论 

熟知,对于连续信息,Fourier级数及小波函数是非常方便的工具;对于间断信息,Walsh函数系及Haar函数系

可以大展威力;但对于既有连续又有间断的信息,无论是 Fourier、小波、Walsh 还是 Haar,都不尽人意.本文研究

的 V-系统,恰好能适应既有连续又有间断的信息,这是V-系统与传统的经典正交系最本质的区别.特别是三角域

上 V-系统的出现,使得众多的三维复杂几何模型(几何群组信息)可以正交分解在频域空间,进而可以做整体特

征提取,进行认证、识别、分类等.下一步就是在现有正交展开的频域表达基础上深入开展应用方面的研究. 
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