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Abstract:  A restricted constraint system called hybrid zone is formalized for the representation and manipulation 
of rectangular automata state-spaces. Hybrid zones are proved to be closed over reachability operations of 
rectangular hybrid systems. In addition, rectangular hybrid systems are used to simulate nonlinear hybrid systems, 
which enables us to use hybrid zones for reachability analysis of nonlinear hybrid systems. After the hybrid zone 
has been converted to the canonical form, reachability operations for hybrid systems can be implemented 
straightforwardly. Hence, the main computation is the operation for obtaining the canonical form of hybrid zones. 
Finding the canonical form can be automated by an algorithm for linear programming.  
Key words:  hybrid system; rectangular hybrid system; reachability analysis; verification; nonlinear hybrid system 

摘  要: 定义了一种称作混合区域的形式化结构表示矩形混合系统的状态集,它实际上是由一组特殊形式的

线性不等式联立表示的多面体空间.证明了混合区域对于矩形混合系统的可达性操作的封闭性.此外,用矩形混

合系统近似模拟非线性混合系统,相应地解决了非线性混合系统的可达性问题.使用混合区域,可以直接计算由

某个正则的混合区域开始的可达集,这样,混合系统的可达性问题主要是求解混合区域的正则型问题,而这问题

是一种线性规划问题,可以使用经典的线性规划算法加以解决. 
关键词: 混合系统;矩形混合系统;可达性分析;验证;非线性混合系统 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A 

混合系统(hybrid system)是连续和离散事件系统非平凡混合的系统[1−3],典型的实例是与连续变化的物理

环境相互作用的数字控制器.混合系统广泛存在于数控系统、商业、工业和军事领域,特别是对安全性要求极

高的系统,如飞机、导弹、核电站等.在这样的系统中一个很小的错误也会造成严重的、甚至灾难性的后果.因
此,混合系统的验证就显得极为重要,尤其对混合系统自动验证的研究更是目前国际上计算机专家和控制论专
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家的研究热点之一. 
目前计算机专家的研究焦点是混合系统的可达性问题.可达性问题是混合系统验证技术的基础,许多验证

问题都可以转化为可达性问题,例如,安全性是计算机专家非常关心的混合系统性质,我们可以通过判定不安全

状态是否可达来验证系统的安全性.对于混合系统来说,可达集的计算是相当复杂的,因为混合系统是无穷状态

空间系统,在这种情况下,符号化方法就成为一种有效的可达性分析方法. 
采用符号化方法计算可达集,关键问题就是选择什么样的数据结构表示状态集.我们知道,混合系统主要有

两种类型的转换操作,系统在某个控制状态上停留一段时间称为一个延迟(delay)转换,系统从一个控制状态到

另一个控制状态的转化称为跳跃(jump)转换.表示混合系统状态集的数据结构必须满足对延迟转换和跳跃转换

的封闭性.对于实时系统的符号化可达性分析,Dill 采用了一种称为时间区域[4,5](clock zone)的结构表示状态集.
时间区域是由不等式联立表示的多面体区域,这些不等式是单个时间变量或两个时间变量的差与某个整数常

量的比较.给定一个时间区域,很容易给出一套规则来计算经过实时系统的延迟转换和跳跃转换所有可达状态

组成的时间区域.文献[5]指出,实时系统的可达性分析关键是计算时间区域的正则型.对于线性混合系统,大多

数研究者都是采用普通的多面体[6−9](polyhedra)或类似于普通多面体的结构[10]来表示状态集.普通多面体是由

形如
1

n

i i
i

a x c
=
∑ ≺ 的线性不等式的联立表示的线性空间.使用普通多面体结构,必须采用量词消去这类方法来计算

可达集.然而,量词消去运算的计算复杂度是双指数级的,但这也是不得已的办法,因为线性混合系统的可达性

问题本身是不可判定的. 
矩形混合系统是线性混合系统的子集.目前还没有专门的数据结构表示矩形混合系统的可达状态集.本文

的目标之一就是定义一种类似于时间区域的形式化结构进行矩形混合系统的可达性分析.时间区域显然不能

表示矩形混合系统可达集,因为时间区域对于矩形混合系统的可达性操作(延迟转换操作和跳跃转换操作)是不

封闭的.也就是说,给定时间区域,经过矩形混合系统的某种转换所有可达的状态不一定能够用时间区域表示.
当然,对于线性混合系统的子集,我们可以用普通多面体表示矩形混合系统的状态集,用量词消去运算计算可达

集,但是这样就会有线性混合系统的双指数级的复杂度.通过大量研究,我们发现了一种类似于时间区域的形式

化结构可以作为矩形混合系统可达性分析的基本单位,我们称其为混合区域. 
混合区域是由不等式联立表示的线性多面体区域,这些不等式都是由两个变量或单个变量构成的线性表

达式和一个有理数的比较.表达式中变量的系数与变量微分取值域的端点有关.使用混合区域进行矩形混合系

统可达性分析,必须保证其对于矩形自动机可达性操作的封闭性.本文用了很大篇幅来证明混合区域对于矩形

自动机两种类型的转换操作是封闭的,即一个混合区域经过一个延迟转换,或一个跳跃转换后所有可达的状态

仍可用一个混合区域表示.我们可以像时间区域那样,给出一套规则,求解正则的混合区域经过转换操作后可达

的混合区域,这样,矩形混合系统的可达性问题主要的计算就是求解混合区域的正则型.虽然混合区域正则型的

求解不像时间区域那样简单,直接用 Floyd-Warshall 算法就可以,但是,研究中我们发现,求解混合区域中的每个

不等式的正则型实际上是一种线性规划问题,可以直接使用多项式复杂度的经典线性规划算法求解混合区域

的正则型. 
为了在计算机中存储混合区域,本文定义了一种矩阵数据结构称作不同上限矩阵,并且用它实现了矩形混

合系统的可达性运算.此外,混合区域还被用来进行非线性混合系统的可达性分析.本文用矩形混合系统近似模

拟非线性混合系统,然后使用混合区域判定矩形混合系统的可达性问题,进而近似地判定非线性混合系统的可

达性问题. 
本文第 1 节简单介绍混合自动机的相关定义.第 2 节定义混合区域,并证明混合区域可用于矩形混合系统

的符号化可达性分析.第 3 节定义不同上限矩阵用于计算机中混合区域的表示,并实现基于该矩阵的矩形混合

系统的可达性分析算法.第 4 节给出非线性混合系统可达性问题的一种解决办法.第 5 节与相关工作进行比较

并得出相应的结论. 
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1   混合自动机 

设 Y={y1,…,yn}是一组取值域为实数的变量集,R 是实数集,R+表示正实数集合.矩形 B⊆Rn 是由形如 yi~c 的

不等式联立表示的 n 维向量空间,其中~为<,≤,=,≥或>.对于矩形 B,我们用 Bi 表示 B 在第 i 维(yi)向量轴上的投影

矩形,并且用βn 表示所有 n 维矩形的集合.指派 v=(a1,…,an)是一个赋值函数,它为集合 Y 中的任意元素 yi 赋予一

个实数值 ai∈R.用 V 表示所有指派的集合.对于 v∈V,d∈R+,θ ⊆(1,…,n),λ∈Rn 和 B∈βn,用 v+λ⋅d 表示这样的指派

v′:对于任意的 yi,v′(yi)=v(yi)+λi⋅d;用 [ ]B vθ 表示这样的指派 v″:对于任意的 i∉θ,v″(yi)=v(yi),对于任意的

i∈θ,v″(yi)∈Bi.对于 Y 上的断言ϕ,用 v∈ϕ表示指派 v 可以使断言ϕ成立;用|ϕ|表示能使ϕ成立的所有指派的集合,
用|ϕi|表示|ϕ|在第 i 维(yi)向量轴上的投影区域[11].对于矩形 B⊆Rn,B 既可以被视为一个指派的集合(B⊆Rn),也可

以被视为 Y 上的一个断言(B 是形如 yi~c 的不等式的联立),也就是说,B 和|B|具有相同的意义. 
混合自动机[11]是一个九元组 ( , , , , , , , , )Q X init E inv act jump update reset ,其中: 

• Q 是一个有穷的控制状态集合. 
• X={x1,…,xn}是一个取值为实数的连续变量的集合. 
• init 是一个赋值函数,它为每个控制状态赋予一个 X 上的断言表示的初始条件. 
• E⊆Q×Q 是所有边的集合. 
• inv 是一个赋值函数,它为每个控制状态赋予一个 X 上的断言表示的连续变量取值限制条件. 
• act 是一个赋值函数,它为每个控制状态赋予一个 X 上的断言表示的连续变量微分取值限制条件. 
• jump 是一个赋值函数,它为每条边 e∈E 赋予一个能够触发 e 边的连续变量取值条件. 

• {1,..., }: 2 nupdate E → ,update(e)代表经过 e 边跳跃转换后需要重新赋值的变量集{ | ( )}ix i update e∈ . 

• reset 是一个赋值函数,它为每条边 e 赋予一个表示经过 e 转换后连续变量重新赋值的限制条件. 
状态 s 是一个二元组(q,v),其中 q∈Q,v∈V,我们用 S 表示所有状态的集合.矩形自动机[12−14]是混合自动机的

子集.对于矩形自动机 H 的任意控制状态 q∈Q 和边 e∈E,H 的 init(q),inv(q),act(q),jump(e)和 reset(e)都是矩形.
矩形自动机的一次执行是一个 S 上的包含如下两种类型的转换的无穷序列: 

• ( , ) ( , )dq v q v′⎯⎯→ ,其中 , ( )v v inv q′∈ ,d∈R+,并且∃λ∈act(q)使得 v v dλ′ = + ⋅ , 

• ( , ) ( , )q v q v′ ′⎯⎯→ ,其中 ( , )e q q E′= ∈ , ( ) ( )v inv q jump e∈ ∧ , ( ) ( )v inv q reset e′ ′∈ ∧ ,并且 
 [ ( ) ( )]v update e reset e v′ = . 

对于矩形自动机任意的边 ( , )e q q E′= ∈ ,如果 ( ) ( )i iact q act q′ ≠ ,必有 ( )i update e∈ ,则称该矩形自动机为初始

化的 (initialized)[14].本文处理的矩形自动机不仅要求初始化 ,而且要求对任意的控制状态 q,init(q)有
界, ( ) ( ,0]iact q ⊂ −∞ 或 ( ) [0, )iact q ⊂ ∞ ,并且 act(q)i 的端点为整数;对于任意的边 e,jump(e)和 reset(e)有界. 

2   矩形混合系统的可达性分析 

给定矩形自动机 H 的两个状态 s 和 s′,可达性问题检验是否存在 H 的某次执行,该执行开始于状态 s,终止

于状态 s′.由于矩形自动机是无穷状态空间系统,我们不能像离散系统那样,在状态空间中逐个状态地搜索,直至

找到某个状态或搜索完状态空间.必须定义一种结构来表示状态集,这种结构应该具备封闭性,即由某个状态集

经过可达性操作所有可达的状态还可以由这种结构表示;判空性,即可以判定某个状态集是否为空;包含性,即
可以判定两个状态集是否有包含关系.本文使用混合区域作为矩形混合系统符号化可达性分析的基本单位. 

我们利用图 1 中的算法[15]进行矩形混合系统的可达性分析.这种算法检验某个矩形自动机是否可以到达

某个满足公式φ 的状态.它以状态集为基本操作单位.该算法通过反复计算状态集上的 3 种可达性操作来判断

某个状态是否可达,或不再有新的可达状态产生.对于矩形自动机 H,设 D 和 D′为两个指派集合,q,q′∈Q 为控制

状态,e=(q,q′)∈E 为一条边,指派集上的 3 种可达性操作(指派集的交我们也看作是一种可达性操作,因为在跳跃

转换前必须计算可以触发跳跃转换的指派集)分别是:交操作 D∧D′:由所有同时包含在集合 D 和 D′中的指派组 

成;控制状态 q 上的时间流逝操作 { | ( ) R }qD u d u D act q dλ λ↑ += + ⋅ ∈ ∧ ∈ ∧ ∈ :由 D 中的指派在 q 上随时间流逝
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所有可达的指派组成;变量重赋值操作 ( ) {[ ( ) ( )] | }eReset D update e reset e u u D= ∈ :由 D 中的指派经过边 e 跳跃

转换而得到的指派组成.在图 1 中, .( , ) ( , )trans
s sq D q D⎯⎯⎯→ 当且仅当 ( ( )) q

s sq q D D inv q ↑= ∧ = ∧ 或者 s eD Reset=  
( ( )) ( , )sD jump e e q q∧ ∧ = . 

0 0

.

Passed:={}
Wait:={( , )}
While Wait {}
     get ( , ) from Wait
     if  ( , ) satisfies  then return 'YES'
     else if  for all ( , ) Passed
     add ( , ) to Passed

     Next:={( , )|( , ) trans
s s

q D

q D
q D

D D q D
q D

q D q D

φ

≠

′ ′⊄ ∈

( , ) }
     for all ( , ) Next do
          put ( , ) to Wait
Return 'NO'

s s s

s s

s s

q D D
q D
q D

′ ′

′ ′

⎯⎯⎯→ ∧ ≠ ∅
∈

 

Fig.1  An algorithm for symbolic reachability analysis 
图 1  符号化可达性分析算法 

2.1   混合区域 

对于整数 a 和 b,定义函数 ( , )g a b 为:当 0a b⋅ ≠ 时, ( , ) ( , )g a b gcd a b= ;否则, ( , ) 1g a b = ,其中 gcd(a,b)为 a 和 b

的 大公约数. 
定义 1. 给定矩形自动机的一个状态 q,令 lk 和 rk 分别表示 act(q)k 的左右端点,q-区域是由如下形式的不等

式联立表示的一块 n 维多面体区域: 

0 0
0 0

i i i i ij i ij j ij
i n i j n

x c x c a x b x c
< ≤ < ≠ ≤

∧ − ∧ −∧ ∧≺ ≺ ≺ , 

其中, ≺为<或≤;cij 为有理数;对任意的 0 i j n< ≠ ≤ ,aij 和 bij 满足: 

/ ( , ) / ( , ), if 0 0
/ ( , ) / ( , ), if 0 0
/ ( , ) / ( , ), if 0 0
/ ( , ) / ( , ), if 0 0

ij j j i ij i j i i j

ij j j i ij i j i i j

ij j j i ij i j i i j

ij j j i ij i j i i j

a l g l r b r g l r l l
a l g l l b l g l l l r
a r g r r b r g r r r l
a r g r l b l g r l r r

= = ≥ ∧ ≥⎧
⎪ = = ≥ ∧ ≤⎪
⎨ = = ≤ ∧ ≥⎪
⎪ = = ≤ ∧ ≤⎩

. 

混合区域是由某个 q-区域表示的 n 维多面体空间.为了给出混合区域的统一形式,我们引入一个特殊的恒

为 0 的变量 x0,这样,混合区域的一般形式为 
 0

0
0 ij i ij j ij

i j n
x a x b x c

≤ ≠ ≤
= ∧ −∧ ≺  (1) 

其中对任意的 1≤i≤n, 0 0 0 0 1i i i ia b a b= = = = . 
给定一个不等式联立表示的混合区域 D,称 D 中的每个不等式 ax by c− ≺ 的右半部分 ( , )c≺ 为线性表达式

ax by− 的边界.对于两个边界 ( , )c≺ 和 ( , )c′ ′≺ ,称 ( , )c≺ 比 ( , )c′ ′≺ 更紧凑,表示为 ( , ) ( , )c c′ ′≺ ≺ ,当且仅当 c c′< ,或
者 ' ' ' 'c c′ ′= ∧ = < ∧ = ≤≺ ≺ .对于 ≺和 ′≺ ,定义 min( , ) ' '′ = ≤≺ ≺ ,当 ' ' ' '′= ≤ ∧ = ≤≺ ≺ ;否则, min( , ) ' '′ = <≺ ≺ .假设 ( , )c′ ′≺
是线性表达式 ax by− 的可以由 D 中除去 ax by c− ≺ 之外的不等式联立推出的 紧凑的边界.称 ax by c′′ ′′− ≺ 为

正则的,其中边界 ( , )c′′ ′′≺ 为 ( , )c≺ 和 ( , )c′ ′≺ 中比较紧凑的一个.如果 D 中的每个联立不等式都是正则的,则称混

合区域 D 是正则的. 
混合区域要想作为矩形混合系统符号化可达性分析的基本操作单位,必须满足判空性、包含性和对于图 1

算法中所用到的 3 种可达性操作的封闭性.对于两个正则的混合区域,包含性是很容易判定的,如下的引理和定

理将保证混合区域的封闭性和判空性. 
我们知道,线性混合系统可达性分析的一个基本运算就是量词消去,无论是连续的延迟转换,还是离散的跳
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跃转换,可达的状态集都可以由原来的状态集经过量词消去运算而得到.量词消去也是我们进行矩形混合系统

可达性分析的基本运算.线性不等式组表示的状态集经过量词消去必然会产生新的不等式约束条件,因此,混合

区域要想保持 3 种可达性操作上的封闭性,就必须具备一种特殊的性质,即经过量词消去运算产生的新的不等

式必须是冗余的,也就是说,它可以由原来的不等式联立推导出来.下面我们将给出混合区域的这种特殊性质. 
对于矩形自动机 H 的一个控制状态 q∈Q,令 li 和 ri 分别表示 act(q)i 的左、右端点,给定 q-区域 D,设 D 的正

则型由公式(1)表示,我们称 D 具有 q-性质,当且仅当对于任意的 0 i k j n< ≠ ≠ ≤ ,如下条件成立: 
1. 若 li≥0,lj≥0,lk≥0,则 0( , ) ( ) ( , ) ( , )j i k ij k i k i j k i j ik j k i kjg l r l c r r l r c g l r l c g l r rc≤+ − + . 

2. 若 li≥0,lj≥0,rk≤0,则 0( , ) ( ) ( , ) ( , )j i k ij k i k i j i k j ki k j i jkg l r r c r r l r c g r r l c g l l rc− + − ≤ + . 

3. 若 li≥0,rj≤0,lk≥0,则 0( , ) ( ) ( , ) ( , )j i k ij k i k i j j k i kj i k j kig l l r c r l l l c g l l l c g l r l c+ − ≤ − . 

4. 若 li≥0,rj≤0,rk≤0,则 0( , ) ( ) ( , ) ( , )j i k ij k i k i j k j i jk k i j ikg l l l c r l l l c g r l l c g l l l c− + − ≤ − . 

5. 若 ri≤0,lj≥0,lk≥0,则 0( , ) ( ) ( , ) ( , )j i k ij k i k i j k i j ik k j i jkg r r r c l r r r c g r r r c g l r rc+ − ≤ − . 

6. 若 ri≤0,lj≥0,rk≥0,则 0( , ) ( ) ( , ) ( , )j i k ij k i k i j i k j ki j k i kjg r r l c l r r r c g r l r c g r r rc− + − ≤ − . 

7. 若 ri≤0,rj≤0,lk≥0,则 0( , ) ( ) ( , ) ( , )j i k ij k i k i j i k j ki k j i jkg r l l c l l r l c g l l r c g r r l c+ − ≤ − − . 

8. 若 ri≤0,rj≤0,rk≤0,则 0( , ) ( ) ( , ) ( , )j i k ij k i k i j k i j ik j k i kjg r l r c l l r l c g r l r c g r l l c− + − ≤ − − . 

很容易证明,如果 q-区域 D 具有 q-性质,则对于 D 中任意的两个不等式 1( , )i jf x x c≺ 和 2 ( , )i kf x x c′ ′≺ ,经过量

词消去运算产生的不等式 1 2[ ( , ) ( , ) ]i i j i kx f x x c f x x c′ ′∃ ∧≺ ≺ 是冗余的.q-区域 D 具有 q-性质,保证了 D 经过量词消 

去运算后不会有新的不等式约束条件产生.这种性质将保证一个混合区域经过跳跃转换后得到的状态集仍是

一个混合区域.下面的引理成立. 
引理 1. 给定矩形自动机 H 的一个控制状态 q∈Q,如果 D 是一个具有 q-性质的 q-区域, rx X∈ 是一个连续

变量,则 [ ]rx D∃ 是一个变量集 \ { }rX x 上具有 q-性质的 q-区域. 

证明 :假设 D 的正则型由公式 (1)表示 ,不失一般性 ,设 r=n>0,很容易证明 [ ]nx D∃ 是由 0
0

0
i j n

x
≤ ≠ <

= ∧ ∧  

ij i ij j ija x b x c− ≺ 表示的 q-区域.由于 D具有 q-性质,所以, [ ]nx D∃ 也具有 q-性质.                           □ 

引理 2. 给定一个由 0
0

0 ij i ij j ij ij
i j n

x a x b x c
≤ ≠ ≤

= ∧ −∧ ≺ 表示的正则的混合区域 D,对每对 0 ,i j n≤ ≤ ,设 ( , )ij ijd′≺ 是

表达式 ( )ij i ij ja x b x− − 的可由 D 中所有不等式联立推出的 紧凑的边界,则 D 为空,当且仅当存在某对 i,j,使得

(min( , ),( )) ( ,0)ij ij ij ijc d′ + ≤≺ ≺ . 

证明 : 如果存在某对 i,j, 使得 (min( , ),( )) ( ,0)ij ij ij ijc d′ + ≤≺ ≺ , 则 ( )ij i ij j ij ij ij i ij j ijD a x b x c a x b x ′⇒ − ∧ − −≺ ≺  

0 0ijd ⇒ < ,所以 D 为空;反之,若 D 为空,则存在某对 i,j,使得 ( ) falseij i ij j ij ij ij i ij j ij ija x b x c a x b x d′− ∧ − − ⇒≺ ≺ ,进而

(min( , ),( )) ( ,0)ij ij ij ijc d′ + ≤≺ ≺ .                                                                  □ 

引理 3. 给定矩形自动机 H,对于任意的控制状态 q∈Q,一个有界矩形是一个具有 q-性质的 q-区域. 
证明:不失一般性,我们仅证明有界矩形 D 为 0 0 0 0

0
i i i i i i

i n
x c x c

< ≤
∧ −∧ ≺ ≺ 的情形,其中 0 0ic > , 0 0ic < .D 可以由

q-区域 0
0

0 ij i ij j ij ij
i j n

x a x b x c
≤ ≠ ≤

= ∧ −∧ ≺ 表示,其中 aij 和 bij 满足定义 1,并且对每对 0i j⋅ ≠ ,有 0min( ,ij i=≺ ≺ 0 )j≺ 和

0 0ij ij i ij jc a c b c= + 成立.令 li 和 ri 分别表示 act(q)i 的左、右端点,下面来证明 D 具有 q-性质,以任意的 li>0 为例.由

于 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( , ) ( ) ( , ) ( , )j i k ij k i k i j j i k ij i j i k ij j k i j k i j j k i k i j k i j k i j j k ig l r l c r r l r c g l r l a c g l r l b c r rc l rc l l c l rc r rc l rc l l c+ − = + + − = + + − = +  

0k i jr rc 和 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )k i j ik j k i kj k i j ik i k i j ik k j k i kj k j k i kj jg l r l c g l r rc g l r l a c g l r l b c g l r ra c g l r rb c+ = + + + 0 0j k i j i kl l c l rc= + +  

0 0i j k i k jr l c r r c+ ,并且 D 不为空使得 0 0 0k kc c+ ≥ ,因此, 0 0 0( , ) ( )j i k ij k i k i j j k i k i jg l r l c r r l r c l l c r rc+ − = +  0 0j k i j i kl l c l rc≤ + +  

0 0 ( , ) ( , )i j k i k j k i j ik j k i kjr l c r r c g l r l c g l r rc+ = + .                                                          □ 

定理 1. 给定矩形自动机 H 的一个控制状态 q∈Q,如果 D 是一个具有 q-性质的 q-区域,则 qD↑
也是一个具 

有 q-性质的 q-区域. 
证明:令 li 和 ri 分别表示 act(q)i 的左右端点,设 D 的正则型由公式(1)表示.在如下的证明中,我们省略等式
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0 0x = ,则( 0 0γ = ): 

1 1 0 0( ) ... ( ) 0[(( ,..., ) ( ,..., ) ) ]q
n n n nD act q act q t x x t Dγ γ γ γ↑ = ∃ ∈ ∃ ∈ ∃ ≥ − ∈ =  

1
0 0

0 0
0 0

0 0 0 0
0 0

... [ 0 ( ) ( ) ]

[ 0 ( ) ]

( )

n i i i i ij i ij j ij ij i ij j
i n i j n

i i i i i i ij i ij j ij
i n i j n

i i i i ij i ij j ij
i n i j n

t t r l a x b x c a b t

t t x c l t x c r t a x b x c

x x c x x c a x b x c

γ γ γ γ γ γ
< ≤ ≤ ≠ ≤

< ≤ < ≠ ≤

< ≤ < ≠ ≤

∃ ∃ ∃ − ≤ ∧ ∧ − − ∧ − + − ⇔

∃ − ≤ ∧ − − ⋅ ∧ + ⋅ ∧ − ⇔

′ ′ ′ ′− ∧ − ∧ −

∧ ∧

∧ ∧

∧ ∧

≺ ≺ ≺

≺ ≺ ≺

≺ ≺ ≺ .

 

其中,当 0il ≥ 时, 0 0( , ) ( , )i ic c′ ′ =≺ ≺ , 0( , ) ( , )ic′ ′ = < ∞≺ ;当 0ir ≤ 时, 0 0( , ) ( , )i ic c′ ′ =≺ ≺ , 0( , ) ( , )ic′ ′ = < ∞≺ .由于 D 是具有 q-

性质的 q-区域,由上面的推导可得, qD↑
也是具有 q-性质的 q-区域. □ 

定理 2. 给定矩形自动机 H 的一个控制状态 q∈Q,如果 D′⊆Rn 为一个有界矩形,D 为一个具有 q-性质的 q-
区域,则 D∧D′也是一个具有 q-性质的 q-区域. 

证明:由引理 3,D∧D′为 q-区域.下面我们证明其 q-性质.令 li 和 ri 分别表示 ( )iact q 的左、右端点.我们仅证任

意 li>0 的情形,其他情形证明类似.假设 D 的正则型为 

0 0 0 0 0
0 0

0 ( )i i i i
i n i j n

x x x c x x c
< ≤ < ≠ ≤

= ∧ − ∧ − ∧∧ ∧≺ ≺ ( ) / ( , )j i i j j i ijl x r x gcd l r c− ≺ , 

令 0 0 ( , )j i i j j i ijl d rc gcd l r c+ = ,则上式可表示为 

0 0 0 0 0
0

0 ( )i i i i
i n

x x x c x x c
< ≤

= ∧ − ∧ − ∧∧ ≺ ≺ 0 0
0

( )j i i j j i i j
i j n

l x r x l d rc
< ≠ ≤

− +∧ ≺ . 

由于 D 具有 q-性质,则 0 0i ic d− ≤ .假设 D∧D′的正则型为 

0
0

0
i n

x
< ≤

= ∧ ∧ 0 0 0 0
0

( ) ( ) / ( , )i i i i j i i j j i ij
i j n

x x c x x c l x r x gcd l r c
< ≠ ≤

′ ′ ′− ∧ − ∧ −∧≺ ≺ ≺ , 

则对任意的 0 i j n< ≠ ≤ ,有 0 0i ic c′ ≤ , 0 0i ic c′ ≤ 和 0 0min( ,( ) / ( , ))ij ij j i i j j ic c l c rc gcd l r′ ′ ′= + 成立.进而, 

 0 0( , )j i ij j i i jg l r c l c rc′ ′ ′≤ + , 0 0( , )k i ik k i i kg l r c l c rc′ ′ ′≤ + , 0j il c′ ≤ ( , )j ig l r 0ij i jc rc′ ′+ , 0 0( , )k i k i ik i kl c g l r c rc′ ′ ′≤ + .  

为了证明 D∧D′具有 q-性质,我们只需证明对任意的 0 i k j n< ≠ ≠ ≤ ,下式 

0( , ) ( )j i k ij k i k i jg l r l c r r l r c′ ′+ − ( , ) ( , )k i j ik j k i kjg l r l c g l r rc′ ′≤ +  

成立.由于 D 具有 q-性质,所以 0( , ) ( ) ( , ) ( , )j i k ij k i k i j k i j ik j k i kjg l r l c r r l r c g l r l c g l r rc+ − ≤ + , 

• 如果 ij ijc c′ = , kj kjc c′ = , ik ikc c′ = ,由于 0 0j jc c′ ≤ ,因此, 0( , ) ( ) ( , )j i k ij k i k i j k i j ikg l r l c r r l r c g l r l c′ ′ ′+ − ≤ + ( , )j k i kjg l r rc′ ; 

• 如果 ij ijc c′ = , ik ikc c′ = , 0 0( ) / ( , )kj j k k j j kc l c r c gcd l r′ ′ ′= + ,由于 0 0( , )i i ij j i i jg l r c l c rc′ ′ ′≤ + , 0k il c′ ≤ 0( , )k i ik i kg l r c rc′ ′+ ,即

0 0 0 0j i i j j i i jl d rc l c rc′ ′+ ≤ + , 0 0 0 0k i k i i k i kl c l d rc rc′ ′≤ + + , 因 此 , 0 0 0 0( ) ( )i j j j i ir c c l c d′ ′− ≤ − , 0 0 0 0( ) ( )k i i i k kl c d r c c′ ′− ≤ + , 进

而 , 0 0 0 0( ) ( )k j j j k kl c c l c c′ ′− ≤ + , 所 以 0 0 0 0 0 0 0( , ) ( ) ( )j i k ij k i k i j k j i k i j k i j j k j i k i jg l r l c r r l r c l l d r rc l r c c l l d r rc′ ′ ′ ′ ′+ − = + + − ≤ + +  

0 0( ) ( , ) ( , )i j k k j k i kj k i j ikr l c c g l r rc g l r l c′ ′ ′+ = + ; 

• 如果 ij ijc c′ = , kj kjc c′ = , 0 0( ) / ( , )ik k i i k k ic l c rc gcd l r′ ′ ′= + ,证明与上面类似; 

• 如果 ij ijc c′ = , 0 0( ) / ( , )kj j k k j j kc l c r c gcd l r′ ′ ′= + , 0 0( ) / ( , )ik k i i k k ic l c rc gcd l r′ ′ ′= + ,由于 D D′∧ 非空 ,因此 ,对任意的

0 j n< ≤ , 0 0 0j jc c′ ′+ ≥ , 进 而 0 0 0 0 0 0 0 0( , ) ( )j i k ij k i k i j k j i k i j k i j k i j k j i k i j k j ig l r l c r r l r c l l c l rc r rc l rc l l c r rc l l c′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ − ≤ + + − = + ≤ +  

0 0 0( ) ( , ) ( , )k i j j i k k j k i kj k i j ikr rc l r c c g l r rc g l r l c′ ′ ′ ′ ′+ + = + ; 

• 如果 0 0( ) / ( , )ij j i i j j ic l c rc gcd l r′ ′ ′= + , 0 0( ) / ( , )kj j k k j j kc l c r c gcd l r′ ′ ′= + , 0 0( ) / ( , )ik k i i k k ic l c rc gcd l r′ ′ ′= + ,则 ( , )j i k ijg l r l c′ +  

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( , ) ( , )k i k i j k j i k i j k i j k i j k j i k i j k j i k i j j i k k j k i kj k i jr r l r c l l c l rc r rc l rc l l c r rc l l c r rc l r c c g l r rc g l r l′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− = + + − = + ≤ + + + = +

.ikc′   □ 
引理 4. 给定矩形自动机 H 的一个控制状态 q∈Q,设变量集 \{ }nX x 上具有 q-性质的 q-区域 D 的正则型为

0
0

0 ij i ij j ij
i j n

x a x b x c
≤ ≠ <

= ∧ −∧ ≺ ,q′为 H 的一种控制状态,满足对任意的 0 i n< < , ( ') ( )i iact q act q= ,则 D′: 

0 0 0 0 0
0

0 n n n n ij i ij j ij
i j n

x x x c x x c a x b x c
≤ ≠ <

= ∧ − ∧ − ∧ −∧≺ ≺ ≺  

为一具有 q′-性质的 q′-区域,其中, 0nc 和 0nc 为两个满足 0 0 0n nc c+ ≥ 的有理数. 
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证明:与引理 3 类似,很容易证明 D′是一个 q′-区域,下面我们重点证明其 q′-性质.令 il 和 ir 分别表示 ( )iact q
的左、右端点.我们仅证明任意 0il > 的情形,其他情形证明类似.假设 D′的正则型为 

0 0x = ∧ 0 0 0 0
0 0

( ) ( ) / ( , )i i i i j i i j j i ij
i n i j n

x x c x x c l x r x gcd l r c
< ≤ < ≠ ≤

− ∧ − ∧ −∧ ∧≺ ≺ ≺ , 

其中对任意 0<i<n,有 0 0( ) /in n i i nc l c rc= + ( , )n igcd l r 和 0 0( ) / ( , )ni i n n i i nc l c r c gcd l r= + 成立 ,因此 ,对任意 0<k≠j≤n, 

0 0( , )k j j k kj j kr c g l r c l c≤ + .由于 D 具有 q -性质,则对任意 0 i k j n< ≠ ≠ < , 

 0( , ) ( ) ( , ) ( , )j i k ij k i k i j k i j ik j k i kjg l r l c r r l r c g l r l c g l r rc+ − ≤ +  (2) 

因此,为了证明 D′具有 q′-性质,我们仅需证明用 n 替代不等式(2)中的 k,i 或 j 后,该不等式仍然成立.我们仅 
证明 0( , ) ( ) ( , ) ( , )j i n ij n i n i j n i j in j n i njg l r l c r r l r c g l r l c g l r rc+ − ≤ + 成立,其他形式的不等式的证明类似.由于 D′非空,因此,

对 于 任 意 0 j n< ≤ , 有 0 0 0j jc c+ ≥ 成 立 , 进 而 , 0 0 0 0( , ) ( ) ( ) ( )j i n ij n i n i j n j i i j n i n i jg l r l c r r l r c l l c rc r r l r c+ − ≤ + + − =  

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( , ) ( , )n j i n i j n j i n i j j i n n j n i i n i j n n j n i j in j n i njl l c r rc l l c r rc l r c c l l c rc r l c r c g l r l c g l r rc+ ≤ + + + = + + + ≤ + . □ 

定理 3. 给定矩形自动机 H 的控制状态 ,p q Q∈ ,设 D 为一个具有 p-性质的 p-区域, ( , )e p q= 为一条边,则
[ ]Reset De 为一具有 q-性质的 q-区域. 

证明:设 1( ) { ,..., }mupdate e j j= , 1{0,..., } \ ( ) { ,..., }hn update e i i= ,D 的正则型由公式(1)表示.由引理 1, 

1 1
[ ] ( ) ... ( ) [ ]

m me j j j jReset D x reset e x reset e D= ∃ ∈ ∃ ∈  

等价于 

0
1 1

0 ( )
k l k k l l k l k ki i i i i i i i j j

k l h k m
x a x b x c x reset e

≤ ≠ ≤ ≤ ≤
= ∧ − ∧ ∈∧ ∧≺ . 

由初始化矩形自动机的定义可知,对 {1,..., } \ ( )k n update e∀ ∈ ,有 ( ) ( )k kact p act q= 成立.由引理 4,该定理成立.  □ 

3   不同上限矩阵 

为了在计算机中存储混合区域,我们定义一种称为不同上限矩阵的矩阵数据结构.存储混合区域 D 的不同 
上限矩阵Γ的每个元素 (0 )ij i j nΓ ≤ ≠ ≤ 为 ( , , , )ij ij ij ija b d ≺ ,表示 D 中的不等式 ij i ij j ij ija x b x d− ≺ ; (0 )ii i nΓ ≤ ≤ 为

(1,1, , )d ≺ .其中,索引 0 的作用与混合区域中的 x0 是一样的.假设混合区域 D 由公式(1)表示,可以很容易地构造 
不同上限矩阵Γ来表示 D: 

• 对于任意的 0 i j n≤ ≠ ≤ , ( , , , )ij ij ij ija b cΓ = ≺ , 

• 对于任意的 0 i n≤ ≤ , (1,1,0, )iiΓ = ≤ . 

给定一个不同上限矩阵Γ,如果它表示的混合区域是正则的,我们称Γ是正则的.引理 2 给出了求解不同上线

矩阵的正则型的一种方法.第 2 节证明了混合区域可以作为矩形混合系统符号化可达性分析的基本操作单位,
并且混合区域是由不同上限矩阵表示的,因此,我们可以用不同上限矩阵实现矩形混合系统的 3 种可达性操作. 

3.1   交操作 

给定矩形自动机 H 的一个控制状态 q Q∈ 以及两个正则的不同上限矩阵Γ 1 和Γ 2 表示的 q-区域.设
1

1 1( , , , )ij a b cΓ = ≺ , 2
2 2( , , , )ij a b cΓ = ≺ .则 1 2Γ Γ Γ= ∧ 的元素Γij 应为 1 2( , ,min( , ,) )a b c c ≺ ,其中, ≺定义如下: 

• 如果 1 2c c< ,则 1=≺ ≺ ; 
• 如果 2 1c c< ,则 2=≺ ≺ ; 
• 如果 1 2c c= ,并且 1 2=≺ ≺ ,则 1=≺ ≺ ; 
• 如果 1 2c c= ,并且 1 2≠≺ ≺ ,则 =<≺ . 

3.2   变量重赋值操作 

给 定 矩 形 自 动 机 H 的 边 ( , )e q q′= , 以 及 正 则 的 不 同 上 限 矩 阵 Γ 表 示 的 q- 区 域 . 设

( , , , )ij ij ij ij ija b cΓ = ≺ , ( )k k k k k k kreset e x xµ ν′= − ∧≺ ≺ ,其中 ( )k update e∈ ,则 ( )eResetΓ Γ′ = 的元素 ijΓ ′ 应为: 

•  对于 ( )i update e∈ 或 ( )j update e∈ 满足 i j≠ 和 0i j⋅ ≠ , ( , , , )ij ij ija bΓ ′ = ∞ < ,其中 ija 和 ijb 满足 q′ -区域的 

 定义. 
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• 对于 ( ) ( )i j update e≠ ∉ , ij ijΓ Γ′ = . 

• 对于 ( ) 0i update e i n∈ ∧ < ≤ , 0 (1,1, , )i iιΓ µ′ = ≺ ; 0 (1,1, , )i i iΓ ν′ ′= ≺ . 
• 对于 0 i n≤ ≤ , ij ijΓ Γ′ = . 

3.3   时间流逝操作 

给定矩形自动机 H 的一个控制状态 q ∈ Q 以及一个正则的不同上限矩阵Γ表示的 q -区域 .设 

( , , , )ij ij ij ij ija b cΓ = ≺ ,则 qΓ Γ ↑′ = 的元素 ijΓ ′ 定义如下: 

• 对于 0i ≠ ,当 0il ≥ 时, 0 (1,1, , )iΓ ′ = ∞ < , 0 0i iΓ Γ′ = ;当 0ir ≤ 时, 0 0i iΓ Γ′ = , 0 (1,1, , )iΓ ′ = ∞ < . 

• 对于 0i j= = 或 0i j⋅ ≠ , ij ijΓ Γ′ = . 

以上 3 种操作产生的新的不同上限矩阵可能不是正则的,因此,在每次操作完成之后,必须重新计算新产生 
的不同上限矩阵的正则型.给定由公式(1)表示的混合区域 D,计算每个不等式 ij i ij j ija x b x c− ≺ 的正则型等价于计

算 ( , )i j ij i ij jf x x a x b x= − 在多面体 D 上的 大值.求解线性函数在多面体空间上的 值问题是线性规划的研究

课题,可以利用文献[16]中的算法加以解决,该算法的复杂度为 3.5 2( )O n L ,其中 L 为存储多面体需要的内存容量.

进而,计算混合区域的正则型可以在 5.5 2( )O n L 的复杂度内完成. 

4   非线性混合系统的可达性分析 

非线性混合系统是一般意义上的混合系统.由于非线性混合系统变量形式的多样性(多项式函数变量是非

线性变量,指数函数变量是非线性变量等等),要给出一种形式统一的,类似于时间区域,混合区域或一般多面体

的结构来表示非线性混合系统的可达状态集是非常困难的.目前,非线性混合系统的可达性问题还没有很好的

解决办法,对这个问题的探索性研究仅限于用线性混合系统近似模拟非线性混合系统,从而给出一个非线性混

合系统状态可达的必要条件,即与其近似的线性混合系统的对应状态可达. 
目前主要有两类近似模拟非线性混合系统的方法:时间转换方法(time translation)和斜率转换方法(rate 

translation)[11].时间转换方法用时间变量模拟非线性变量,用时间自动机模拟非线性自动机.斜率转换方法主要

用线性变量模拟非线性变量,用线性自动机模拟非线性自动机.这两种办法都对非线性混合系统的变量作了很

大的限制,要求在每个控制状态上非线性变量必须严格单调,并且经过重新赋值后值必须唯一.这样,很多非线

性混合系统都是不适用的.本文给出了一种新的办法,用矩形自动机近似模拟非线性自动机,然后用混合区域解

决矩形自动机的可达性问题,从而给出非线性混合自动机可达性问题的一个必要条件.我们仅要求非线性混合

系统的每个控制状态上连续变量为分段光滑的有界变量. 
对于两个混合自动机 A1 和 A2,设 S1 和 S2 分别是 A1 和 A2 的状态集合.如果存在一种关系 1 2S S⊆ × 满足如

下条件,则称 A2 时间模拟 A1: 
• 对于任意 1 1s S∈ 和 2 2s S∈ ,如果 1 2s s ,并且存在 1 1s S′ ∈ ,使得 1s 到 1s′ 可达,则必存在 2 2s S′ ∈ 使得 s2 到 2s′  

可达. 
• 对于任意 1 1 1( , ( ))s q Q v init q= ∈ ∈ ,存在 2 2 2( , ( ))s q Q v init q′ ′ ′= ∈ ∈ ,使得 1 2s s . 

给定非线性混合自动机 A,我们分两步构造一个矩形自动机 AH 来近似模拟 A.第 1 步,我们利用一个控制状

态分裂操作 flow 来构造一个分裂自动机 flow(A);第 2 步,我们构造分裂自动机 flow(A)的近似矩形自动机 AH.每
一步,我们都保证构造的自动机可以根据时间模拟原自动机. 

对于混合自动机 ( , , , , , , , , )A Q X init E inv act jump update reset= ,一个控制状态分裂操作 flow 是一个定义域为 

Q 的函数 .对于任意的 q Q∈ , 1( ) { ,..., }q q
kflow q flow flow= ,其中任意的 q

iflow 都是一个 X 上的断言 ,并且

1{| |,...,| |} 2
nq q R

kflow flow ∈ 为 | ( ) |inv q 的一个闭包集 .基于控制状态分裂操作 flow,可以构造 A 的分裂自动机

flow(A): ( , , , , , , , , )f f f f f f f f fQ X init E inv act jump update reset ,其中: 

• {( , ) | , ( )}fQ q q Q flow qϕ ϕ= ∈ ∈ ,Xf=X. 
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• 对于任意的 ( , ) fq Qϕ ∈ , (( , )) ( )finit q init qϕ ϕ= ∧ . 

• 对 于 任 意 的 ,q q Q′∈ , 1 2fE E E= ∪ , 其 中 1 {(( , ),( , )) | ( , ) , ( ), ( )}E q q q q E flow q flow qϕ ϕ ϕ ϕ′ ′ ′ ′ ′= ∈ ∈ ∈ , 

2 {(( , ),( , )) | , ( )}E q q flow qϕ ϕ ϕ ϕ′ ′= ∈ . 
• 对于任意的 1(( , ),( , ))e q q Eϕ ϕ′ ′= ∈ , ( ) (( , ))fjump e jump q q ϕ′= ∧ , ( ) (( , ))fupdate e update q q′= , ( )freset e = 

(( , ))reset q q ϕ′ ′∧ ,对于 2(( , ),( , ))e q q Eϕ ϕ′= ∈ , ( ) truefjump e = , ( )fupdate e = ∅ , ( ) truefreset e = . 

• 对于任意的 ( , ) fq Qϕ ∈ , (( , )) ( )finv q inv qϕ ϕ= ∧ , (( , )) ( )fact q act qϕ = . 

如果对于混合自动机 A 的任意的控制状态分裂操作 flow,都有 flow(A)与 A 相互时间模拟,则称 A 是可分的. 
定理 4. 任意的混合自动机都是可分的. 
证明:该定理的证明可参照文献[11]中的 Theorem 2.2. 
对于两个混合自动机 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( , , , , , , , , )A Q X init E inv act jump update reset= 和 2 2 2 2 2 2 2( , , , , , ,A Q X init E inv act=  

2 2 2, , )jump update reset ,如果如下条件成立,则称 2A 近似于 1A : 
• 1 2Q Q= , 1 2X X= , 1 2E E= . 
• 对任意的控制状态 q, 1( )init q 蕴涵 2 ( )init q , 1( )act q 蕴涵 2 ( )act q , 1( )inv q 蕴涵 2 ( )inv q . 
• 对于任意的边 e, 1 2( ) ( )update e update e= , 1( )jump e 蕴涵 2 ( )jump e , 1( )reset e 蕴涵 2 ( )reset e . 

引理 5. 对于两个混合自动机 A1 和 A2,如果 A2 近似于 A1,则 A2 时间模拟 A1. 
证明:该引理的证明可参照文献[11]中的 Proposition 4.1. 
给定一个非线性混合自动机 A,取出变量集 X 中的某个变量 ( {1,..., })ix i n∈ ,我们按照如下两个步骤构造 

与 A 近似的自动机 { }ixA . 

第 1 步:对于任意的 q Q∈ ,令 {( , ) | }qE q q E q Q′ ′= ∈ ∈ , ( ) { |iqξ ι ι= 为 | ( ) |iinit q 或 | ( ) |ireset e 的端点, }qe E∈ .对

于任意的 ( )j iqµ ξ∈ ,假设 ix
jf 是满足微分条件 ( )act q 和初始条件 (0)ix

j jf µ= 的函数,令 q 上 ix 的边界极值集合

( )iqϖ 为所有的 ix
jf 在值域 | ( ) |ix

j if inv q∈ 上的极值的集合 . 设 1( ) { ,..., }i l
q Q

q m mϖ
∈

=∪ , 其中 1 ... lm m< < , 令

1 1 2 1( ) { ( ), ( ),..., ( ),i
A i i l i lsplit q x m inv q m x m inv q m x m inv q−= ≤ ∧ ≤ ≤ ∧ ≤ ≤ ∧ ( )}i lx m inv q≥ ∧ ,定义 A 的控制状态分裂函数

flow 为:对任意的 q Q∈ , ( ) { ( ) | , .i
Aflow q split q v v Vϕ ′= ∈ ∃ ∈ ( , | | ( ) ( ))}i iv v v x v xϕ′ ′∈ ∧ ≠ .然后,按照分裂自动机的构 

造规则构造 A 对应的分裂自动机 flow(A):(Qf,Xf,initf,Ef,invf,actf,jumpf,updatef,resetf). 
第 2 步:对于第 1 步中构造的自动机 flow(A),按照如下规则构造其近似自动机 { } { } { } { }( , , ,

i i i ix x x xQ X initΑ =  
{ } { } { } { } { } { }, , , , , )

i i i i i ix x x x x xE inv act jump update reset : 

• { }ix fQ Q= , { }ix fX X= , { }ix fE E= . 

• 对于任意的 ( , ) fq Qϕ ∈ ,设 [ , ] | (( , )) |f ia b init q ϕ= , [ , ] | (( , )) |f ic d inv q ϕ= , [ , ]l h 是 ix 在微分条件 ( )act q 和限制

条件ϕ下的取值范围, a′ , c′ 和 l′ 分别是小于 a,c 和 l 的 大整数, b′ , d ′和 h′分别是大于 b,d 和 h 的 小整数,构
造 { }(( , )) [ , ][ (( , ))]

ix i finit q x a b init qϕ ϕ′ ′= ∃ ∈ , { }(( , )) [ , ][ (( , ))]
ix i fact q x l h act qϕ ϕ′ ′= ∃ ∈ , { }(( , )) [ , ]

ix iinv q x c dϕ ′ ′= ∃ ∈  

[ (( , ))]finv q ϕ . 

• 对于任意的 (( , ),( , )) fe q q Eϕ ϕ′ ′= ∈ ,设 [ , ] | ( ) |f ia b reset e= , [ , ] | ( ) |f ic d jump e= ,a′和 c′分别是小于 a 和 c 的

大整数,b′和 d′分别是大于 b 和 d 的 小整数,构造 { }( ) ( )
ix fupdate e update e= , { }( )

ixreset e = [ , ][ ( )]i fx a b reset e′ ′∃ ∈ , 

{ }( ) [ , ][ ( )]
ix i fjump e x c d jump e′ ′= ∃ ∈ . 

对于 A 的近似自动机 { }ixA ,取出 \{ }iX x 中的某个变量 xj,重复上面的两个步骤构造 { }ixA′ 的近似自动机

{ , }i jx xA .然后取出 \ { , }i jX x x 中的某个变量 xk,重复上面的两个步骤构造 { , }i jx xA 的近似自动机 { , , }i j kx x xA ,如此继续

下去,直到构造出 A 的近似矩形自动机 AX. 
定理 5. 给定一个非线性混合自动机 A,设 AH 是按照上面的规则构造的 A 的近似矩形自动机,则 AH 时间模

拟 A. 
证明:由定理 4 和引理 5,该定理成立. 
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为了检验非线性混合自动机 A 的两个状态 s1 和 s2 是否可达,我们考虑 A 的近似矩形自动机 AH 的两个对应

状态 1s′ 和 2s′ 的可达性问题.如果 1s′ 到 2s′ 不可达,则 1s 到 2s 一定不可达.如果 1s′ 到 2s′ 可达,则 s1 到 s2 未必可达.这实

际上给出了非线性混合系统可达性问题的一个必要条件,但是通过逐步求精,提高线性变量模拟非线性变量的

近似度,我们也可以很好地判定非线性混合系统的可达性问题. 

5   相关工作与结论 

目前,对混合系统可达性问题的研究主要集中在线性混合系统领域.为了表示可达集,文献[6−9]采用了普通

多面体,文献[10]采用 polytopes.为了计算可达集,它们都使用量词消去运算.量词消去运算具有双指数级的复杂

度,并且线性混合系统的可达性问题本身是不可判定的,所以相应的可达性分析算法是半确定的,对于某些状态

并不能判定它们是否可达.文献[13,14]对矩形混合系统的可达性问题进行了研究,但只是从理论上证明了初始

化的矩形混合系统的可达性问题是可判定的,并没有给出可行、有效的数据结构和判定算法,对具体的矩形混

合系统的可达性判定问题,都是使用线性混合系统的验证工具 HyTech[7].文献[12]主要是解决了一类称为 zero 
loop-closed automata 的线性混合系统子集的可满足性问题.其主要精力没有放在进行可达性分析的数据结构

上,与本文的研究领域不同.文献[11]对非线性混合系统的可达性分析进行了探索性的研究,并给出了两种解决

办法,一是用实时系统近似模拟非线性混合系统,二是用线性混合系统近似模拟非线性混合系统,只是这两种方

法都对非线性混合系统进行了严格的限制,要求变量在每个控制状态上必须严格单调,并且初始值唯一. 
本文研究初始化的矩形混合系统的可达性问题,并利用它近似模拟非线性混合系统,给出了一种非线性混

合系统的可达性分析方法.虽然初始化的矩形混合系统没有线性混合系统的适用面广,但其可达性问题是可判

定的.本文给出了一种形式化结构,也就是混合区域描述矩形混合系统的状态集,进行矩形混合系统的符号化可

达性分析[17].使用混合区域的优点是,不用量词消去运算来计算可达集,这样就避开了双指数级的复杂度.由一

个正则的混合区域计算可达的混合区域的方法是很直接的,这里的主要问题就是求解混合区域的正则型问题,
这其实就是线性规划问题,可以利用多项式复杂度的算法来解决.使用矩形混合系统近似模拟非线性混合系统,
我们仅要求非线性混合系统的每个控制状态上的连续变量为分段光滑的有界变量,因此它比现存的模拟方法

具有更大的适用范围.我们下一步的工作是首先对混合区域正则型的求解算法作进一步的研究,以找出更适合

求解混合区域正则型、复杂度更低的算法;其次,对非线性混合系统的近似模拟方法进行研究,以提高近似度,使
非线性混合系统的可达性判定问题达到更高的精确度. 
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