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Abstract:  An automatic Polycube construction and parameterization method is proposed in this paper. This 
approach first decomposes the input mesh into a set of feature regions. Each region is approximated by a simple 
Polycube which is further split into several patches. Since each patch corresponds to a rectangular sub-surface of the 
Polycube, they can be parameterized independently. A smoothing procedure between patches is performed to reduce 
the overall parametric distortion. This method makes Polycube parameterization more convenient in texture 
mapping and other applications. 
Key words:  parameterization; Polycube; automatic construction; Reeb graph; feature-based segmentation 

摘  要: 提出了 Polycube 参数化的自动构造技术.该算法首先对网格进行特征分解,然后用立方体组成的一些基

本形体逼近分解得到的各部分网格区域,确定基本 Polycube 的顶点和边在区域上的对应顶点和路径,将各区域进一

步分解为面片,从而在构造 Polycube的同时完成对曲面的分片,最后再分片参数化并进行面片间的平滑,高效地实现

了 Polycube 的自动参数化.该方法在很大程度上减少了 Polycube 构造过程中的人工干涉,使其能够在纹理映射等方

面得到应用. 
关键词: 参数化;Polycube;自动构造;Reeb 图;特征分割 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

随着计算机辅助设计与计算机图形学的发展,三维几何数据作为一种新的数据媒体,近十几年来在工业

界、学术界都得到了广泛的研究和应用.多边形网格成为 通用的表示物体形状的方法.研究者们提出了很多
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处理网格模型的算法,如去噪声、编辑、几何压缩、网格简化和纹理合成,以满足各种各样的应用需求.其中,网
格参数化是网格处理中 基本的技术,它是对网格的几何和拓扑信息作进一步处理的基础. 

曲面参数化是指在曲面与一个恰当的参数域间建立起一一映射[1].这个参数域也是一个曲面,因此参数化

实际上是建立从一个曲面到另一个曲面的映射.根据参数域的不同可以将网格参数化分为平面参数化、球面参

数化和单形参数化[2].平面参数化方法用于参数化拓扑同胚于圆盘的曲面,它在曲面与平面之间建立起一一映

射,对于不可展曲面,平面参数化必然产生扭曲. 早的平面参数化方法之一是 Eck 提出的离散调和映射[3],该方

法只需求解线性方程组,速度快,但不能保证得到有效的一一映射.Floater 提出的改进中值坐标法[4]计算简单且

能保证映射的有效性.但是这些方法都需要先将网格的边界点映射到二维凸多边形的边界,Levy 等人提出的离

散保角映射线性方法[5]以及 Sander 提出的基于拉伸(stretch)的目标函数[6]将边界点包含在整个优化问题中求

解,在参数化时不需要预先固定边界.对于封闭的、亏格为 0 的曲面,球面是一种自然的参数域,因为它不需要将

曲面分割.很多方法[7−9]在球面上模拟平面上的保角(或调和)映射,只是一些平面上的线性方法变成了非线性的.
球面参数化的缺陷是扭曲较难控制.一种对任意曲面都通用的方法是将模型参数化到一个同胚的基网格(base 
mesh)上,即单形参数化.单形参数化首先将网格分割成面片,面片通常类似于三角形,每块面片再映射到基网格

的每个三角形上.此类方法重点需要解决的问题是如何获得平滑跨越面片边界的参数化,Khodakovsky 等人提

出的全局参数化方法[10]较好地解决了这个问题. 
Tarini 等人提出了 Polycube 参数化方法[11]:首先为每个网格建立一个形状大致相似的 Polycube 作为参数

域,然后表面网格通过投影映射到 Polycube 表面, 后 Polycube 表面又通过适当的分割映射到二维纹理空

间.Polycube 参数化较好地逼近曲面形状从而减小了参数化造成的扭曲,其参数域又便于存储和压缩,是一种理

想的几何图像,该方法实现了无缝的纹理映射,避免了 chart 边界的不连续性并且可以处理任意亏格的模型.Fan
等人[12]提出了一种基于 Polycube交叉参数化的 Morphing新技术.该技术适用于任意亏格的网格模型,并能实现

纹理的无缝传递,充分体现了 Polycube 参数化方法的优越性.Wang 等人[13]在他们 近的工作中设计了一种

Polycube 的构造方法,并以 Polycube 为定义域提出了 Polycube 样条的概念.但是 Polycube 参数化的构造过程需

要大量、繁琐的用户交互,用户首先必须指定与模型大致相似的 Polycube 作为参数域,然后移动 Polycube 的顶

点使其大致包围模型 ,接着将模型顶点投影到变形后的 Polycube 上 ,再通过逆变形将顶点映射到原来的

Polycube 表面 ,从而获得了模型到 Polycube 的初始的参数化 , 后对初始的参数化进行优化 .本文提出了

Polycube 参数化的自动构造技术,可以使用户从 Polycube 繁琐的构造过程中解脱出来,更加专注于应用层,我们

的系统首先对输入的网格自动进行拓扑分析以及特征分割,然后对特征分割得到的区块自动选取合适的基元

进行逼近,随后再根据相邻关系组合构造出与输入网格形体比较匹配的 Polycube, 后通过中值坐标法建立输

入网格和 Polycube 的映射关系.整个过程仅需要极少的用户干涉. 

1   方法概述 

图 1 为我们的 Polycube 参数化自动构造方法的基本流程:首先对网格进行特征分解,然后用立方体组成的

一些基本形体逼近分解得到的各部分网格区域,确定基本 Polycube 的顶点和边在区域上的对应顶点和路径,将
各区域进一步分解为面片,也即建立起 Polycube 上的矩形与曲面的面片间的对应,在构造 Polycube 的同时完成

了对曲面的分片, 后再分片参数化并进行面片间的平滑,高效地实现了 Polycube 的自动参数化.具体地,整个

过程可以分为如下 3 个步骤: 
1. 基于 Reeb 图的网格分解(如图 1(b)所示).我们采用基于特征识别的方法进行网格分解,首先对输入的网

格定义平均测地距函数,然后根据平均测地距函数构造 Reeb 图, 后根据 Reeb 图进行特征分割.我们改

进了 Zhang 等人[14]的方法,可以更好地识别模型上的显著特征,得到更为清晰的 Reeb 图,更方便模型  
切割. 

2. Polycube 逼近(如图 1(c)所示).在对输入网格进行特征分割后,我们对分割后生成的各个区域建立各自

对应的基本 Polycube,然后对区域进行分片并把各面片对应到 Polycube 平面上. 
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3. 参数化(如图 1(d)和图 1(e)所示).在建立好 Polycube 并完成区域分片及对应之后,我们用改进的中值坐

标法将每个面片参数化到 Polycube 对应的矩形面片上, 后对参数化的初步结果进行迭代优化,得到

后的参数化结果. 

    
(a) Input model 

 
(a) 输入模型 

(b) Reeb graph based 
feature segmentation 

(b) 基于 Reeb 图的特征分割 

(c) Polycube approximation
 

(c) Polycube 逼近 

(d) Polycube 
 

(d) Polycube 

(e) Texture-Mapping 
 

(e) 纹理映射 

Fig.1  Automatic Polycube parameterization technique 
图 1  Polycube 参数化自动构造技术 

我们在建立输入网格到 Polycube 域上的映射时采用中值坐标法将按输入网格分割后的区块映射到

Polycube 平面的对应而不是像 Tarini 等人那样直接将输入网格的顶点投影到 Polycube 域上,在思路上与 Wang
等人有点像,但不同的是,我们更加关注于如何自动化地构造一个与输入网格形体接近的 Polycube,从而减少用

户的负担并尽可能地提高参数化的质量,而 Wang 等人则是为了使 Polycube 的构造独立于输入网格的几何形

状,以方便生成不同复杂度和分辨率的 Polycube. 

2   基于Reeb图的网格分解 

网格分解是指将网格分割成一些更简单形体的操作,按照分解的目标,可以分为纯几何意义上的分解[15]和

结合语境的分解[16,17]两类.前者将网格按照特定度量(如曲率) 优的原则分割成许多片,结合语境的分解则试

图把输入网格分解成对应于形体特征的若干片.Polycube 参数化要求构造的 Polycube 在形体上与输入网格相

似,因此我们采用一种基于特征的分解方法将输入网格分割成若干有意义的块,再逐块逼近.考虑到 Polycube 的

亏格必须与模型一致才能建立有效的参数化,我们选择网格分解方法的基本出发点是能够识别出网格的亏格,
以便将柄与网格主体分离,这样可以更方便后续的 Polycube 逼近.本文中我们采用并改进了 Zhang 等人提出的

特征识别方法[14]网格分解.它能将网格分割成一些明显的特征区域,并且可以很方便地处理亏格大于 0 的模型.
如图 2 所示首先我们在网格表面定义平均测地距函数(如图 2(a)所示)并生成 Reeb 图(如图 2(b)所示),再根据

Reeb 图进行特征分割并减少亏格(如图 2(c)所示).我们对 Zhang 等人的方法中 Reeb 图的生成过程进行了较大

的改进:1) 采用一个更有意义的参数过滤用户不希望考虑的较小的特征以及识别出模型上的显著特征,使生成

的 Reeb 图更加清晰;2) 在亏格减少的步骤中,改进了非分离环的生成以获得更短、更光滑的非分离环,从而更

容易对模型进行切割. 

 
(a) AGD of Horse 
(a) Horse 的 AGD 

(b) Embedded Reeb graph 
(b) 嵌入的 Reeb 图 

(c) Segmentation result 
(c) 分割结果 

Fig.2  Mesh segmentation based on Reeb graph 
图 2  基于 Reeb 图的网格分割方法 
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2.1   计算平均测地距 

平均测地距(average geodesic distance,简称 AGD)函数 早由 Hilaga 引入,用于形状匹配[18].令 g(p,q)为曲面

S 上两点 p 和 q 之间的测地距.则点 p 的平均测地距定义为 

 
( , )d

( )
( )

S
g

A
Area S

∈=
∫q p q q

p  (1) 

Zhang 等人在此基础上定义了一个新的函数作为 Reeb 图构造的商函数,本文采用了他们的定义方法来构造

Reeb 图.方程式(1)可以看作下式取 时的特殊形式: 1=n

 
( , )d

( )
( )

n
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n

g
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Area S
∈=
∫q p q q

p  (2) 

当 n→∞时, ( ) : lim ( ) max ( , )n n q SA A g∞ →∞ ∈= = ,p p p q 即为点 p 到曲面 S 上任意一点的 大距离.我们在曲面 S 上定

义如下的标量函数,并根据它构造 Reeb 图: 

 ( )( ) : ,
min ( )

n
n

S n

AAGD
A∈

=
q

pp
q

 n=1,2,…,∞ (3) 

AGDn 的值度量了一个点与曲面其余部分的偏离程度,该值是缩放不变的,便于不同模型间的比较.我们使用

AGDn 来识别和度量模型的几何特征,它的局部极大值对应着模型上突出部位的尖点,该值越大,突出越显著.综
合考虑计算效率以及实验效果,本文取 n=2,下文中,我们用 AGD 指代 AGD2.我们采用 Surazhsky 等人提出的快

速计算测地距的方法[19]计算曲面上两点 p 和 q 之间的测地距,考虑到为网格上所有顶点计算 AGD 比较耗时,
我们采用 Hilaga 等人提出的近似算法[15],仅计算曲面上均匀分布的少量采样点的测地距.图 2(a)为 Bunny 模型

的 AGD 函数,颜色浅的区域对应于 AGD 值较大区域,颜色深的区域对应于 AGD 较小的区域. 

2.2   构造Reeb图 

在网格表面定义好AGD函数后,接下来我们将对其进行拓扑分析,根据AGD函数构造一个嵌入的Reeb图,
本文采用了 Zhang 等人的区域增长方法.首先选取 AGD 值为全局 小的一个三角片(对于网格上的一个三角片

T={v1,v2,v3}定义 ),按照 AGD 的升序逐个加入新三角片直到覆盖整

个曲面,同时跟踪区域边界的拓扑变化.已访问区域的边界组成了一系列的环,对于新加入的每一个三角形,我
们根据以下 5 条标准之一对其进行标记: 

)}(),(),(min{)( 321 vAGDvAGDvAGDTAGD =

1. 极小点:标志了一个新边界环的开始.在本文的应用中,只有 1 个这样的三角形. 
2. 极大点:导致一个边界环消失的三角形.代表一个突出部位的尖点. 
3. 分裂鞍点:导致一个边界环自交而分裂成两个边界环的三角形. 
4. 合并鞍点:导致两个边界环相交合并成一个边界环的三角形.这标志了一个柄的形成. 

5. 规则三角形:不会引起边界环数改变的三角形. 
图 2(b)为 Bunny 的 Reeb 图,图中两个耳朵以及尾巴处的深色小球表示局部极大值,头部以及腹部的深色小

球表示分裂鞍点,全局极小值用浅色小球标志在 Bunny 的背部,相继的临界点通过曲面上的路径连接,即图中模

型上的浅色线条.可以看出,局部极大值与几何特征的尖点(如 Bunny 的耳朵和尾巴)是一致的. 
复杂的曲面通常会包含许多小的突起,这将导致 Reeb 图包含过多的局部极大点和分裂鞍点,从而增加后续 

的处理时间.Zhang 等人采用延迟分裂鞍点加入的思路来剔除额外的局部极大点和分裂鞍点.但在很多情况下,
这种方法也无法完全避免分裂鞍点的加入.而且该方法需要多次尝试,而每次尝试都需要判断是否会引起区域

边界拓扑的改变,这显然较为耗时.我们提出了一种新的过滤方法,不需要延迟分裂鞍点的加入且能方便地控制

希望识别出的特征的大小.其过程如图 3 所示,当加入的三角形为一个极大点 C 时,这标志了其所在区域 R1 的完

成.若该区域的起始临界点 B 为一个分裂鞍点,且满足: 
 )()()( minmax AGDAGDBAGDCAGD −×<− λ  (4) 

则作如下处理:设以 B 为终点的区域为 R0,从 B 分裂出的另一个区域为 R2.我们将区域 R1 和 R2 都归入到 R0,删
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除冗余的一对临界点 B 和 C.如果区域 R2 尚未完成,则 R0 也标志为未完成,R0 的起始临界点保持不变,终结临界

点重新置为空(如图 3(a)所示).如果区域 R2 已经完成,则 R0 也标志为完成,R2 的终结临界点置为 R2 的终结临界

点 D(如图 3(b)所示).每当加入的三角形为极大点时,我们都作如上的检测,阈值λ比α具有更明确的控制意义(本
文中我们将λ值取为 0.1).采用新的过滤方法,速度更快,且可以更有效地控制极大点和分裂鞍点的数目(如图 4
所示). 

 A A

B

C 

R0 

R1 R2 

R0 

 

 A A 

R1 R2 B 

C 
D

R3 R4 

R3 
R4 

D
R0 R0 

 
(a) (b) 

Fig.3  Weed out extra splitting saddle points  
图 3  过滤多余的分裂鞍点 

 

  

 

 
(a) AGD of Feline (b) λ=0.1 (c) λ=0.2 

Fig.4  Embbed Reeb graphs with different filtering constant λ 
图 4  采用不同的过滤阈值λ得到的嵌入 Reeb 图 

2.3   特征分割 

对曲面突出部位的尖点定位后,我们必须构造一条封闭曲线γ将特征与主体中分离,γ也称为分离环,该过程

可分为两步,首先寻找一段与尖点对应的分离区域 R,然后从 R 中构造一条封闭曲线γ从而将特征与模型的其他

部分分离.为了构造尖点 p 的分离区域,我们计算函数 fp(q)=g(p,q),即曲面上各点到 p 的测地距,将函数值等分为

k 段 ,设两段等值曲线间的区域面积为 A i ,将其看作一个连续函数 A ( x ) .我们定义 p 的分离区域 
: { | ( ) }pR S m f mε= ∈ − ≤ ≤ +q q ε (其中,当 x=m 时,A″(x)为极大值,这标志着面积的突然改变;ε=0.02.得到对应的 

分离区域 R 后,我们对 R 执行基本的塌陷操作将其从一个 2-复合形简化为一个 1-复合形,并选取完全位于复合

形边界上的分离环作为理想分离环进一步优化 .对于亏格大于 0 的曲面 ,为了构造出与模型拓扑同胚的

Polycube,在特征分割时要求能将柄与模型的主体分离使两者位于不同的区域以便能够使用多段 Polycube分别

逼近从而保证拓扑,所以还必须对模型进行切割使其转化为亏格为 0 的模型.亏格大于 0 的曲面上往往存在着

一些环,它们并不把曲面分割成两个部分,这些环被称为非分离环,我们进行亏格减少的基本策略就是识别出每

个柄所对应的合适的非分离环,但在有些情况下该方法并不适用.如图 5 所示,模型 Hole3 的亏格为 3,其 Reeb 图

中包含了 3 个环.其中,由合并鞍点 m2 和 m3 标志的两个环的起点相同,都为分裂鞍点 s2.如果都从 s2 开始区域增

长,则无法正确地减少亏格.所以,我们选择一个环区域增长的起点从 s2 开始,另一个则从 m3 开始.如果 Reeb 图

中的环已接近理想的非分离环,例如图 5(d)的第 1 个非分离环,则按 Zhang 的方法[14]将得到一个更长、更糟糕

的非分离环.我们采取的策略是,按照 Zhang 的方法构造新的非分离环γ ,如果γ的长度小于ρ ,则作为理想的非分

离环;否则,再从γ开始,以γ与ρ的交点为起点区域增长构造另一条非分离环ς .根据实验观察,ς通常都较为理想
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(如图 5(e)所示).另外,由于我们希望理想的非分离环尽可能地与坐标平面相平行,所以当从环的两侧区域增长

时,我们并不是仅得到 1 个交点就停止,而是直到得到 n 个交点(本文中取 n=10)才停止.从 n 个交点可以构造 n
个新的非分离环,我们选择其中理想的一个. 

 

 
s1

s2

s3 s4

m1

m2

m3

  
(a) AGD 
(a) AGD 

(b) Reeb graph 
(b) Reeb 图 

(c) Embedded Reeb graph 
(c) 嵌入的 Reeb 图 

 
 

 

 

 
(d) The non-separating cycles found using Zhang’s method[14] 

(d) 用 Zhang 的方法[14]找到的非分离环 

(e) The non-separating cycles found by our method 
(e) 我们的方法得到的非分离环 

Fig.5  Find the non-separating cycle 
图 5  计算非分离环 

3   Polycube逼近 

前面分割的结果是得到各部分区域、区域边界和非分离环.区域边界(包括非分离环)将参数化到矩形,各部

分将根据其特征参数化到由立方体组成的长方体、L 形体、凹形体、回形体等一些基本形体,下面我们将这些

基本形体称为基本 Polycube. 
本节的任务是为每个区域建立各自对应的基本 Polycube,同时也要建立基本 Polycube 的顶点和边在区域

上对应的顶点和路径,即将区域进一步分割成面片.例如,对于长方体需要建立其 8 个顶点和 12 条边在区域上的

对应,实际的效果就是将该区域分成了 6 块矩形面片,以便于后续的分片参数化.为了得到较理想的初始参数化,
面片的边界在长度上应与基本 Polycube 上对应的矩形边长相近,从而面片的面积也与对应的矩形相近.每生成

一个区域,都需要检测该基本 Polycube 的有效性,即新生成的基本 Polycube 与已建立的 Polycube 只能在区域边

界或非分离环处重叠,其他部分都不允许重叠.如果无效,则重新建立该区域的基本 Polycube,以确保 终得到的

Polycube 是有效的,即能建立网格到 Polycube 表面的一一映射. 
接下来我们将详细介绍 Polycube 的逼近过程:首先确定每个区域边界和非分离环的 4 个顶点;然后,根据每

部分的特征,采用不同的基本 Polycube 进行逼近. 

3.1   确定单位长度及区域边界顶点 

因为 Polycube 由单位立方体组成,所以我们首先需要确定单位立方体的边长即单位长度,然后才能确定每

个区域用多少立方体去逼近.由于 Polycube 所占据空间的每个单元在纹理内存中都需要一个三字节的索引项,
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为了节省纹理内存,我们希望在保证参数化扭曲较小的前提下,立方体数目尽可能地少,即用较少的立方体去逼

近模型. 
为了便于后续处理,我们首先将模型变换到合适的位置.如图 6 所示,取长度 小的区域边界γ ′(包括非分离

环),将γ ′投影到 接近的坐标平面上,得到γ ′.取γ ′上距其二维包围盒 4 个顶点 近的 4 个有序的点 p0,p1,p2,p3,作
为初始的边界顶点,然后调整 p2,使 p0,p2 在长度上平分γ,再调整 p1,使γ的 4 个顶点符合矩形对边长度相等的规

则.接着计算γ的长边与短边的纵横比: 0 1 2 3 1 2 0 3( ) ( )+ + ,p p p p p p p p 假设 p0p1 与 p2p3 为较长的边.然后同步调整

p0,p1,p2,p3,将该纵横比调整至 接近的整数.取短边的长度为单位长度.对于其他的区域边界,也按类似方法确

定 4 个顶点的位置,使其对边接近相等,长边与短边的长度接近单位长度的整数倍. 

 

 

 

 

p0

p1 
p2

p3

 
Fig.6  Determine the vertices of region boundary 

图 6  确定区域边界的顶点 

3.2   逼近由极大点分割得到的区域 

对于由极大点 p 分割得到的区域,首先计算 p 到区域边界γ的测地距.若该距离与γ的周长之比大于阈值

α (α =1),我们则认为该区域类似于圆柱体(也可以采用更复杂的判断标准[15]),采用本节的方法,使用长方体逼

近.否则,采用后面的包围盒逼近方法. 

如图 7 所示,设γ的边长为 a,b,则从极大点 p 出发,区域增长至距离 2 2 2a b+ ,得到一条边界ς .γ的 4 个顶点 

p0,p1,p2,p3 已经确定,我们还需要确定ς上对应的 4 个顶点 p0,p1,p2,q3,以及这 4 对顶点之间的路径,即面片边界.
为了使 4 个点及 4 条面片边界分布较为均匀,我们首先求得γ到ς的 短路径 s 及在γ和ς的两个顶点 u,v,作为参

考.根据γ上 p0,p1,p2,p3 到 u 的距离比例,得到ς上 q0,q1,q2,q3 到 v 的距离比例,从而得到 q0,q1,q2,q3 的位置.4 对对应

边界点直接相连得到面片边界(直接连接 4 对边界点有时并不能保证得到一个良好的 patch 分割,其改进方法在

下一节提出).建立长方体后,根据面片边界的长度确定长方体中立方体的个数.如果区域是由次极大点分割得

到,且其包含的区域边界数为 2,若两个边界方向近似,长度相近,则将两个边界上对应的 4 个顶点相连,使用长方

体逼近. 

 

v ς

p

γ
u  

Fig.7  Approximate the region segmented from the maximum point 
图 7  对由极大点分割得到的区域进行逼近 
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3.3   逼近由非分离环分割得到的区域 

对于由非分离环分割得到的区域,若非分离环的两侧都包含在该区域内,则使用回形逼近,例如圆环(如图 8
所示);否则,可以根据情况使用长方体、L 形体、凹形体、近回形体等逼近.直接使用 L 形体、凹形体、回形体,
而不是多段长方体,能够更加准确地定位面片边界上的弯点.具体的逼近过程如下: 

• 确定区域边界γ与非分离环ς之间 近的两点 p,q 及 短路径 s. 
• 如图 9 所示,将 短路径 s 投影到主平面上,在该平面上近似地找一点 o,使其到 s 上各点的距离大约相

等.将 o 视为圆心,若坐标系中某个象限被扇形 poq 覆盖的角度大于 60°,则认为在该象限内存在一个弯

点,从原点 o 发出一条平分该象限的射线,与 s 的交点作为弯点在 s 上的相对位置.根据弯点的数目确定

采用的基本 Polycube,然后适当调整弯点的位置,使各段的长度接近单位长度的整数倍. 

 
Fig.8  Torus and Polycube primitives. The dark spheres represent for the corresponding on non-separating 

cycle or region boundary, and the light ones represent for the vertices on the Polycube primitives 
图 8  圆环与一些基本 Polycube.深色点表示非分离环或区域边界对应的顶点, 

浅色点表示基本 Polycube 上的弯点 

xo 
s 

q 

(a) (b) (c) (d) (e) 

y p 

 
Fig.9  Determine the Polycube primitive based on the shortest path s between two boundary. 

The light spheres represent for the vertices, and the thick lines on the left bottom of 
every sub figure represents for the Polycube primitive in 2D case 

图 9  根据两条边界之间的 短路径 s 确定所需采用的 Polycube 元素类型.s 上的浅色点 
表示弯点位置.每幅子图左下方的粗折线表示所对应的基本 Polycube 的二维抽象 

• 区域边界与非分离环上的 4 对顶点已经预先确定.但有可能分布并不理想.如果区域边界邻接(或非分离

环)的另一个区域尚未处理,我们则按照第 3.2 节的方法调整区域边界的 4 个顶点,使其分布均匀(如图

10(a)所示).直接连接对应顶点之间的 短路径并不一定是很好的选择.如果区域的曲率较大,由两条边

界上均匀分布的 4对顶点连接起来的 4条 短路径很可能离理想的面片边界偏差很大.我们采用下面的

方法减轻这种偏移:在 γ 与 ς 的 短路径 s 的每个弯点处,找一条 短路径从 s 的一侧回到另一侧,我们

称得到的 短路径为参考环.两个弯点中间,再加一条这样的参考环.每条参考环上都按长度比例确定与

边界顶点对应的 4 个点.再从头到尾两两通过 短路径相连,这样可以有效地减少偏离,获得分布较均匀

的面片边界(如图 10(b)所示). 
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q2q3 
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p0 

p1 p2
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q1

 

 

 
(a) Connect the corresponding vertice pairs directly 

(a) 直接连接对应顶点 

(b) Connect the corresponding vertice pair through the reference cycle 
(b) 通过参考环连接对应顶点 

Fig.10  Construct the boundary of mesh patch. Light cycles in Fig.10(b) represent for 
the cycles at vertices while dark ones are extra cycles 

图 10  确定三角曲面各分片的边界.图 10(b)中浅色环表示弯点位置的参考环,深色环表示额外的参考环 

3.4   采用包围盒逼近其他区域 

对余下的其他区域,我们采用包围盒方法来逼近,首先根据该区域 PCA的主方向建立包围盒,然后找出区域

上与包围盒 8 个顶点 近的 8 个点作为区域顶点,对顶点位置作适当调整,使 8 个顶点之间的测地距符合长方

体的要求,并为单位长度的近似整数倍, 后相邻的区域顶点之间通过 短路径连接,把区域分割成 6 块面片.该
区域上已有的区域边界必须被包含在方向相同的面片内.如果面片边界与已有的区域边界比较接近,则合并其

中接近的部分. 

3.5   建立Polycube的全局坐标 

在 Polycube 逼近的过程中,可以从任一区域开始,但必须按照相邻原则,即之后处理的区域都必须与已处理

的区域相邻(即有共同的区域边界).我们将第 1 个建立的基本 Polycube 的起点坐标设为原点,之后,每得到一个

区域的基本 Polycube,由共同的区域边界确定其与已建立的 Polycube 的相对位置,从而确定该基本 Polycube 的

全局坐标.全部区域处理完成后,将整体 Polycube 平移,使每个基本 Polycube 的起点坐标都大于等于 0. 

4   参数化 

建立 Polycube 的同时我们完成了对区域的分片.区域上的一块面片对应了基本 Polycube 上的一个平面.如
果面片不是矩形的(如 L 形等),则将被分割成矩形面片,再分别参数化.我们采用了中值坐标法[4]进行网格到

Polycube 上的映射,首先将网格的边界点映射到二维参数域凸多边形的边界,而每个内点都是以其为中心的任

意圆环内所有点的平均值,即 
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使用中值坐标法参数化时,面片边界所映射的形状以及边界点的分布对参数化的质量都有重要的影响.由
于本文将面片映射到矩形,只有当面片的形状类似于矩形,且面片的边界较为光滑时,才能得到扭曲较小的参数

化.但是由于网格分辨率的限制,我们得到的面片边界可能存在很多锯齿,这将降低参数化的质量(如图 11(a)和
图 12(a)所示).所以,我们引入了一种平滑算法,使顶点可以从一个面片迁移到另一个,从而改进面片的形状,显著

减小参数化的扭曲.获得初始参数化之后,每个顶点都具有了一个三维的全局参数值.网格上每个三角形都参数

化到 Polycube 上的一个矩形内.位于面片内部的点的 1-ring 参数值都位于同一个矩形内,而面片边界上的点的

1-ring 参数值将覆盖两个矩形,面片顶点的 1-ring 参数值则将覆盖多个矩形.我们对于每个顶点执行以下优化 
过程: 
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• 如果该点及其所有相邻点的参数值都在同一个平面(可以包括同一平面的多个矩形),根据相邻点的参

数值,按照公式(5)和公式(6)直接计算该点新的参数值.其中的权重ωi 是在原网格上计算得到的.如果新

的参数值会导致三角形翻转,则放弃. 
• 如果 1-ring 点的参数值覆盖两个平面 b1 和 b2(如图 13 所示),我们将位于 b2 的参数值都旋转到平面 b1.

按照公式(5)和公式(6)计算该点新的参数值,如果新的参数值会导致三角形翻转,则放弃.否则,更新当前

点的参数值(若其位于 2b′ ,还需把它展回到 b2 上再更新). 

• 如果 1-ring 点覆盖超过两个平面,则放弃处理. 
该过程在面片间重新分布顶点,拉直了面片的边界,减小了参数化的扭曲.面片顶点的 1-ring 都覆盖多个矩

形,若超过两个平面,则在优化过程中将始终固定.然而,面片顶点在确定的时候具有一定的任意性,很可能不是

在 佳的有利于减小参数化扭曲的位置上.为了提高参数化的质量,我们使用顶点松弛法对未得到优化的面片

顶点重新定位[20].该松弛过程在每个面片顶点上迭代,通过把面片顶点指定给原网格上的新顶点来重新定位.顶
点平滑和面片顶点松弛的过程交替进行,直到顶点的参数值不再改变或达到了指定的迭代次数为止.为了获得

更好的优化效果,我们在每次迭代中,对顶点采用随机的顺序优化(如图 11(b)、图 12(b)所示). 

 

 

 

  
(a) (b) (c) 

Fig.11  Polycube parameterization of Bunny 
图 11  Bunny 的 Polycube 参数化结果 

 

 

 

 

 
(a) (b) (c) 

Fig.12  Polycube parameterization of 3-ring torus 
图 12  3-ring 环的 Polycube 参数化结果 

 
b2 

b1 b1 b1 b1

b2
b2 ′ b2′

 
Fig.13  Vertice slippage between two Polycube planes 

图 13  两个 Polycube 平面之间的顶点平滑 

5   实验结果分析 

我们在 2.4GHz Pentium 4 CPU,512M 内存的 PC 上实现本文的算法.图 11 和图 12 显示了一些 Polycube 参

数化的结果.图 11(a)和图 12(a)为初始参数化后纹理映射的效果,可以很明显地看出纹理的扭曲,图 11(b)和    
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图 12(b)则是经过优化后的实验效果.图 11(c)和图 12(c)为法向贴图.表 1 统计了运行时间与参数化扭曲大小.耗
费时间的步骤主要在计算 AGD.例如,对 15 000 个三角片的 Bunny,计算一点到所有点的测地距的时间约为 1s,
我们大约需计算 150 个采样点,总计 150s.构造 Bunny 的 Reeb 图耗时 6s.区域分割构造 Polycube 约 20s,参数化

及优化约 15s.事实上,我们并不需要精确地计算一点到所有点的测地距,所以可以采用近似方法[19]计算,这样速

度可以提高很多.为了更好地进行比较,我们采用 Tarini 等人所用的指标来衡量参数化的质量.表 1 中的面积和

角度扭曲分别使用 与 的积分并归一化的值来度量,这里,σ1 与σ2 是 Jacobian 矩阵

JΦ的奇异值[1,21].L2 stretch根据 Sander的方法[6]计算.所有度量的理想值都是 1.显然,扭曲的大小依赖于 Polycube
与模型的相似度,考虑到我们的方法是一种自动化的方法,尽管与 Tarini 等人的工作还有一些差距,但其参数化

的质量还是较好的,今后我们还将专注于改善 Polycube 的构造从而进一步提高参数化质量. 

1 2 1 21/( )σ σ σ σ+ 1 2 2/σ σ σ σ+

Table 1  Statistics of the Polycube parameterization 
表 1  Polycube 参数化统计 

Earea Eangle L2 stretch 
Model Triangle 

number 
Time for AGD 
calculation (s) 

Total time for 
other steps (s) Our 

method Ref.[11] Our 
method Ref.[11] Our 

method Ref.[11] 

Bunny 15 000 150 41 1.15 1.034 1.12 1.069 0.79 0.892 
Hole-3 4 000 75 25 1.01 1.003 1.02 1.011 0.92 0.986 
Horse 2 000 20 18 1.22  1.32  0.75  

6   结  论 

网格参数化是图形学领域中一项非常重要的基本技术.Tarini 等人提出了 Polycube 参数化方法,很好地弥

补了已有工作中的一些不足,但该方法需要大量的手工交互,难以推广应用.本文提出了 Polycube 参数化的自动

构造技术,对亏格大于 0 的模型也能采用同一框架建立 Polycube 参数化.该算法首先对网格进行特征分解,然后

用基本 Polycube 逼近分解得到的各部分网格 ,建立起 Polycube 上的矩形与曲面的面片间的映射关系 ,将
Polycube 的构造与参数化的建立统一在一起,高效地实现了 Polycube 的自动参数化,从而很好地完善了 Tarini
等人的工作,使 Polycube 参数化方法成为一种优越、简便的参数化方法. 
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