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Abstract:  In order to put fuzzy reasoning into the framework of logic and lays a solid logical foundation for fuzzy 
reasoning both syntactically and semantically, this paper transforms FMP (fuzzy modus ponens) into GMP 
(generalized modus ponens) by formalizing fuzzy reasoning and transplanting it into the classical propositional 
logic. Base on the concept of truth degrees of formulas, the sustentation degrees between formulas are put forward 
and a new kind of optimal solving mechanism is established for GMP and CGMP (collective generalized modus 
ponens). Existence theorems of optimal solutions are proved both for GMP and CGMP, and it is pointed out that 
there exists a completely similar reasoning mechanism between the classical propositional logic and the fuzzy logic. 
The graded method presented in this paper makes the algorithmic realization of solution procedure possible and 
serves as a guideline for the graded reasoning about knowledge. 
Key words: GMP (generalized modus ponens) problem; CGMP (collective generalized modus ponens) problem; 

truth degree; sustentation degree; optimal solution 

摘  要: 为了将模糊推理纳入逻辑的框架并从语构和语义两个方面为模糊推理奠定严格的逻辑基础,通过将模糊

推理形式化的方法移植到经典命题逻辑系统中,把 FMP(fuzzy modus ponens)问题转化为 GMP(generalized modus 
ponens)问题,并基于公式的真度概念提出了公式之间的支持度,进一步利用支持度的思想引入了 GMP 问题以及

CGMP(collective generalized modus ponens)问题的一种新型最优求解机制.证明了最优解的存在性,同时指出,在经

典命题逻辑系统中存在着与模糊逻辑完全相似的推理机制.该方法是一种程度化的方法,这就使得求解过程从算法

上实现成为可能,并对知识的程度化推理有所启示. 
关键词: GMP(generalized modus ponens)问题;CGMP(collective generalized modus ponens)问题;真度;支持度;最  
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优解 
中图法分类号: TP18   文献标识码: A 

经典命题逻辑学中最基本的推理规则是 MP(modus ponens)规则,即 
 由 A→B 和 A 可推得 B (1) 
但在实际中经常会碰到如下更一般的推理形式: 

 *

*

    
              

            

A B
A

B

→
 (2) 

这一推理形式称为广义 MP 规则[1](简称 GMP(generalized modus ponens)规则),即已知 A→B 且给定一个与 A 相

接近的命题 A*,定义与 B 相接近的命题 B*.显然,GMP 规则比 MP 规则有更大的灵活性,因为这里 A*可以取许多

与 A 不同的命题,从而使得推理可用于更加广泛的情形. 
关于GMP问题(2)的求解,传统的方法是先将命题A,A*和B分别转化为某论域X和Y上的模糊集,此时,GMP

问题(2)就是众所周知的 FMP(fuzzy modus ponens)问题了.针对 FMP 问题,Zadeh 教授在 1973 年提出了 CRI 
(compositional rule of inference)方法[2],但由于其推理机制缺乏严格的逻辑基础而受到质疑[3].文献[4]提出了一

种更合理的算法——模糊推理的全蕴涵三-I算法,并基于支持度理论将三-I算法纳入逻辑的框架,关于三-I算法

的研究成果已有很多,参见文献[5−12]. 
另一方面,精确的、形式化的逻辑推理方法在诸如定理的自动证明、知识推理、逻辑程序设计等多个领域

得到了广泛应用,数值计算则似乎是远离形式推理的完全不同的方法.但由于人脑的思维模式与推理方法带有

不确定性,导致推理不是精确的,而是近似的.因此,近年来关于程度化推理的研究受到了广泛的关注(参见文  
献[13−20]).能否将程度化的推理机制和三-I 算法的思想融入 GMP 问题的求解中,并为 GMP 问题给出一种非模

糊的求解算法呢?这就是本文的研究目的.本文首先在经典命题逻辑中利用命题的真度引进公式之间的支持度,
基于支持度给出 GMP 问题以及集体 GMP 问题的一种新的最优求解算法,并研究 GMP 问题及集体 GMP 问题

最优解的存在性,尝试将三-I 算法及程度化逻辑推理和谐地融入上述问题的求解机制. 

1   公式的真度 

设 S={p1,p2,…},F(S)是由 S 生成的(¬,→)型自由代数.S 中的元称为原子命题,F(S)中的元称为公式(或命题).
设Γ⊆F(S),A∈F(S),从Γ到 A 的一个推理是一个有限序列: 
 A1,A2,…,Am (3) 
其中,Am=A,且∀i≤m,或者 Ai∈Γ∪T,或者存在 j,k<i,使 Ai 是由 Aj 和 Ak 运用 MP 规则而得到的结果,其中,T 代表全

体定理之集,称 A 为Γ-结论,记作Γ|−A.若Γ=∅(空集),则称 A 为定理,简记为|−A.下面以 D(Γ)来记全体Γ-结论之集.
若|−A→B 且|−B→A,则称 A 与 B 是可证等价的,记作 A~B.在 L={0,1}中规定: 
 ¬0=1,¬1=0,a→b=0 当且仅当 a=1 且 b=0 (4) 
则{0,1}成为一个(¬,→)型代数.称(¬,→)型同态 v:F(S)→{0,1}为 F(S)的一个赋值.以Ω记 F(S)上全体赋值之集.在
经典命题逻辑中演绎定理和完备性定理成立[21].若 A→B 和 B→A 都是重言式,则称 A 与 B 是逻辑等价的,记作

A≈B.设 A(p1,p2,…,pm)是 F(S)中含有 m 个原子公式的逻辑公式,则 A 可以自然地诱导一个 m 元 Boole 函数: 

}1,0{}1,0{: →mA .下面是文献[18]中已经给出的本文要用到的几个定义和命题. 
定义 1.1[18]. 设 A(p1,p2,…,pm)是 F(S)中含有 m 个原子公式的逻辑公式,则 A 的真度τ(A)定义如下: 

 τ(A)= m2
1

⋅| )1(1−A | (5) 

命题 1.1[18]. 设 A,B∈F(S),则 
(i) A 是重言式当且仅当τ(A)=1,A 是矛盾式当且仅当τ(A)=0; 
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(ii) 若 A≈B(或 A~B),则τ(A)=τ(B). 
命题 1.2[18]. 设 A,B,C∈F(S),α,β∈[0,1], 
(i) 若τ(A)≥α,τ(A→B)≥β,则τ(B)≥(α+β−1)∨0; 
(ii) 若τ(A→B)≥α,τ(B→C)≥β,则τ(A→C)≥(α+β−1)∨0; 
(iii) 若|−A→B,则τ(A)≤τ(B). 
定义 1.2[18]. 设 A,B∈F(S),令 

ξ(A,B)=τ((A→B)∧(B→A)), 
称ξ(A,B)为 A 与 B 的相似度.特别地,当ξ(A,B)=1 时,称 A 与 B 相似,记作 A∽B. 

命题 1.3[18]. 设 A,B∈F(S),则 
(i) ξ(A,B)=1 当且仅当 A≈B(或 A~B); 
(ii) ξ(A,A)=1; 
(iii) ξ(A,B)=ξ(B,A). 
下面我们将给出公式真度进一步的一些性质,其证明比较简单,故略去. 
命题 1.4. 设 Ai∈F(S),i∈I(I 为有限集),则 
(i) ( ) ( );i ii I i I

A Aτ τ
∈ ∈
∨ ≥ ∨  

(ii) ( ) ( ).i ii I i I
A Aτ τ

∈ ∈
∧ ≤ ∧  

命题 1.5. 设 A,B,Ai,Bi∈F(S),i∈I(I 为有限集),则 
(i) ( ) ( ( ));i ii I i I

A B A Bτ τ
∈ ∈

→ ∧ = ∧ →  

(ii) =→∨
∈

)( BAiIi
τ ( ( ));ii I

A Bτ
∈
∧ →  

(iii) =→∧
∈

)( BAiIi
τ ( ( ));ii I

A Bτ
∈
∨ →  

(iv) ( ) ( ( )).i ii I i I
A B A Bτ τ

∈ ∈
→ ∨ = ∨ →  

命题 1.6. A,B∈F(S),且 B 是重言式,则 
(i) τ(A∧B)=τ(A); 
(ii) τ(A∨B)=1. 

2   基于公式真度的支持度 
定义 2.1. 设 A,B∈F(S),把 A→B 的真度称为 A 对 B 的支持度,记作 sust(A,B),即 

 sust(A,B)=τ(A→B) (6) 
显然,0≤sust(A,B)≤1. 
注:由定义 1.1 可以看出,A→B 的真度值τ(A→B)等于使得 v(A→B)=1 的那些赋值 v 在整个赋值空间Ω中所

占的份额,而 v(A→B)=1 则可理解为在该赋值 v 下,公式 A 全力支持 B,因此把使得 A 全力支持 B 的赋值 v 在整

个赋值空间Ω中所占的份额定义为 A 对 B 的支持度是自然的、也是合理的. 
命题 2.1. 设 A,B∈F(S),则 
(i) sust(A,B)=1 当且仅当 A→B 是重言式. 
(ii) sust(A,B)=0 当且仅当 A→B 是矛盾式,当且仅当 A 是重言式且 B 是矛盾式. 
命题 2.2. 设 A,B,C∈F(S),α,β∈[0,1],若 sust(A,B)≥α,sust(B,C)≥β,则 

sust(A,C)≥(α+β−1)∨0. 
命题 2.3. 设 A,B,C∈F(S),则 
(i) sust(A,B→C)=sust(B,A→C); 
(ii) sust(A,B→C)=sust(A,¬C→¬B). 
命题 2.4. 设 A,B∈F(S),则 sust(A,B)≥τ(B). 
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命题 2.5. 设 A,B,Ai,Bi∈F(S),i∈I,I 为有限集,则 
(i) ≥∧

∈
),( BAsust iIi

( , );ii I
sust A B

∈
∨  

(ii) ( , ) ( , ).i ii I i I
sust A B sust A B

∈ ∈
∨ ≥ ∨  

命题 2.6. 设 A,B,C∈F(S),且 B 是重言式,则 
(i) sust(B,A)＝τ(A); 
(ii) sust(A,B)=1. 
命题 2.7. 设 A,B,C∈F(S), 
(i) 若 B~C(或 B≈C),则 sust(A,B)=sust(A,C); 
(ii) 若 B 是重言式,则 sust(A,B∧C)=sust(A,C). 

3   基于支持度理论的 GMP 问题的最优解 

我们知道,由公式 A→B 和 A*从形式上可以推出很多公式,究竟哪些公式作为结论更为合理,有没有一个评

价标准呢?本节我们将从语义的角度为 GMP 问题给出一种基于支持度理论的最优求解机制,并证明最优解的

存在性. 
定义 3.1. GMP 问题(2)的最优解 B*是 D(Γ)中满足下式: 

 sust(A→B,A*→B*)=1 (7) 
并且使得 A→B 和 A*→B*的相似度ξ(A→B,A*→B*)取值最大的公式,其中,Γ={A→B,A*}. 

注:定义 3.1 给出的最优解 B*需要满足 3 个条件:首先要求 sust(A→B,A*→B*)=1,即要求 A→B 全力支持

A*→B*;其次,B*还要使ξ(A→B,A*→B*)取值最大,即要求 A*→B*和 A→B 最大程度地相似;最后,还要求 B*是 D(Γ)
中的公式,这是因为我们是在给定 A→B 和 A*,即给定了Γ={A→B,A*}的前提下来求 B*的,因此,从 D(Γ)中来求

B*(即把 B*作为Γ-结论)是非常自然的,也是合理的. 
下面我们对定义 3.1 作进一步的分析.在 B*满足式(7)中的条件时,由命题 2.1(i)可知,(A→B)→(A*→B*)是重

言式,此时,由定义 1.2 及命题 1.6(i)容易得出 
 ξ(A→B,A*→B*)=sust(A*→B*,A→B) (8) 

上面的事实告诉我们,定义 3.1 可等价地描述如下: 
命题 3.1. GMP 问题(2)的最优解 B*是满足下式: 

sust(A→B,A*→B*)=1, 
并且使得 sust(A*→B*,A→B)取值最大的 D(Γ)中的公式,其中,Γ={A→B,A*}. 

从命题 3.1 可以看出,GMP 问题(2)的最优解 B*除了要求 A→B 全力支持 A*→B*以外,还要求 A*→B*也最大

可能地支持 A→B. 
定理 3.1(解的存在性定理). 由定义 3.1 给出的 GMP 问题(2)的最优解 B*一定存在,并且 B*=A*∧(A→B)就是

它的一个解. 
证明:只需验证 B*=A*∧(A→B)是 GMP 问题(2)的最优解即可.首先,B*∈D(Γ)是显然的.其次,容易证明下面的

可证等价式: 
A*→((A→B)∧A*)~(A*→(A→B))∧(A*→A*). 

再注意到 A*→A*是重言式(定理),则由命题 2.7 可得 
sust(A→B,A*→B*)=sust(A→B,A*→(A→B)∧A*) 

=sust(A→B,A*→(A→B))＝τ((A→B)→(A*→(A→B)))=1. 
最后,我们来证明在所有满足式(7)的公式中,B*=A*∧(A→B)使得ξ(A→B,A*→B*)的取值最大.设 C*是 D(Γ)中

满足 sust(A→B,A*→C*)=1 的任一公式,下证ξ(A→B,A*→B*)≥ξ(A→B,A*→C*),由式(8)可知,只需证明 
sust(A*→B*,A→B)≥sust(A*→C*,A→B). 

事实上,sust(A*→C*,A→B)=τ((A*→C*)→(A→B)),再由定义 2.1、命题 1.1 以及 A*→A*∧(A→B)≈(A*→(A→B))
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易得 
 sust(A*→B*,A→B)=τ((A*→A*∧(A→B))→(A→B))=τ((A*→(A→B))→(A→B)) (9) 

因为 C*∈D(Γ),其中Γ={A→B,A*},即Γ|−C*,由演绎定理不难证明|−A*∧(A→B)→C*成立,从而 A*∧(A→B)→C*

是重言式,又 A*∧(A→B)→C*≈(A*→C*)∨((A→B)→C*),从而对任意的 v∈Ω,恒有 
 max{v(A*→C*),v((A→B)→C*)}=1 (10) 

下面证明一个重要事实:∀v∈Ω, 
 v((A*→(A→B))→(A→B))≥v((A*→C*)→(A→B)) (11) 

若 v(A→B)≤v(C*),则 
 v((A*→(A→B))→(A→B))=v(A*→(A→B))→v(A→B)≥v(A*→C*)→v(A→B)=v((A*→C*)→(A→B)) (12) 

若 v(A→B)>v(C*),则由式(10)可知,只能有 v(A*→C*)=1,从而仍然有 
v((A*→(A→B))→(A→B))≥v(A*→C*)→v(A→B)). 

即式(11)对∀v∈Ω都成立,由式(11)及定义 1.1 直接可得 
τ((A*→(A→B))→(A→B))≥τ((A*→C*)→(A→B)). 

定理得证. □ 
定理 3.2. 在 GMP 问题(2)中,若 A*=A,则 B*=B 就是它的一个最优解. 
证明:设 A*=A 成立,则此时Γ={A→B,A},由 MP 规则可知 B∈D(Γ),令 B*=B,则显然有:sust(A→B,A*→B*)= 

sust(A*→B*,A→B)=sust(A→B,A→B)=1,且同时达到最大值.即 B*=B 就是 GMP 问题(2)的一个最优解. □ 
定理 3.3. 若 A*=A,B*∈D(Γ),则 B*是 GMP 问题(2)的最优解当且仅当 

ξ(A→B,A*→B*)=1. 
此定理的证明利用定理 3.2 容易给出.另外,下面的命题是显然的: 
命题 3.2. 若 C*是 GMP 问题(2)的一个最优解,B*≈C*,则 B*也是 GMP 问题(2)的一个最优解. 

4   基于支持度理论的 CGMP(collective generalized modus ponens)问题的最优解 

为了研究模糊推理的非模糊形式,文献[1]中曾给出如下的与模糊推理形式更接近的模型: 

 *

*

           
                  ,

                  

i

i

A B
A

B

→已知

给定

定义

 1,2,...,i n=  (13) 

在模型(13)中,结论 B*是由大前提 Ai→B(i=1,2,…,n)和小前提 ∗
iA (i=1,2,…,n)构成的序对集{Ai→B, ∗

iA }(i=1, 

2,…,n)集体决定的,因此我们称此推理模型为集体广义 MP 问题(简称 CGMP 问题). 

定义 4.1. CGMP 问题(13)的最优解 B*是∩
n

i
iD

1
)(

=

Γ 中满足下列条件: 

1),( =→→ ∗∗ BABAsust ii ,i=1,2,…,n, 

且使得∀i∈{1,2,…,n}, ),( BABA ii →→ ∗∗ξ 都取值最大.其中,Γi={Ai→B, ∗
iA },∩

n

i
iD

1
)(

=

Γ 为Γi={Ai→B, ∗
iA }(i=1,2,…, 

n)的公共推论. 
与命题 3.1 的推导方法类似,可以得出: 

命题 4.1. CGMP 问题(13)的最优解 B*是∩
n

i
iD

1
)(

=

Γ 中满足下列条件: 

1),( =→→ ∗∗ BABAsust ii ,i=1,2,…,n, 

且使得∀i∈{1,2,…,n}, ),( BABAsust ii →→ ∗∗ 都取值最大 .其中 ,Γi={Ai→B, ∗
iA }(i=1,2,…,n),∩

n

i
iD

1
)(

=

Γ 为Γi={Ai→ 

B, ∗
iA }的公共推论. 
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定理 4.1. CGMP 问题(13)的最优解 B*一定存在. 
证明:令 I={i=1,2,…,n},由第 3 节的知识已经知道:对任意的 i∈I,广义 MP 问题 

 *

*

           
                    ,

                   

i

i

i

A B
A

B

→已知

给定

定义

1,2,...,i n=  (14) 

的最优解一定存在,且 ∗
iB = )( BAA ii →∧∗ 就是它的一个最优解.令 ∗

∈

∗ ∨= iIi
BB ,下面证明 B*为 CGMP 问题的一个

最优解. 

首先,由 ( )i iB D Γ∗ ∈ (i=1,2,…,n),容易证明 B*∈∩
n

i
iD

1
)(

=

Γ . 

其次,由 ∗
iB 的定义可知, 1),( =→→ ∗∗

iii BABAsust ,对每个 i∈I 都成立,从而不难证明 

1),( =→→ ∗∗ BABAsust ii ,i∈I. 

最后证明 B*是∩
n

i
iD

1
)(

=

Γ 中使得所有 ),( BABAsust ii →→ ∗∗ 都取值最大的公式. 

设 C*是∩
n

i
iD

1
)(

=

Γ 中满足 1),( =→→ ∗∗ CABAsust ii 的任一公式,i∈I. 

下面证明 ),( BABAsust ii →→ ∗∗ ≥ ),( BACAsust ii →→ ∗∗ ,i∈I. 

因为 ),( BABAsust ii →→ ∗∗ = ),( BABAsust iiIii →∨→ ∗

∈

∗ = ))()(( BABA iiIii →→∨→ ∗

∈

∗τ , 

且 ),( BACAsust ii →→ ∗∗ = ))()(( BACA ii →→→ ∗∗τ ,又下面的事实成立: 

∀v∈Ω, ≥→→∨→ ∗

∈

∗ ))()(( BABAv iiIii (( ) ( )),i iv A C A B∗ ∗→ → →  

因此就有 ))()(( BABA iiIii →→∨→ ∗

∈

∗τ ≥ ))()(( BACA ii →→→ ∗∗τ , 

即 ),( BABAsust ii →→ ∗∗ ≥ ),( BACAsust ii →→ ∗∗ 对每个 i∈I 都成立.定理得证.  □ 

由定理 4.1 的证明过程不难得出下面的定理: 

定理 4.2. 若 B*≈ ))((
1

BAA ii

n

i
→∧∨ ∗

=
,则 B*就是 CGMP 问题(13)的一个最优解. 

5   结束语 

本文通过将模糊推理形式化的方法将其移植到经典命题逻辑系统中,把 FMP 问题转化为 GMP 问题,并基

于支持度的思想引入了 GMP 问题以及 CGMP 问题的一种新型最优求解机制,证明了最优解的存在性.文献[10]
研究了模糊推理的一致形式,并基于正则蕴涵算子给出 FMP 问题统一的三-I 求解公式如下: 

* *( ) sup{ ( ) ( ( ) ( )},  ,
x X

B y A x A x B y y Y
∈

= ⊗ → ∈  

其中,A,A*和 B,B*分别为 X,Y 上的模糊集,→:[0,1]2→[0,1]是某正则蕴涵算子,⊗:[0,1]2→[0,1]是与之对应的 T-模.
由于上述表达式对每个 y∈Y 都一样,如果略去这个 y 不写,就有 

 })(()({sup ** BxAxAB
Xx

→⊗=
∈

 (15) 

另外,设 A,B∈F(S),若令 A⊗B=¬(A→¬B),则容易看出:A⊗B=A∧B,再令 X={1,2,…,n},并把 *, ii AA 分别写成

A(X),A*(X),把
n

i 1=
∨ 写成

Xx∈
sup ,则定理 4.2 中给出的 CGMP 问题的最优解可写成 })(()({sup ** BxAxAB

Xx
→⊗≈

∈
,与 FMP 

的表达式(15)完全相同.这表明在经典命题逻辑中存在着与模糊逻辑完全相似的推理机制.由于本文为 GMP 问

题提供的解法是程度化了的,这就为求解的算法实现奠定了基础.本文的方法还可推广到多重 GMP 问题以及多

值命题逻辑的情形,对此我们将另文讨论. 
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