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Abstract:  The elliptic curves over a finite field with q elements are constructed. Let l be a prime, it is proved in 
this paper that if the equation U2−D(x)V2=ε(x−a)l defined over GF(q)[x] has a primitive solution over GF(q)[x], 
where D(x)∈GF(q)[x] is a monic squarefree degree three polynomial, then the elliptic curve y2=D(x) has a point (a,b) 
with order l. This result provides an algorithm on constructing elliptic curves with a point of the prescribed order. 
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摘  要: 考虑有限域上椭圆曲线的构造.设 q是一个奇素数的方幂,l是一个素数.证明了,如果 GF(q)[x]上的方程
U2−D(x)V2=ε(x−a)l有本原解,其中,D(x)∈GF(q)[x]是一个首 1三次无平方因子的多项式,则椭圆曲线 y2=D(x)上的
点(a,b)的阶是 l.由此,给出了一种构造具有给定阶点的椭圆曲线的算法. 
关键词: 椭圆曲线;二次函数域;公钥密码;不定方程 
中图法分类号: TP309   文献标识码: A 

椭圆曲线密码体制是基于椭圆曲线离散对数问题的公钥密码体制.椭圆曲线密码体制最早于 1985 年由
Miller和 Koblitz分别提出.由于这种公钥密码体制在速度和密钥长度上具有明显的优越性,所以,近年来受到人
们广泛的关注.人们对这种密码体制做了大量的研究,其中,关于它的实现研究是一个重点内容. 

为了实现椭圆曲线密码体制,人们首先要找到一条椭圆曲线 E,使得它上面的点的个数足够多,然后再在上
面找到一个阶数足够大的点 P∈E作为生成元,构造一个 Diffi-Hellman密码体系.本文将从一个关于多项式变量
的不定方程出发,给出构造具有给定素数阶点的椭圆曲线的算法. 

1   主要结果叙述 

设 q 是一个奇素数的方幂,GF(q)是具有 q 个元素的有限域,R=GF(q)[x]是 GF(q)上未定元 x 的多项式环. 
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GF(q)上的椭圆曲线 E 是符合方程 y2=D(x)的 GF(q)2上的点全体再添加上一个无穷远点 O 构成的射影曲线,其
中,D(x)是一个GF(q)上的首 1三次无平方因子多项式.椭圆曲线上的点对于用弦切律定义的加法构成一个Abel
群,叫作 Mordell-Weil群,这个群的单位元就是无穷远点 O. 

多项式环 R=GF(q)[x]的分式域 k=GF(q)(x)称为有理函数域.如果D(x)是一个如前所述的多项式,则 k的二次
扩域 K=k(α)是一个虚二次代数函数域,其中α2=D(x).易见 K是椭圆曲线 E的函数域,其 1次素除子与 E的 GF(q)
有理点一一对应.R在 K中的整闭包称为 K的整函数环,记为 OK.OK中全体分式理想构成一个群 I(D(x)),叫做 K
的分式理想群 ;OK 中全体主分式理想构成一个群 P(D(x)),叫做 K 的主分式理想子群 .商群 H(D(x))= 
I(D(x))/P(D(x))称为 K的理想类群.K的理想类群的阶是一个正整数,称为 K的理想类数,记为 h(D(x)). 

我们知道:K的理想类群同构于 K的除子类群的一个商群,而 K又是椭圆曲线 E的函数域,因此,它的除子类
群同构于 E的Mordell-Weil群[1].这就告诉我们:如果我们有了一个理想类群中含有给定阶元的虚二次代数函数
域 K=k(α),其中,D(x)是一个无平方因子的三次多项式,且α2=D(x),则我们就可以找到一条椭圆曲线,使得它的一
个点具有给定的阶.文献[2]给出了二次代数函数域的理想类群含有给定阶元的一个充分必要条件.借助这个条
件,我们给出以下定理: 

定理 1. 设 D(x)是 GF(q)[x]中的一个三次首 1无平方因子多项式,a∈GF(q)×,l是一个素数.如果关于未知量
U,V的不定方程 

U2−D(x)V2=(x−a)l 
在 GF(q)[x]上有本原解,即有多项式 U(x),V(x)∈GF(q)[x],符合(U(x),V(x))=1,使得 

U(x)2−D(x)V(x)2=(x−a)l, 
则 GF(q)上椭圆曲线 E:y2=D(x)上有一个 l阶点 P=(a,b),其中,b是 GF(q)中一个符合方程 b2=D(a)的数. 

从这个定理出发,我们就可以给出一个构造GF(q)上具有 l阶点的椭圆曲线的以下算法,而且,此算法还可以
具体给出这个 l 阶点.算法描述中的符合 A←RB 表示由集合 B 中随机取一个元素赋值于变量 A;A←b 表示把表
达式 b的值赋给变量 A. 

算法 1. 第 1步:a←RGF(q)×; 
       第 2步:U(x)←RGF(q)[x]; 
       第 3步:Vm(x)←U(x)2−(x−a)l; 

第 4步:作分解 Vm(x)=V(x)2D(x); 
第 5步:(1) 如果D(x)是一个三次无平方因子的多项式,则返回曲线 y2=D(x)以及曲线上的点(a,b)(其

中,b2=D(a))并停止; 
(2) 不然,从第 1步再重新开始. 

2   定理 1的证明 

由定理的条件,D(x)是一个首 1 三次无平方因子的多项式,则在 k 上添加 D(x)的平方根α得到的域 K=k(α)
是一个虚二次代数函数域.由于 k的无穷除子∞=(1/T)在 K中完全分歧,故而 K又称为是分歧虚二次代数函数域,
易见 k的常数域 GF(q)在 K中的扩张还是 GF(q).由于 a∈GF(q)×,因此,x−a是 GF(q)[x]中的一个一次不可约多项
式,即 p=〈x−a〉是 OK中的一个一次素理想,而 p 所决定的 k 的素除子是一个一次素除子.设 l 是一个素数,如果 
方程 

U2−V2D(x)=(x−a)l 
在 GF(q)[x]中有解,即有多项式 U(x),V(x)∈GF(q)[x],使得 
 U(x)2−V(x)2D(x)=(x−a)l (1) 

首先一点我们知道,存在 GF(q)×中的一个元素 b,使得 
 D(x)≡b2(mod x−a) (2) 

于是,K的极小多项式 f(X)=X2−D(x)满足 
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f(X)=X2−D(x)≡X2−b2≡(X−b)(X+b)(mod x−a). 

又因为 q是奇数,故而 
(X−b)≠(X+b)(mod x−a). 

由 Kummer定理[3]可知,p在 K中分裂成两个互素的素理想的积: 
p=P⋅P*; 

其中:P=〈x−a,b+α〉,P*=〈x−a,b−α〉.把式(1)写成理想等式就有, 
(U(x)+αV(x))(U(x)−αV(x))=Pl⋅P*l. 

由于 U(x)+αV(x)和 U(x)−αV(x)互素,故而 Pl=〈U(x)+V(x)α〉或者 Pl=〈U(x)+V(x)α〉.不妨设, 
 Pl=〈U(x)+V(x)α〉 (3) 
则 P*l=〈U(x)−V(x)α〉.把式(3)写成理想类的等式(其中,A所在的理想类记为[A]),就有 

[Pl]=[〈U(x)+V(x)α〉]=[1]. 
如果我们能证明 P不是一个主理想,则我们就知道了[P]是一个阶为 l的理想类.下面我们就来证明这一点. 
我们断言 P 不是一个主理想,否则就有 A(x),B(x)∈GF(q)[x],使得 P=〈A(x)+B(x)α〉,两边取范就有 k 中理想的

等式:〈x−a〉=〈A(x)2−B(x)2α〉.写成 k中元素的等式就有 c(x−a)=A(x)2−B(x)2α,其中,c是 k中单位,即 c∈GF(q)×.这个
等式显然不能成立,因此矛盾.也就是说,P不是主理想,即[P]是一个阶为 l的理想类.在证明的过程中可见,P是一
个一次素理想.以上内容可参见文献[2]. 

下面我们来看一下 K的理想类群和除子类群的关系.令 D是 K的所有素除子为基作成的自由 Abel群,也即
K的除子群.其每个元素可以表示为 

A=ΣPPn(P)(其中,n(P)是整数), 
称为 K的一个除子.而除子的次数定义为 degA=ΣPn(P). 

用 D0(K)表示 K的全体 0次除子构成的子群,D∞(K)表示 K的全体无穷除子构成的子群.进而对于每个元素
f∈K×可以定义一个除子: 

div(f)=ΠPPv(P,f), 
称为由 f定义的主除子,其中,v(P,f)表示 f在 P处的赋值. 

设有集合 A⊂K,用 div(A)表示集合{div(f)|f∈A}.令 (K)=D0
∞D ∞(K)∩D0(K),UK是 K的单位群. 

C0(K)=D0(K)/div(K)是 K的 0次除子类群,H(D(x))是 K的理想类群,作用在 0次除子类群上的映射ψ的作用
是去掉无穷部分,则有正合列[4]: 

0→D0(K)/div(UK)→C0(K)→ψH(D(x))→0. 
在虚二次代数函数域中有 (K)={0},div(U0

∞D K)={div(f)|f∈GF(q)×}={0}.因此,C0(K)≅H(D(x)).即在ψ的作用之 

下,有ψ−1([p])=(p)−∞.于是我们知道:除子(p)−∞所在的除子类的阶是 l,而且(p)是一个一次除子. 
下面再看一下 K的除子类与曲线 E:y2=D(x)的除子类之间的关系[5],构造映射, 

ψ:D(K)→D(E), 
∞ (O), 

P (a1,b1)+(a2,b2)+…+(an,bn), 
其中:n=degP;POK=P1…Pn;Pi=(x−ai,bi+α),则ψ诱导了一个群同构, 

ψ+:D0(K)→Pic0(E). 
于是,ψ([p]−∞)=(a,b)−(O)是一个 l阶元. 
最后,我们看一下 E的除子类群和 E的 Mordell-Weil群之间的关系.椭圆曲线的群结构是由 

σ:Pic0(E)→E, 
(P)−(O) P 

诱导的[2],因此,P=(a,b)是一个 l阶点. 
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3   结  论 

本文给出的算法把构造具有特定性质的椭圆曲线归结为寻找符合特定性质的不定方程,转化了问题的难
度.但是,这种算法目前只是在理论上给出了构造椭圆曲线的一个途径,其效率等内容还有待于进一步研究.尤
其是算法的第 4 步,涉及到有限域上多项式的分解,计算量必然很大.如何改进这一算法,是我们今后工作的 
方向. 

近年来,构造椭圆曲线的方法是用椭圆曲线的复乘理论,把曲线提升到有理数域上,然后经过浮点运算计算
出有理数域上的 j-不变量,再由有理数域上的 j-不变量构造有限域上的 j-不变量,从而构造出有限域上的椭圆曲
线(见文献[6]及其后所附参考文献).这种方法计算比较有效,但缺点是我们无法事先确定有限域的特征,而且在
算法中没有具体给出一个曲线上符合要求的点.而本文给出的算法却在这两点上都可以做到. 
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