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Abstract:  This paper presents a geodesic-based constrained deformation method for polygonal mesh models. 
After a user specifies a series of constraints (which may consist of points, lines and faces), their effective radii, 
maximum displacements, scaling, and rotation angles, the method creates the deformation weights for the vertices 
of the mesh surfaces using the field values determined by the geodesic distances between the vertices and the 
constraint sources. Compared with the traditional constrained deformation model based on Euclidean distance, this 
method can avoid the undesired deformation on the regions near the constraints. Experimental results show that the 
new deformation model is both efficient and intuitive. 
Key words:  constrained deformation; geodesic path; geodesic distance; geometric modeling; polygonal mesh 
  model 

摘  要: 提出了一种基于测地线的多边形网格模型的约束变形方法.首先给定一系列的变形约束源(可以是点、线
或者面)以及约束源的有效半径及变形目标(偏移量、缩放比例、旋转轴和旋转角度),然后通过计算三角形网格的各
顶点到约束源的测地距离来确定各顶点的场值,这个场值将作为变形的权值.在基于欧氏距离的传统约束变形中,对
某一约束区域的变形往往导致对约束源附近区域不需要的变形结果,而利用测地距离来计算各点的变形权值,可以
很好地避免这种现象的出现.实验结果表明,这种变形方法是直观而且有效的. 
关键词: 约束变形;测地线;测地距离;几何建模;多边形网格模型 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

三维形状的变形是几何建模和计算机动画的一个重要工具.三维变形方法主要包括基于物理的变形和空
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间变形这两种,其中使用比较多的是空间变形方法.现在应用比较广泛的空间变形技术是由 Sederberg 和 Parry
提出的自由变形(free form deformation,简称 FFD)技术[1].之后,针对自由变形技术又有了许多改进的算法.如
Hsu 等人提出了直接操纵的 FFD 变形方法[2],但该方法的计算复杂度非常高.FFD 的方法及其各种变种为空间
变形提供了高度的控制,但使用这类方法的局限性主要在于,用户首先必须在被变形物体的周围定义一个控制
网格并规定一些控制点,然后通过操纵这些控制点去完成变形的过程.而且,这种方法只适合于对物体做粗略的
变形,不适用于对物体进行精细的变形.冯结青等人针对 B 样条曲线和曲面控制的空间变形方法,提出了面向多
边形物体的空间变形反走样方法[3].Llamas 等人用一对三维轨迹球去控制一个虚拟的变形条,可以直观地控制
物体的变形[4,5].利用拉普拉斯表面编辑的方法可以在变形的过程中保持物体的细节[6,7]. 

Borrel 等人提出了一种基于任意多个约束点的简单约束变形方法[8].这种简单约束变形方法具有局部性,
而且对用户来说又很直观.用户可以把这些约束点直接放置在被变形物体的表面,然后通过控制这些点对物体
进行变形.但是这种约束变形方法,其约束源只能是点.而对一种通用的模型来说,很自然地希望能把约束源扩
展到线、面甚至体.在 Jin等人提出的基于广义元球的一般约束变形方法中[9],约束变形的约束源被扩展为可以
包括点、线、面和体.首先,在被变形物体上指定变形的约束源(点、线、曲面或体)、约束的有效半径和变形目
标,然后,根据这些约束源计算出空间各点的场值作为变形的权重对物体进行变形.张慧等人分别用一个参考面
片和一个目标面片来定义约束变形[10].基于卷积曲面的约束变形方法[11]进一步克服了基于元球的变形中所产

生的鼓包现象. 
但是在上述约束变形方法中,对于约束源的有效范围的计算都是基于欧氏距离的,这样,在变形过程中对某

一约束区域进行变形时,往往会对附近不需要变形的区域产生一定的影响.如图 1(b)所示,当对小狗的耳朵进行
变形时,由于采用的是欧氏距离,小狗的耳朵离脸部和身体很近,不可避免地引起了脸部和身体的变形,而这样
的变形结果并不是我们所希望的.在计算机动画和几何造型领域,待变形的模型中经常会包含这些空间上直线
距离很近但是曲面上的距离又并不近的区域,比如兔子的两只耳朵之间的距离,或者一只手的 5 个手指之间的
距离.如果在进行变形时直接采用欧氏距离,必然会给周围部分带来不需要的变形.考虑到曲面上两点之间的测
地线是连接这两点的最短路径,如果采用测地距离来计算约束源的有效范围以及各顶点的场值,将可以很好地
克服在变形过程中对非变形区所产生的扭曲现象.如图 1(c)所示,对小狗耳朵的变形并不会对脸部和身体产生
影响. 

                              
 (a) Original model (b) Deformation result based on Euclidean distance  (c) Deformation result based on geodesic distance 

(a) 原始模型              (b) 采用欧氏距离的变形结果                       (c) 采用测地距离的变形结果 

Fig.1  Deformation results based on Euclidean distance and geodesic distance 
图 1  基于欧氏距离和测地距离的约束变形结果 

测地线是连接曲面上给定的两点之间的最短路径.根据计算结果的精确性,可以将网格上的测地距离的计
算方法分为两大类:精确的方法和近似的方法. 

Chen和 Han提出了一种精确计算测地线的方法[12],并且该算法由 Kaneva等人部分实现[13].Kapoor提出了
一种计算网格上给定的两顶点间的测地路径的方法[14].肖春霞等人实现了点采样曲面上的测地线的计算[15]. 
测地线的近似计算方法大都采用迭代法 [16−19],因此 ,其结果与初始的近似路径的精确性有很大关系 . 

Kimmel 和 Sethian 使用快速跟踪法(fast-marching method)近似计算网格上的测地线[20].在这种方法的基础上, 
Novotni和 Klein改进其更新步骤以获得更高的精确度[21]. 
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Surazhsky 等人在文献[22]中实现了精确计算测地线的方法,其计算结果比文献[13]快几倍.而他们所提出

的测地线的近似算法的精确性也比文献[20]要高.但是,对于我们的应用来说,文献[22]中的方法速度还不够快. 
我们希望在控制一定误差的基础上获得尽可能快的速度.在实验中发现,使用文献[21]中的方法计算出的

测地距离比文献[20]的方法更精确,而速度比文献[22]中的方法更快,比较适合于我们的需要.但是,文献[21]只
能计算单个源点到网格上各顶点的距离,而我们希望源的形状可以包括点、线或面.所以,我们对文献[21]进行了
一定的扩展,使其可以有效地计算出网格上的各个顶点到不同形状的约束源的测地距离值. 
在我们的变形方法中,用户只要指定约束源(可以是点、线或者面)、约束源的有效半径及变形目标(偏移距

离、缩放比例以及旋转轴和旋转角度),就可以通过计算多边形网格(这里,我们采用了三角形网格,其他多边形网
格可以很容易地转换为三角形网格)的各顶点到约束源的测地距离确定变形的有效范围和各顶点的变形权值
来进行变形.实验结果表明,这种变形方法是有效而且直观的.由于所采用的测地距离的计算是基于三角形网格
的,所以我们的约束变形方法是与物体表示相关的. 
本文第 1 节详细讨论网格模型上的测地距离的计算方法.第 2 节介绍基于网格的约束变形模型.第 3 节给

出一些实验结果.第 4节是结论. 

1   三角形网格表面的测地距离计算 

测地线在科学与工程的许多领域都非常有用,比如机器人的运动规划、地形漫游、模型表面的参数化等.
按照应用领域的不同,对测地线的定义也各不相同[18].其中使用最广泛的定义是将测地线看作三维模型表面两
点之间的最短路径,该路径被约束在模型的表面.曲面上两点之间的测地线的长度就是这两点之间的测地距离. 
利用以上定义,我们可以计算出模型上的一个源点到其余各点之间的测地距离.但是,在我们的应用中,希

望其源可以是点、线或面.下面给出一个扩展后的测地距离映射的定义. 

1.1   测地距离映射的定义 

假设 S 是网格模型上的源(这里,源的形状可以是点、线或曲面),设 q∈S 为源上的点,则模型上的任意点 p
到该源 S的测地距离就是从 p到 S上的最近点之间的距离.对应于一个网格表面上的某一个源 S的测地距离映
射ψ是一个 R3→R的映射,我们可以把ψ定义为 
 ψ(p)=min{||p−q||Geo:q∈S} (1) 
这里,||p−q||Geo表示点 p和 q之间的非负测地距离值. 
三角形上其他点的测地距离值可以通过插值三角形顶点处的值得到.在图 2 中给出了同一个模型上的不

同形状的源(用较粗的线条表示)及其根据式(1)所定义的测地距离映射求出来的等测地线. 

    
(a) A point                (b) An open curve              (c) A close curve                 (d) A surface 

(a) 点                    (b) 开曲线                   (c) 闭曲线                     (d) 曲面 

Fig.2  Isolines of geodesic distance generated from sources of different shapes 
图 2  各种不同形状的源及其等测地线 

1.2   测地距离的快速计算方法 

Kimmel和 Sethian使用快速跟踪法(fast-marching method)来近似计算网格上的测地线[20].将整个模型的点
分成 3个集合,已经计算好测地距离的点集 Gfixed,当前活动的点集 Gactive,还没有处理的点集 Gunprocessed.由于算法
每次都是选择具有最小距离值的点开始计算,所以整个算法能保证向整个模型传递.下面是算法的伪代码. 
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Algorithm FastMarching(G). 
Input: A graph G(v,f) of the given mesh surface M and a given shape S; 
Output: The updated weight number  of every triangular node. 

ivW

1.   for every node vi∈G { 
2.    ←+∞; 

ivW

3.  Set the flag of vi——  to unprocessed; 
ivfhp

4.  if (vi∈S) 
5.   Add vi to the minimal heap Hv, ←0, and set  to active; 

ivW
ivfhp

6. } 
7. do { 
8.  vk←pop the primitive with minimal value from Hv; 
9.  Set fhp  to fixed; 

kv

10.  for every node vj adjacent to vk { 
11.   if ( the triangle f∈G incident to vj and vk contains a vertex vm which  is fixed){ 

mvfhp

12.    Compute the distance value 
j

Wv′  for node vj; 

13.    if (
j

Wv′ < W ){ 
jv

14.     W ←W
jv jv′ ; 

15.     if ( fhp is unprocessed){ 
jv

16.      Set fhp  to active; 
jv

17.      Add vj to Hv; 
18.     } 
19.     Update Hv; 
20.    }  
21.   } 
22.  } 
23. }while (Hv=∅) 
Novotni和 Klein在此基础上改进了算法的更新步骤(算法伪代码中的第 12步)[21],得到更加精确的结果.他

们所采用方法的更新步骤是:若三角形的 3个顶点为 v1,v2和 v3,假设已经求得顶点 v1和 v2到源点的测地距离分

别为 T(v1)和 T(v2),接下来需要求出 T(v3)的值.不失一般性,假设顶点 v1,v2和 v3位于 xy平面上.分别以 v1和 v2为

圆心、T(v1)和 T(v2)为半径作圆,可以得到两个交点 o1和 o2.在这两个交点中选取离 v3较远的点为伪源点,此时,
伪源点处于三角形所在的 xy 平面上.这样,v3到该伪源点的距离就是 v3到源点的近似测地距离 T(v3),如图 3(a)
所示. 
在文献[21]中有一种特殊情形没有被讨论,即如果 v1和 v2中有一点是鞍点或边界点,则上述的更新规则可

能会不正确.例如,在图 3(b)中,顶点 v1是边界点(边界已经用灰色虚线标出),这时 o1和 v1之间的直线就不是曲面

上的有效地测地路径.对于这种情形,我们规定 T(v3)为min{T(v1)+||v1v3||,T(v2)+||v2v3||}(这里,||…||代表两顶点之间
的欧氏距离). 
另外,文献[21]中所提出的算法仅局限于单个源点的情形.如果要将源的形状扩展为包括线和曲面上的多

边形区域等情形,此时在源中就包含了多个点.在特殊情况下,T(v1)和 T(v2)之和会小于顶点 v1和 v2之间的边长,
如图 3(c)所示.这时,两个圆之间没有交点,无法确定伪源点,则上面所采用的更新方法就会失效.在这种情况下,
我们采用以下方法来近似估算 T(v3): 

• 如果 v1v2是边界边,则 T(v3)=min{T(v1)+||v1v3||,T(v2)+||v2v3||}. 
• 如果 v1v2有两个相邻三角形∆v0v1v2和∆v1v2v3,如图 3(d)所示,则将这两个三角形都变换到 xy平面上.T(v3)
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用下式计算: 

T(v3)=min{T(v0)+||v0v3||,T(v1)+||v1v3||,T(v2)+||v2v3||}. 
 
 
 
 
 
 

v0 

v1 v2 
v1 v2

o1

v3

v2v1v1 

o2 

o1 

v3 

v2 

(a)                       (b)                         (c)                         (d) 

Fig.3  Computing the geodesic distance of T(v3) 
图 3  计算测地距离 T(v3) 

从以上论述也可以看出,由于我们对测地距离的计算采用的是迭代的方法,所以只适合于模型为流形的情
形.当模型为非流形时,在计算测地距离时将不能遍历所有的三角形.对于这种情形,我们可以先对模型进行预
处理,将模型封闭. 

2   三角形网格模型的约束变形 

三角形网格模型的约束变形的基本思想是,首先由用户给出变形的约束源(可以是模型上的点、线或者面)、
约束的有效半径R及变形目标(偏移、缩放以及旋转),然后根据模型上各顶点到约束源的距离(这里为测地距离)
来确定各点处的变形权值进行变形.在第 1 节我们已经介绍了模型上各点到约束源的测地距离的计算方法,利
用测地距离值来计算约束的有效半径 R 可以很好地避免在非变形区产生的扭曲现象.下面我们将介绍如何计
算各顶点的基于测地距离的场值,并给出变形模型的定义. 

2.1   势函数的确定 

首先需要为约束源 S 定义一个势函数.由于已经确定了约束的有效半径 R,也就是说,只有到 S 的测地距离
值小于 R的点才会产生变形,而到 S的测地距离值大于 R的点将不受影响.所以从理论上来说,任何帽子函数都
可以定义为所需要的势函数.在这里,我们采用了 Myvill的六次多项式作为势函数[23], 
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在上式中,r 表示模型上的点与约束源 S 的测地距离,R 是约束的有效半径,f(r,R)是相对于 S 的势函数.对于
网格模型上的任意点 p,利用式(2)可以计算出其场值 fp(r,R),作为该点处变形的权值. 

2.2   变形模型的定义 

给定了的势函数定义之后,我们就可以定义约束变形模型,包括平移、旋转和缩放. 
2.2.1   平移变形 
假设 p=(x,y,z)是模型上的点,d(dx,dy,dz)是相对于约束源 S的最大偏移量,fp(r,R)是约束源 S在点 p处的势函

数值.Displacement(p)是平移变形映射,则有以下计算公式: 
 Displacement(p)=p+d×fp(r,R) (3) 
根据式(2)的定义,显然,当点 p 与约束源 S 的测地距离大于或等于有效半径 R 时,Displacement(p)=p,即点 p

不受变形影响;当点 p恰好处于约束源 S上时,Displacement(p)=p+d,即在该点处获得最大的偏移量.如图 4 所示
是几种不同形状的约束源对同一个长方体模型的平移变形结果. 
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(a) Original model            (b) A point source           (c) A curve source          (d) A surface source 

  (a) 原始模型                (b) 点源                  (c) 线源                  (d) 面源 

Fig.4  Deformation results by displacement 
图 4  平移变形的结果 

2.2.2   旋转变形 
要想让模型能够对任意旋转轴做旋转变形,比较简单的方法是先在约束源 S 处建立一个局部坐标系统,然

后将模型变换到该局部坐标系中进行旋转变换,最后再将局部坐标系变换回全局坐标系统. 
要表示物体的旋转,可以采用欧拉变换.但是采用欧拉变换可能会带来万向节死锁(gimbal lock)的问题,所

以我们采用了四元数法.假设要让空间点 p 绕单位轴 u 旋转 2θ角度,则有单位四元数 q=(sinθu,cosθ)=(x,y,z,w),
旋转矩阵 R(2θ)可以由下式决定[24]: 
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对于约束变形的问题,假设约束源为 S,要绕轴 u旋转 2θ角度进行变形,则对模型上点的旋转变形公式如下: 
 Rotation(p)=R(2θ×fp(r,R))×p (4) 
其中,fp(r,R)是约束源 S在点 p处的场值. 
图 5(a)~图 5(c)所示是针对同一个长方体模型在不同方向上的旋转变形的结果.从图 5(b)可以看出,当有效

半径 R足够大时,整个物体都会受到变形的影响. 

          
 (a) Displacement and rotation           (b) Twist                   (c) Bend                      (d) Scale 

(a) 平移加旋转                 (b) 扭曲                   (c) 弯曲                      (d) 缩放 

Fig.5  Deformation results by rotation and scale 
图 5  旋转和缩放变形的结果 

2.2.3   缩放变形 
缩放变形是比较简单的变形方式.假设在约束源处的最大缩放比例为 s(sx,sy,sz),则对模型上的任意点 p 的

缩放变形公式如下: 
 Scale(p)=p+(sx−1,sy−1,sz−1)×fp(r,R)×p (5) 
图 5(d)所示是对长方体模型的半边进行缩小的结果. 
前面我们分别讨论了针对平移、旋转和缩放的约束变形的计算.这 3 种变形可以各自独立进行,也可以相

互复合以得到用户所需要的变形效果.实际上,可以将各种变换都统一表达为矩阵的形式.这样,如果要进行复
合变形,即在一次变形操作中同时包含不同类型的变形,则可以通过先计算变形的复合矩阵来提高计算的效率. 

2.3   算法的加速 

前面我们在计算测地距离时,针对约束源计算了所有顶点的测地距离.实际上,由于约束变形具有局部性,
模型上在有效影响范围之外的点将不受变形影响,所以,可以考虑只计算局部范围(变形的有效范围)的测地距
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离.我们采用以下方法来实现测地距离的局部计算:首先由用户在模型中指定变形的边界,在计算中就将该边界
作为测地距离的计算边界.如果在计算过程中,算法传递到用户指定的边界,则不再向外传递.这个加速的实现
只需在测地距离算法的第 15步加上适当的判断条件即可.从表 1中给出的数据可以知道,使用局部测地距离的
计算方法可以极大地减少计算所需的时间,从而加速变形的过程. 

Table 1  Deformation time 
表 1  变形时间 

Time cost for calculating 
geodesic distance (s) Model Times of deformation Triangle

number
Global calculation Local calculation 

Time cost for 
deformation (s) 

Dragon 1 118 732 0.609 0.062 0.031 
Stretch 1 0.015 
Bend 1 0.016 Bunny 
Twist 1 

69 451 0.359 0.015 
0.015 

Thumb rotation 1 0.000 
Thumb rotation 2 0.062 0.016 0.000 

Forefinger rotation 1 0.000 
Forefinger rotation 2 0.000 
Forefinger rotation 3 

0.062 0.000 
0.000 

Forefinger displacement 1 0.063 0.000 0.000 

Hand 7 

Forefinger displacement 2 

12 750

0.063 0.000 0.000 

注:表 1 中时间数据为 0 的地方是由于程序无法检测到时间的消耗.对兔子模型的 3 种变形都采用了同一
约束源和约束半径,所以只给出一组测地距离的计算时间.在对手指的变形过程中,如果几次变形采用了同一约
束源,则对测地距离的计算只需做 1次. 

3   实验结果 

我们在奔腾 IV 2.4GHz,512M 内存的 PC 机上实现了基于测地距离的多边形网格模型的约束变形方法.实
验表明,当模型的三角片数目在 10 万个以下时,系统基本上能达到实时的效果,使用局部计算来加速则速度更
快.图 6(d)所示是对龙模型的上颚进行局部变形的结果,在图 6(b)中显示出约束源为点源,位于龙模型的鼻尖上,
在图 6(c)中用深色标出了约束的有效范围. 

       
 (a) Original model        (b) Point constraint source    (c) Effective constraint range     (d) Deformation result 
  (a) 原始模型                 (b) 点约束源            (c) 约束的有效范围              (d) 变形结果 

Fig.6  Constrained deformation results for the Dragon model 
图 6  对龙模型的局部约束变形结果  

图 7 所示是对兔子模型进行约束变形的结果,其中,图 7(a)所示是原始模型,图 7(b)显示了约束源的位置及
约束的有效范围,图 7(c)~图 7(e)所示是对兔子模型的左耳分别进行拉伸、弯曲和扭曲的结果.从图中可以看出,
左耳的变形对右耳不产生影响.图 8 所示是将一个手模型的大拇指和食指进行弯曲变形的结果.虽然可以很简
单地对大拇指和食指各做一次旋转让其弯曲,但是,为了能够很好地表现出指关节的存在,实际上我们对手指的
各指节所采用的旋转角度是不同的.图 8(b)所示是对原始模型经过 7 次变形才达到的效果.其中,对拇指取同一
约束源(约束源为点源,在大拇指的指尖上)、不同有效范围和旋转角度做了 2次旋转变形;对食指取同一约束源
(约束源为点源,在食指的指尖上)、不同有效范围和旋转角度做了 3次旋转变形;另外,又对食指中节的上下两面
(取约束源在各面的中心)各做了 1次极小偏移量的平移操作,以避免整个食指中节呈弧状弯曲.从图 8(b)中可以
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看出,对大拇指和食指的变形并没有影响到其余的手指,这在其他的基于欧氏距离的变形方法中是很难达到的.
在表 1中统计了对各模型进行变形和计算测地距离所花费的时间. 

     
(a)                     (b)                  (c)                    (d)                      (e) 

Fig.7  Constrained deformation results for the Bunny model 
图 7  对兔子模型的局部约束变形结果 

   
 (a)                      (b) 

Fig.8  Constrained deformation result for the hand 
图 8  对手模型的局部约束变形结果 

4   结  论 

本文介绍了利用测地距离对多边形网格模型进行约束变形的方法.给定约束源,我们首先计算网格上的点
到约束源的测地距离;然后根据定义的变形模型确定网格上的点的变形权值,这里所使用的变形模型是基于测
地距离的.在变形过程中,由于约束变形具有局部性质,我们可以使用局部计算测地距离的方法来加速计算的过
程.我们计算测地距离的方法是在文献[21]的基础上进行扩展的,改进后的算法能够处理一些原始算法所不能
解决的问题,如计算过程中出现边界点和鞍点的问题、多源问题等.我们使用的测地距离计算方法是一种近似
计算方法,在保证一定精确性的基础上可以达到较快的速度. 
我们的约束变形模型包括了偏移、旋转和缩放等各种情形,变形结果非常直观.在我们完成的系统中,用户

可以直接用鼠标在模型上选择变形的约束源、输入约束的有效半径及变形目标,系统自动产生变形的结果.实
验结果表明,利用这种方法进行变形能够很好地避免经典变形方法在非变形区产生的扭曲现象. 
虽然约束变形的方法本身与物体表示无关,但由于我们所采用的测地线的计算是基于网格的,所以变形对

象受到了限制.在下一步的工作中,我们将尝试把该变形模型扩展到其他类型的曲面(如参数曲面)上. 
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