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Abstract:  To attack the weak points of the state-of-the-art, this paper shows how to analyze mission reliability of 
the generalized PMS with random phases duration and Markov regenerative intraphase processes. These generalized 
PMS are modeled under a simple and practical 5-tuple analysis model. This paper proves that the underlying 
intraphase processes are Markov regenerative processes and shows how to compute the conditional transient 
occupation probability matrix for each phase. Then it shows how to use these matrices to compute mission 
reliability of the generalized PMS. Using Laplace transformation can simplify the whole analysis process. Equipped 
with the analysis model, reliability of the generalized PMS can be efficiently analyzed. 
Key words:  phased mission systems (PMS); reliability analysis; homogeneous Markov pocess; Markov 

regenerative process; Laplace transformation 

摘  要: 研究一般 PMS 的任务可靠性分析.首先给出一个五元组分析模型,该模型能够有效描述阶段持续时间是
随机分布的、阶段内行为特性符合马尔可夫再生过程的一般 PMS;为了降低计算复杂度,分析模型的求解过程由两
个步骤组成,首先利用马尔可夫再生过程理论,给出一般 PMS 的阶段内随机过程分析公式和简化计算方法;然后给
出一般 PMS 任务可靠性分析公式和简化计算方法.应用该分析模型和求解方法,可以有效地对一般 PMS 进行可靠
性分析. 
关键词: 阶段任务系统;可靠性分析;齐次马尔可夫过程;马尔可夫再生过程; Laplace变换 
中图法分类号: TP316   文献标识码: A 

阶段任务系统(phased mission systems,简称 PMS)是一类应用非常广泛的系统.PMS 通过按序执行一系列
作业(task),从而完成预定的系统任务(mission),由此,PMS的整个操作生命周期是由非交叉的阶段(phase)序列构
成.通常在一个特定的阶段中,系统经受的环境压力和执行的阶段作业是与其他阶段不同的,因此,系统的可靠
性参数(包括维修率和失效率等)和可靠性需求对于不同的阶段是不同的.为了完成预定的任务,PMS 就需要不
断改变自身配置以与正在执行的阶段的性能和可靠性要求进行匹配,如果匹配不成功,整个系统就失效,后续的
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阶段就不能执行,从而任务就不能完成. 
对 PMS 的任务可靠性分析就是计算在预定时间内系统执行完毕所有的阶段作业完成阶段任务的概率.由

于 PMS经常被配置到关键应用(critical application)中,特别是航天和军用装备领域,其任务可靠性分析就成为一
个重要的问题;同时,由于 PMS 在运行过程中配置和可靠性参数都不断发生变化,这种变化使得 PMS 的任务可
靠性分析很困难. 
分析 PMS 的任务可靠性的方法可以分成两类:基于状态空间的动态分析方法[1−9]和基于组合模型的静态

分析方法[10,11].为了获得实用、可行的任务可靠性分析方法,人们通常对实际 PMS进行各种假定,比如在静态分
析中,人们通常假定目标 PMS中各个部件的失效行为是相互独立且不可维修的.对于实际存在的大量阶段内部
件失效行为相互依赖的可维修 PMS,静态分析方法都不能够很好地加以处理,所以,该类分析方法只被用于处理
简单的 PMS 或者对复杂 PMS 进行初步分析,而对复杂的 PMS 进行可信度较高的分析都是基于状态空间的动
态分析方法.在动态分析方法中,人们通常假定目标 PMS 的阶段持续时间是确定的,阶段内行为是符合齐次马
尔可夫过程特性的.这些假定可以极大地简化目标 PMS 的任务可靠性分析.但是,对于实际存在的大量不满足
上述假定的更一般的 PMS,即具有随机分布的阶段持续时间和非指数分布的活动的 PMS,已有的方法都无能 
为力. 
本文采用基于状态空间的动态分析方法来对一般 PMS进行任务可靠性分析.这类 PMS的阶段持续时间是

随机分布的而不是确定的,阶段内行为符合马尔可夫再生过程(Markov regenerative process,简称 MRP)而不是
齐次马尔可夫过程,从而允许各个阶段内各种活动所消耗的时间可以满足指数分布、确定分布或者更一般的分
布.本文的主要贡献有如下几点:(1) 定义了一个五元组分析模型,该模型能够有效地描述阶段持续时间是随机
分布的,阶段内行为特性符合马尔可夫再生过程的一般 PMS;(2) 证明了该分析模型所刻画的 PMS阶段内随机
过程是 MRP,并且讨论了其有效求解的方法;(3) 推导了一般 PMS 任务可靠性分析公式,并利用 Laplace 变换给
出了任务可靠性的简化计算方法. 
本文第 1 节分析相关工作,并与我们的工作进行比较.第 2 节给出一个应用实例.第 3 节定义一个五元组分

析模型.第 4节给出 PMS阶段内随机过程分析方法和任务可靠性分析方法.第 5节针对不同的实际 PMS讨论分
析模型的应用.最后是总结及下一步工作展望. 

1   相关工作 

基于状态空间的分析模型能够完整、准确地表述可维修 PMS的动态行为和系统部件在 PMS运行过程中
的各种依赖关系,所以,对于利用这类分析模型分析复杂 PMS 的任务可靠性得到了广泛的研究.通常,为了获得
实用、可行的任务可靠性分析方法,人们对目标 PMS的阶段持续时间和阶段内行为进行一些假定. 
比如在阶段持续时间方面,文献[1−5]分析的目标 PMS 的阶段持续时间是确定的.显然,分析确定阶段持续

时间 PMS比分析随机阶段持续时间 PMS要简单,而且确实存在确定阶段持续时间 PMS,比如航天器 PMS的各
个阶段(如发射、升空、巡航、着陆)的持续时间都是预先设计好的.但是,现实中还存在大量的 PMS,这些系统
的阶段持续时间不是预先设计好的,阶段执行是由某些不可预测的事件触发的,阶段的开始时间和结束时间是
未知的,所以,对于这些 PMS 的阶段持续时间,实际上是随机分布的.指数分布由于长尾性(long tail)一般不用于
刻画阶段持续时间分布.对于一般的随机阶段持续时间分布,文献[6,7]并没有给出 PMS 任务可靠性分析公式,
而是利用近似方法或者数值分析方法直接计算可靠性结果.文献[8]在阶段内随机过程是齐次马尔可夫过程的
条件下推导了阶段持续时间分布为一般分布的 PMS任务可靠性分析公式. 
在阶段内行为方面,文献[1−6,8]的研究工作都假定阶段内随机过程是齐次马尔可夫过程,即各个阶段内所

有活动所消耗的时间都必须满足指数分布.由于对齐次马尔可夫过程存在成熟而有效的数学分析方法,所以,这
种假定可以极大地简化 PMS的任务可靠性分析.然而大部分实际的 PMS系统都存在非指数分布的活动,一个典
型的例子就是维修活动.为了允许阶段内随机过程是更一般的随机过程,文献[7]允许各个阶段内活动所消耗的
时间指数分布具有全局时间依赖的参数,从而为整个 PMS构造了一个连续参数的非齐次马尔可夫过程.但是该
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方法的计算代价太大,只能用于极其简单的 PMS. 
在已有的研究工作中,只有文献[9]与我们的工作最接近,同时考虑了阶段内随机过程是一般的随机过程和

阶段持续时间是随机分布的两种情况.文献[9]利用马尔可夫再生随机 Petri 网(Markov regenerative stochastic 
petri nets,简称MRSPN)刻画一般 PMS的动态行为,通过 PMS的阶段结构找出各个再生点,再利用这些再生点构
造一个巨大的 MRP 描述 PMS 整个生命周期中的行为,通过求解该 MRP 对 PMS 的任务可靠性进行分析.这种
方法存在两大问题:1) 没有很好地考虑如何缓解在建模过程中产生的状态爆炸问题;2) 由于 MRP 特有的第二
类 Volerra积分形式 V(t)=E(t)+dK*V(t)求解很困难,广泛应用MRP会导致严重的模型求解问题,使得模型只能应
用于简单 PMS.与他们的工作比较,我们的分析工作不是基于复杂的 MRSPN,而是基于一个简单的五元组分析
模型.在设计该分析模型的过程中,我们采用了状态空间压缩编码和分支矩阵方法,能够更好地缓解状态爆炸问
题.同时,在模型求解过程中,只在阶段内过程分析中采用了MRP方法并采用 Laplace变换简化计算,对于任务可
靠性分析推导了更为简单的卷积分公式,并进一步利用 Laplace变换简化计算,从而使得我们的分析模型和分析
方法更为有效、实用. 

2   实例系统 

我们考虑一个 PMS,见表 1,它有 4个阶段,各个阶段的持续时间是随机分布的.该 PMS配备有 4个相同的相
互冗余的处理器.对应每个给定的阶段 PMS 有运行配置,cfg 是指活动处理器的个数,不用的处理器可以作为冷
备份.所有活动处理器都可能会出现故障,而处于冷备份的处理器不会出现故障,活动处理器失效行为是独立的
并且失效分布函数是指数分布(λ=0.001).虽然在不同的阶段内处理器的失效率可能是不同的,但是在一个指定
的阶段内其失效率是固定不变的.当一个活动处理器失效之后,备份处理器就被激活以代替失效的处理器,使得
系统配置保持运行配置.接替行为所需的时间是可以忽略的,并且总是成功.失效处理器在确定时间τ=1h内被修
复,修复后的处理器可以根据实际情况被激活或者成为冷备份.如果失效的处理器过多,使得 PMS 不能够获得
运行配置,则 PMS失效. 

Table 1  Parameters of the example PMS 
表 1  PMS实例的参数 

Phase Distribution Parameter value Mean value Running configuration Failure rate 
1 Deterministic with value d 100 100 cfg=3 2λ 
2 Negative exponential with rate λ2 0.000 5 200 cfg=2 λ 
3 2-stage Erlang with rate λ3 0.025 40 cfg=3 5λ 
4 Uniform within time window [a,b] a=5,b=10 7.5 cfg=3 2λ 

3   分析模型 

在本文中,我们研究的是阶段持续时间是随机分布的并且阶段内行为(具体指的是失效行为和修复行为)允
许是一般随机分布的一般 PMS.本节利用一个五元组分析模型来有效地刻画这类 PMS. 
通常设计一个模型需要在表达能力和可求解性两者之间进行权衡,我们需要扩充模型允许阶段持续时间

是随机的并且阶段内行为是一般随机分布的,同时,为了保证模型能够被有效地求解,我们需要对系统的行为进
行一定的约束,即模型假设.另外,基于状态空间的分析模型中一个不可回避的问题就是状态空间爆炸,在设计
模型的过程中必须要采用有效的措施来延缓状态爆炸. 

3.1   模型假设 

每个模型都有其适用范围,明确地给出模型假设有利于模型的研究和比较.比如文献[1−8]或者假设目标
PMS的阶段持续时间是确定的;或者假设阶段内随机过程是齐次马尔可夫过程.与他们的分析模型相比,我们的
分析模型对一般 PMS的行为采用了更弱的模型假设. 
假设 1. 对于任意 s1,s2,s3,s4∈S,t1>t2>t3≥0,prob{T(s1,s2,t1)|E(s1,t2)∧S(s3,t3)}=prob{T(s1,s2,t1)|E(s1,t2)∧S(s4,t3)}.

其中,谓词 T(s1,s2,t1)表示 PMS在时刻 t1发生从 s1至 s2的配置转换,谓词 E(s1,t2)表示 PMS在时刻 t2进入配置 s1,
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谓词 S(s3,t3)和 S(s4,t3)表示 PMS在时刻 t3处于配置 s3/s4. 
假设 1要求,阶段 i内 PMS在进入配置 s之后的行为与它在进入 s之前的行为无关. 
假设 2. 对于任意 s1,s2∈S,t1,t2,t≥0,prob{T(s1,s2,t1+t)|E(s1,t1)}=prob{T(s1,s2,t2+t)|E(s1,t2)}.其中,谓词 T(s1,s2, 

t1+t)和 T(s1,s2,t2+t)表示 PMS在时刻 t1+t/t2+t发生从 s1至 s2的配置转换,谓词 E(s1,t1)和 E(s1,t2)表示 PMS在时刻
t2/t1进入配置 s1. 
假设 2要求,阶段 i内 PMS在进入配置 s之后的行为与它在进入 s的时刻无关. 
假设 3. 阶段转换是满足记忆丢失(memory loss)的. 
假设 3 要求在前一阶段结束之前,各个未完成转换所消耗的时间或所完成的工作量在新的阶段开始后就

全部不计.比如在阶段 i结束之前 PMS进入操作配置 s,然后,PMS启动一项维修活动,试图从 s转换到另一操作
配置 s′,但在该维修活动完成之前,阶段 i 结束 PMS 以配置 s 进入新的阶段 i+1,此时,PMS 在阶段 i 内完成的部
分维修活动将全部丢弃. 

3.2   模型描述 

定义 1. 一个 PMS等价于一个 5元组 M={S,n,C,TPM,F},其中: 
• S是 PMS的配置空间 
所谓的系统配置是系统所有基本部件状态的组合,基本部件是不可细分的简单部件,其状态是二元的或者

是正常/可运行或者是失效/不可运行.利用组合编码可以用二进制数来表达配置.PMS 的配置空间 S 包含 PMS
所有可能的配置.比如某个 PMS 有 4 个部件 A,B,C 和 D.该 PMS 的配置空间就包含 16 种可能的配置〈0000〉, 
〈0001〉,…,〈1111〉.配置〈0000〉表示系统的所有部件都正常,而配置〈1111〉表示系统的所有部件都失效.配置〈0000〉

至配置〈1000〉的转换表示部件 A 发生故障;而配置〈1000〉至配置〈0000〉的转换表示部件 A 被修复了.根据上述的
编码获得的配置空间是组合爆炸的,即如果 PMS有 Q个部件,那么模型的配置空间为 2|Q|. 
通常在高可靠的 PMS系统中,一个逻辑部件是由很多同构的冗余物理部件构成,这些同构的物理部件相互

进行备份,当某个部件失效之后由其他正常部件代替其执行任务,只有当失效的物理部件数目达到阈值之后逻
辑部件才失效.比如,一个可维修的 PMS是由 2个同构冗余 A部件和 3个同构冗余 B部件组成,它的配置空间是
{(2,3),(2,2),(2,1),(2,0),(1,3),(1,2),(1,1),(1,0),(0,3),(0,2),(0,1),(0,0)}.配置(i,*)至配置(i−1,*)的转换表示一个 A 部件
失效,而配置(i−1,*)至配置(i,*)的转换表示一个失效的 A 部件被修复.由于失效事件和修复事件在 PMS 的整个
生命周期中都随机出现,所以 PMS的配置在整个运行过程中不断地发生变换. 
根据上述压缩编码方法,我们可以得到如下性质: 
性质 1. 分析模型的配置空间不是随着冗余部件的增加呈指数增长,而呈线性增加. 
显然,当一个 PMS越复杂,冗余的部件越多,配置空间的精简程度也越大. 
• n是阶段的数目 

PMS 的每个阶段都把配置空间 S 分割成两个不相交的集合:操作配置集合 O 和失效配置集合 F.比如阶段
i(n≥i≥1)把 S 分割成不相交集合 Oi和 Fi,即 S=Oi∪Fi,Oi∩Fi=∅,其中,Oi中的配置是阶段 i 对应的操作配置(在这
些配置上,PMS 可以执行阶段 i 的工作),而 Fi中的配置是阶段 i 对应的失效配置(在这些配置上,PMS 失效不能
执行阶段 i的工作).需要指出的是,一个操作配置中的所有正常部件并不一定都是运行的,根据 PMS的具体运行
说明,允许部分正常部件作为备份,当某些正在运行的正常部件出现故障时用来接替它们. 
对于连续两个阶段 i 和 i+1(n>i≥1),Oi+1和 Oi存在 3 种可能的关系:Oi⊆Oi+1或者 Oi+1⊆Oi或者(Oi+1∩Oi)≠∅/ 

Oi+1/Oi.Oi⊆Oi+1表示当 PMS在阶段 i正常结束的条件下可以直接进入阶段 i+1;而后两种可能性表示当 PMS在
阶段 i正常结束时,必须处于某些配置下才能够进入阶段 i+1,通常意味着某些必要的部件不能够失效,或者如果
失效了必须及时修复好.实际上,(Oi+1∩Oi)=∅对于实际 PMS是不可能的. 
为了便于后面叙述,约定 O0=S,并定义一个函数族{g0,g1,…,gn}.函数 gi(n≥i≥0)把集合 Oi中每个元素和集合 

{1,2,…,|Oi|}中的每个元素一一对应起来 ,即每个 o∈Oi,gi(o)=k,k∈{1,2,…,|Oi|}.函数 gi 的反函数 把集合
1−

ig
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{1,2,…,|Oi|}中的每个元素和集合 Oi中每个元素一一对应起来,即每个 k∈{1,2,…,|Oi|}, (k)=o,o∈O1−

ig i. 

• C={C1,C2,…,Cn}是分支矩阵集合 
分支矩阵 Ci(n≥i≥1)是|Oi−1|×|Oi|的,其每一行对应集合 Oi−1中的一个元素,gi−1/gi是行/列号和 Oi−1/Oi之间的

映射函数;每一行/列对应集合 Oi−1/Oi中的一个元素.矩阵 Ci中元素取值方法如下所示: 

  (1) [ ]


 ==∩∈

= −−

otherwise  ,0
)(,)(, if   ,1 11

,

nogmogOOo
C iiii

nmi

• TPM={TPM1,TPM2,…,TPMn}是阶段内一步转换概率分布矩阵集合 
矩阵 TPMi中元素[TPMi]s,s′表示在阶段 i 内从配置 s 到配置 s′的一步转换概率分布函数(s,s′∈S).在对 PMS

进行任务可靠性分析的过程中,我们需要把这些阶段概率分布矩阵耦合起来,所以,这些 TPMi 必须是同阶的,即
|S|×|S|的,其每一行/列对应集合 S中的一个元素.这样使得 TPMi矩阵很大,并且包含了很多与本阶段特性无关的
信息,使得分析过程难度加大,复杂性也加大. 
通过利用分支矩阵 TPMi可以只包含|Oi|×|Oi|个有效元素也能够相互耦合.精简后的 TPMi其每一行/列对应

集合 Oi 中的一个元素,函数 gi 是映射函数.矩阵 TPMi 中元素[TPMi]m,n=[TPMi]s ,s′表示在阶段 i 内从配置 

s= (m)到配置 s′= (n)的一步转换概率分布函数(s,s′∈O1−
ig 1−

ig i).由于阶段 i内 PMS在进入配置 s之后的行为可以 

是任意的,所以,[TPMi]s,s′可以是任意的概率分布函数,包括指数分布、确定分布和其他一般分布. 
• F={f1,f2,…,fn}是随机阶段持续时间分布的概率密度函数集合 
各个阶段内的概率密度函数是相互独立的. 

3.3   实例模型 

根据上述定义的分析模型,我们可以为本文实例设计相应的分析模型.由于受篇幅所限,我们省略了模型元
素 C和 F,只给出 S和 TPM. 

• 实例模型的 S={(4),(3),(2),(1),(0)} 
显然,采用了压缩的配置编码的方法,使得模型的配置空间元素从 25缩减为 5. 
• 实例模型的 TPM={TPM1,TPM2,TPM3,TPM4} 

TPM1=[(1−F1)3,3(1−F1)2F1;(1−F1)3R,(1−F1)3(1−R)]. 
TPM2=[(1−F2)2,2(1−F2)F2,F2

2;(1−F2)2R,(1−F2)2(1−R),2(1−F2)F2(1−R); 
(1−F2)2R2,(1−F2)2R(1−R),(1−F2)2(1−R)2]. 

TPM3=[(1−F3)3,3(1−F3)2F3;(1−F3)3R,(1−F3)3(1−R)]. 
TPM4=[(1−F4)3,3(1−F4)2F4;(1−F4)3R,(1−F4)3(1−R)]. 

其中,F1,F2,F3和 F4是参数分别为 2λ,λ,5λ,2λ的负指数分布,R是参数为 10的确定分布. 
由于采用了分支矩阵,使得各个 TPMi 的复杂度并不是固定为|S|×|S|,而是可以随着实际阶段配置的要求进

行压缩. 

4   模型求解 

求解分析模型的任务可靠性就是计算 t时间内系统完成任务的概率.整个求解过程可以分成两步: 
• 阶段内随机过程分析 
阶段内随机过程分析的目标是计算阶段 i 内的条件瞬时占有概率矩阵 Vi(t),Vi(t)是|Oi|×|Oi|的,其每一行/列

对应集合 Oi 中的一个元素,函数 gi 是映射函数.Vi(t)中元素[Vi(t)]m,n=[Vi(t)]s,s′是当阶段 i 开始时 PMS 处于 

s= (m),时间 t后(t是在阶段 i结束之前)PMS处于 s′= (n)(s,s′∈O1−
ig 1−

ig i)的概率. 

• 任务可靠性分析 
任务可靠性分析的目标是根据获得的 Vi(t)求解 R(t),R(t)就是 t时间内系统完成任务的概率. 
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4.1   阶段内随机过程分析 

性质 2. 分析模型所刻画的 PMS阶段内随机过程是 MRP. 
首先简单介绍 MRP 理论.一个随机过程{Z(t),t≥0}如果在时刻 T 满足马尔可夫属性,那么对于任意 0<t1< 

t2<…<tk和 x1,x2,...,xk, 

 )}(|)(,...,)(,)({                        
}0),(),(|)(,...,)(,)({

2211

2211
TZxtTZxtTZxtTZprob

TttZTZxtTZxtTZxtTZprob
kk

kk
≤+≤+≤+=

<≤≤+≤+≤+  (2) 

如果一个随机过程{Z(t),t≥0}并不是在整个定义的时间区间内都具有马尔可夫属性,只是在一系列嵌入的
时间点(T0=0,T1,…,Tn,…)上 Z(t)才满足马尔可夫属性,那么,该随机过程被称为马尔可夫再生随机过程(MRP).这
些嵌入的时间点称为再生时间点. 
记{X(t),t≥0}为描述阶段 i(n≥i≥1)内系统配置演变的随机过程 .X(t)在一系列嵌入的时间点 (T0=0,T1,…, 

Tn,…)上发生配置变化,即在这些时间点上 PMS发生配置转换.通过分析模型假设 1和假设 2可知,阶段 i内 PMS
在进入配置 s之后的行为与它在进入 s之前的行为无关,所以在这些时间点上,X(t)是满足马尔可夫属性的.但是
由于允许一步转换概率分布可以是一般的非指数的概率分布,所以 X(t)并不是在所有的时间点都具有马尔可夫
属性.由此可知,阶段 i 内配置演变的随机过程{X(t),t≥0}是 MRP,而且可以证明序列{(X(Ti),Ti)}(i≥0)是马尔可夫
更新序列(Markov renewal sequence). 
下面我们介绍如何求解 Vi(t). 

 [ ] })0(|,)({})0(|,)({})0()({)( 11, sXtTstXprobsXtTstXprobsXstXprobtV ssi =≤′=+=>′===′==′  (3) 

其中, 

  (4) [ ] })0(|,)({d)(})0(|,)({ 11
 

0 ,1 sXxTkTXprobxtVsXtTstXprob
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记 [ ] })0(|,)({)( 11, sXtTkTXprobtK ssi =≤==′ ,而 [ ] })0(|,)({)( 1, sXtTstXprobtE ssi =>′==′ ,则, 

 [ ] [ ] [ ] [ ] ksi
Ok

t

skississi xKxtVtEtV
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∈

′′′ −+=  (5) 

以矩阵方式重写 
 Vi(t)=Ei(t)+dKi*Vi(t) (6) 
通常,称矩阵 Ki为全局核心(global kernel)矩阵,刻画了阶段 i内MRP过程在紧接着下一个再生时间点之后

的行为,而称矩阵 Ei为局部核心(local kernel)矩阵,刻画了阶段 i内 MRP过程在两个再生时间点之间的行为. 
由于阶段 i内配置演变的随机过程{X(t),t≥0}是MRP,并且X(t)的所有配置发生变化的时刻都是再生时间点,

所以在两个再生时间点之间 X(t)是不发生变化的.由此可以得到下面的计算方法: 
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由于对 X(t)所有配置发生变化的时刻都是再生时间点,所以,只有配置发生变化才能到达下一个再生时间
点.由此得到下面的计算方法: 
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11,

显然,直接对矩阵积分等式(6)求解来计算 Vi(t),计算量代价太大,除非是极其简单的 PMS,否则,该方法不能
采用[12,13].我们可以利用 Laplace变换按照以下步骤简化 Vi(t)的求解: 

(1) 根据 TPMi,利用式(7)和式(8),计算矩阵 Ki(t),Ei(t). 

(2) 利用 Laplace变换计算 , . ∫
∞ −=
 

0 
)(de)( tKsLTK i

st
i ∫

∞ −=
 

0 
d)(e)( ttEsLTE i

st
i

(3) 解线性方程系统:[I−LTKi(s)]LTVi(s)=LTEi(s),求得 LTVi(s). 
(4) 对 LTVi(s)求逆得 Vi(t). 
步骤(1)可以直接实现.步骤(2)的计算复杂性与矩阵 Ki及 Ei中元素的复杂性有关,对于简单的元素,可以通
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过查找 Laplace 变换表直接计算;对于复杂的函数,可以利用数学软件(如 Matlab)编程实现.步骤(3)可以直接利
用数学软件实现矩阵除.对于步骤(4),如果获得的 LTVi(s)中的元素较为简单,可以通过查找逆 Laplace 变换表直
接计算 Vi(t);如果 LTVi(s)中的元素复杂,不能直接计算,可以利用 Laplace 数值逆求解算法[14,15]对 LTVi(s)求数值
逆,并对结果进行拟合得到 Vi(t). 

4.2   求解任务可靠度 

记{X(t),t≥0}为在 PMS 整个运行过程中系统配置演变的随机过程.定义一个|O1|×|On|的矩阵 P(t),其每一行/
列对应集合 O1/On中的一个元素,函数 g1/gn是映射函数.矩阵 P(t)中元素[P(t)]m,n=[P(t)]s,s′表示,当 t=0时 PMS处 

于配置 s= (m)(s∈O1
1
−g 1),时间 t后 PMS执行系统任务完毕停止在配置 s′= (n)(s′∈O1−

ng n)的概率.利用初始配置概 

率分布为 V(0)(行向量),P(t),分支矩阵 C1,我们可以通过式(8)计算在初始配置概率分布为 V(0)时 PMS的任务可
靠度 R(t). 
 R(t)=V(0)C1P(t)I (9) 
其中,I是|On|×1的元素全为 1的列向量. 
分析 PMS的任务可靠度的关键就是计算 P(t).首先我们来看两个特殊 PMS的 P(t)计算. 
对于单阶段 PMS,利用 V1(t)和 f1(t),通过下面的计算公式可以求得矩阵 P(t),P(t)中的任意元素. 

 [ ] [ ]∫ ′′ ==≤′==
t

ssss xxfxVsXtTsTXprobtP
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对于两阶段 PMS,利用 V1(t),V2(t)和 f1(t),f2(t),通过下面的计算公式可以求得矩阵 P(t)中的任意元素. 
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以矩阵方式重写: 
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以此类推,对于 n阶段系统我们通过下面的计算公式可以求得矩阵 P(t). 
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显然,利用式(9)和式(13)分析 PMS 的任务可靠性,计算量太大,只适合分析阶段结构简单的 PMS.下面我们
介绍利用 Laplace变换方法简化任务可靠性计算,从而能够分析复杂 PMS的任务可靠性. 
首先我们定义一个矩阵族{U1,U2,…,Un}.矩阵 Ui(n≥i≥1)是|Oi|×|Oi|的,其每一行/列对应集合 Oi 中的一个元 

素,函数 gi是映射函数,并且矩阵 Ui(t)中元素[Ui(t)]m,n=[Ui(t)]s,s′,其中 s= (m),s′= (n)(s,s′∈O1−
ig 1−

ig i)的定义如下: 
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重新推导两阶段 PMS的 P(t)计算方法. 
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用矩阵形式重写公式(15),得 
 P(t)=(U1C2)*u2 (16) 
依此类推,n阶段 PMS的 P(t)计算方法: 

 P(t)=((…(((U1C2)*u2)C3)*u3…*un−1)Cn)*un (17) 
显然,我们可以利用 Laplace 变换把等式(17)转化为线性方程组进行求解,从而使得 P(t)的计算过程得到简

化.根据这个思路,我们给出利用 Laplace变换分析 PMS任务可靠性的简化方法. 
(1) 利用 Vi(t)和 fi(t),n≥i≥1,利用公式(14)计算矩阵 U1(t),ui(t). 

(2) 利用 Laplace变换计算 . ∫∫
∞ −∞ − ==
 

0 

 

0 11 d)(e)(,d)(e)( ttusLTuttUsLTU i
st

i
st

(3) 解线性方程系统:LTP(s)=LTU1C2LTu2C3LTu3…LTun-1CnLTun,求得 LTP(s). 
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(4) 对 LTP(s)求逆得 P(t),然后利用公式(9)计算任务可靠度 R(t). 
步骤(1)可以直接实现.步骤(2)的计算复杂性与 ui的复杂性有关,对于简单的 ui,可以通过查找 Laplace 变换

表直接计算;对于复杂 ui,可以利用数学软件编程计算.步骤(3)可以直接利用数学软件实现矩阵乘.步骤(4)可以
利用 Laplace数值逆求解算法对 LTP(s)求 t时刻的数值逆,然后直接计算 R(t). 

5   模型应用分析 

前面我们给出了分析模型及其求解方法,本节讨论分析模型所涉及的 3个假设与模型的应用之间的关系. 
对于很多部件来说,其整个生命周期的失效率特征可以分成 3 个阶段:磨合阶段、稳定阶段和老化阶段.在

磨合阶段和老化阶段中部件的失效率很大,而在稳定阶段部件失效率是稳定的.通常,PMS是从稳定阶段开始配
置使用的,许多类型的部件(如电子部件)要经过很长的时间才能达到老化阶段,而 PMS 的工作时间相对来说比
较短(如本文的实例 PMS的平均工作时间是<300h),所以部件在工作时间内的失效行为和修复行为可以看作是
稳定的,与其历史无关的.所以假设 1 和假设 2 具有其合理性.应该指出,在一些极其特殊应用下的 PMS(如无人
空间探测器)其工作寿命会很长,这些 PMS的工作后期由于部件进入了老化期,假设 1和假设 2将会影响可靠性
分析结果的精确性. 
假设 3要求在前一阶段结束之前各个未完成转换所消耗的时间或所完成的工作量在新的阶段开始后就全

部不计.如果一般 PMS的阶段转换确实满足记忆丢失,如 Scheduled Maintenance Systems就是该类 PMS.另外,
如果 PMS 各个阶段内所有活动的时间分布都呈指数分布,则该 PMS 的阶段转换也满足记忆丢失;对于这些
PMS分析出的结果就是实际结果.如果一般 PMS包
含的所有失效活动都符合指数分布,但是维修活动
符合非指数分布(如本文给出的 PMS 实例),并且在
阶段转换之后维修活动是继续下去直至完成.那么
阶段转换记忆丢失就可能把已经做的部分维修工作

忽略,从而使 PMS的维修行为比实际情况要慢,计算
所得的任务可靠度是一种悲观的近似,是一个下限.
为了获得这类 PMS 任务可靠度的上限,我们可以对
分支转换矩阵 C={C1,C2,…,Cn}进行定制,通过强制
的配置转换,使前一阶段未完成的维修工作提前完
成.图 1 给出了本文 PMS 实例任务可靠性的上下限
分析,实际的结果应该处于中间所夹的区域内.由于实例中的活动处理器的失效率(0.001/h)很小而失效处理器
的修复时间很短(1h),所以上下限比较接近,所夹的区间很小,如果我们提高失效率并延长修复时间,上下限的差
距就会被拉大. 
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Fig.1  Bounds analysis of reliability of the example PMS 
图 1  实例 PMS系统的任务可靠性上下限分析 

6   结束语 

本文研究一般 PMS的任务可靠性分析.首先给出一个五元组分析模型,该模型能够有效地描述阶段持续时
间是随机分布的,阶段内行为特性符合马尔可夫再生过程的一般 PMS.为了降低计算复杂度,分析模型的求解过
程由两个步骤组成:首先利用马尔可夫再生过程理论,给出一般 PMS的阶段内随机过程分析公式和简化计算方
法;然后给出一般 PMS任务可靠性分析公式和简化计算方法.应用本文给出的分析模型和求解方法可以有效地
对一般 PMS进行可靠性分析. 
根据本文的分析模型构成 PMS的基本部件的状态是二元的:或者正常或者失效.如实例中的处理器都是经

过 Fail-stop设计的.当 PMS规模很大时,只考虑基本部件会导致分析模型的配置空间太大而很难进行分析,考虑
粗粒度的部件是不可避免的.所以在下一步工作中,需要对分析模型和分析方法进行扩展,使之能够处理具有灰
色状态的系统部件.另外,我们需要考虑是否能够进一步弱化模型假设,使得模型的描述能力更强.同时,研究模
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型求解算法的新技术,使得模型能够更有效地被求解,扩大分析问题的空间. 
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