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Abstract: Constructing triangle surface which interpolates the boundary curve and cross-boundary slopes on a 
triangle is the basic problem in computer aided geometric design, computer graphics and so on. This problem is 
called infinite interpolation on triangle. In this paper, a survey on the existing methods of constructing infinite 
interpolation surfaces on triangles is given, and a comparison is made between the methods by using examples. The 
open problems in the existing methods of infinite interpolation on triangles are discussed. 
Key words: triangular patch; infinite interpolation; polynomial; Boolean sum; surface parametrization 

摘  要: 在三角形域上构造对边界曲线和跨界导数插值的三角曲面是计算机辅助几何设计和计算机图形学等领
域中的基本问题.此类问题称为三角形域上的超限插值问题.对现有三角形域上的超限插值方法进行了综述,并对现
有三角形域上的超限插值方法以具体实例进行了比较.最后讨论了现有三角形域上的超限插值方法中有待进一步
解决的问题. 
关键词: 三角曲面片;超限插值;多项式;布尔和;曲面参数化 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

在 CAGD(computer aided geometry design),CG(computer graphics)和自由曲面造型中,三角曲面片的构造占
有重要的地位.在曲面造型过程中,构造一张曲面,光滑地连接三张曲面,从而形成整体曲面是经常遇到的一个
问题.由于所连接的曲面可以是任意曲面,因此所要构造的曲面的边界是任意形式的曲线.这种对任意边界条件
的插值称为超限插值.本文对现有三角形域上的超限插值方法进行综述.一种插值方法被称为具有 n 次多项式
的插值精度,如果给定的插值条件取自一张 n次多项式曲面,插值方法构造的插值曲面就是该 n次多项式曲面. 

1964年,美国工程师 Coons提出了在矩形域上由边界曲线构造插值曲面的方法,称为 Coons曲面方法.该方
法和 Bezier曲线曲面方法一起为 CAGD和 CG的形成和发展奠定了坚实的基础.Barnhill,Birkhoff和 Gordon[1]

推广了 Coons 曲面构造方法的思想,提出了在三角形域上由边界曲线构造插值三角曲面片的方法.该方法和
Coons 曲面构造方法一样,采用布尔和算子构造三角曲面片,并且要求给定的插值条件满足相容性.如果给定的
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插值条件不满足相容性,则所构造的三角曲面片上还需加上一个修整项,以去掉不相容性[2,3]. 

Gregory[4,5]使用凸组合的方法构造三角曲面片,所构造的三角曲面片由 3个插值算子的凸组合构成,每个插
值算子均满足三角形两条边上的插值条件.文献[4,5]中的思想在文献[6,7]中进行了推广,并得到了构造四边形
和五边形曲面的方法 .文献[8−10]给出了构造五边形曲面的方法 .文献[11−13]给出了 n 边形曲面的构造方
法.Nielson[14]提出的点-边插值方法也使用 3个插值算子的组合构造三角曲面片,每个算子满足一个点及其对边
上的插值条件.文献[4,5,12]中提出的方法都具有三次多项式插值精度.Hagen[15]进一步发展了点-边插值方法,
提出了构造几何三角曲面片的方法,但该方法没有讨论在一般情况下如何确定跨界切矢长度.文献[14,15]中的
结果已被一般化为构造具有一阶或二阶几何连续的三角曲面片的方法[16,17].文献[18]中的方法将三角形细分为
两个子三角形,在每个子三角形上各构造一张曲面片,两张曲面在公共边界上满足C1连续,所生成的三角曲面片
具有四次多项式插值精度.文献[19−25]也对构造三角曲面片问题进行了研究,但其中提出的方法不是对任意边
界曲线插值,而是由在三角形顶点处给定的插值条件构造边界曲线,然后构造对边界曲线插值的曲面. 

文献[26]提出了移动三角形的插值方法,该方法具有三次多项式插值精度.文献[27]提出了一种由 4 个插值
算子的组合构造插值三角曲面片的方法,其中包括 1 个内部插值算子和 3 个点边算子[14].内部插值算子和传统
的插值算子的区别是,它不仅考虑了三角形边界,而且考虑了三角形内部的曲面形状,所生成的三角曲面片具有
四次多项式插值精度.文献[28]对文献[27]中的方法作了改进,把点边算子[14]改成四次插值曲线,从而提高了曲
面的插值精度.文献[29]提出了一种构造三角曲面片的新方法,三角曲面片由基本逼近算子加上附加算子形成.
该曲面也可以看作是由基本逼近算子和 Neilson 算子的布尔和生成,其中基本算子是一个五次多项式曲面,而
Neilson 算子是由点-边插值方法产生的.基本算子使得三角曲面片具有五次多项式的逼近精度,Neilson 算子使
三角曲面片满足给定的插值条件,从而使构造的三角曲面片在满足给定的 C1 边界条件下具有五次多项式插值

精度. 
本文第 1 节给出问题的描述和面积坐标.第 2 节~第 4 节对现有的在三角形域上构造对边界曲线插值的曲

面的方法进行综述.第 5节以实例对现有方法进行比较.第 6节讨论现有方法中有待解决的问题. 

1   问题的描述和面积坐标 

设 T是在 xy平面上有顶点 )3,2,1)(,( == iyx iiiv

is
的

一个三角形, 表示 的对边, 是边 上的单位外法
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Fig.1  Area cooperate of point q 
图 1  点 q的面积坐标 

2   三次精度插值方法 

本节介绍的 3种方法的插值精度均为三次多项式. 
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2.1   点-边插值方法 

点-边插值方法[14]使用 3 个插值算子的组合来构造三角曲面片,其中每个算子满足一个点及其对边上的插 
值条件 .该方法简述如下 :对于 T 上任意一点 1 2 3( , , )L L L=q ,设 ( , )i i ix y=q 是 和iv q 的连线与边 的交点 , 

从 到 的单位向量记为

is

1,2,3,i = iv iq , 1,2,3iτ = 如图 2 所示.由直接计算得到, 2 2 3 3
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Fig.2  Intersection point qi(i=1,2,3) 

图 2  交点 qi(i=1,2,3) 

在点 和 处给定的边界函数值以及沿着方向iv iq iτ 的跨界导数值分别是  和( )iF v ( ) , ( )i
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.设 到 和 的距离分别是 t 和 .对 和 处给定的边界函数值以及沿着方向1,2,3 iv q iq id iv iq iτ 的跨界导数值插 
值的三次 Hermite曲线 ( )iN t 定义如下: 
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是[0,1]区间上的三次 Hermite基函数. 
因为 t d ,故/ 1i iL= − ( )iN t 在 处的值为 t
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Neilson的方法[6]定义的插值曲面 可写成 ( , )TP x y
 1 1 1 2 3 2 2 1 2 3 3 3 1 2 3( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )TP x y w N L L L w N L L L w N L L L= + +  (3) 

其中 

  (4) 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 2 3 1 3 1 2 2 3 3 1 1 2/ , / , / ,w L L W w L L W w L L W W L L L L L L= = = = + +

2.2   边-边插值方法 

边-边插值方法[4]也使用 3个插值算子的组合构造三角曲面片,但与 Neilson方法[6]不同的是,每个算子满足
相邻两条边上的插值条件.该方法简述如下:对于 T 上的任意一点 1 2 3( , , )L L L=q ,过点 与边 平行的直线记为 q is

ie , 和三角形 T两条边的交点分别为 和 ,如图 3所示,则 ie i
jS i

kS

  (5) (1 ) ,  (1 )i i
j i i i k k i i iS L v L v S L v L v= + − = + − j

对于顶点 v ,记三角形 T 内的点i 1 2 3( , , )L L L=q 处的函数值为 ,则对 和 处给定的插值条件

插值的曲面定义如下: 
1 2 3( , , )P L L L k

jS j
kS

  (6) 1 2 3 ,( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k j j
i j j nj j k k nk k i j j i k nk i j kP L L L F S L F S F S L F S F v L F v L F v L L F v= + + + − − − − nj nk i

其中:(i,j,k)=(1,2,3),(2,3,1),或者(3,1,2); 和 分别表示边 上给定的边界曲线和边界跨界导数. ( )iF s ( )ni iF s is

由式(6)的凸组合可以得到如下定义的曲面[4]: 
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Fig.3  Triangle T (side-side interpolation) 
图 3  三角形 T(边-边插值) 

2.3   移动三角形插值方法 

移动三角形插值方法[26]的基本思想是:三角形上构造的曲面的精度和三角形的面积成反比,因此在构造插
值曲面时,应尽可能地利用最近的插值条件来拟合未知点处的函数值.移动三角形插值方法的基本构造过程如
下:对于 T中的点 ( , ),x y=q 设点 到边 的最近点为q is ( , )i i ix y′ ′=w , 1,2,3i = ,如图 4所示.T上的曲面由下式定义: 

 1 2 3
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∑ w ww T  (8) 

其中, TA 的值通过使 在最小二乘意义下逼近点( , )TP x y ( , )( 1,2,3)j j jx y j= =v 处给定的函数值的方式来确定,即 

 1,2,3 1,2,3

1 2 3
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 (9) 

根据最小二乘逼近的性质,容易证明该方法的多项式插值精度为三次多项式. 
如果给定的三角形不是锐角三角形,如图 5 所示,点 q 到 3 条边最近的点可能在三角形的外面.对于最近点

不在三角形内部的情况,可取与最近点最近的三角形顶点来代替最近点.在如图 5 所示的情况下,可取 代替 
点. 
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 Fig.4  Three nearest points of q 

图 4  q的 3个最近点 
Fig.5  Special cases 
图 5  特殊情况  

3   四次精度插值方法 

本节介绍的 3种方法的插值精度均为四次多项式. 
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3.1   边-边四次精度方法 3.1   边-边四次精度方法 

边-边四次精度方法[18]的基本思想与移动三角形插值方法类似,都是应尽可能地利用最近的插值条件来拟
合未知点处的函数值.边-边四次精度方法构造曲面的过程如下:给定三角形 T,如图 6所示,设 T的最长边为 ,
取过顶点 且垂直于最长边 的直线为

边-边四次精度方法

1 3v v1 3v v

2v2v 1 3v v1 3v v

[18]的基本思想与移动三角形插值方法类似,都是应尽可能地利用最近的插值条件来拟
合未知点处的函数值.边-边四次精度方法构造曲面的过程如下:给定三角形 T,如图 6所示,设 T的最长边为 ,
取过顶点 且垂直于最长边 的直线为 x 轴,边 为 轴,令1 3v v y 0x 表示点 到点 的距离.在图 6 中 so 2v 1,s3分别 

表示边 和 的方向 ,边 平行于边 ,设点 d 和 的坐标分别为 (0 和 ,记1 2v v 2 3v v de 2ov e , )y ( , )m y ( , )F x yF
x

∂′ =
∂

.设 

( , )x y=q 是边 上的任意一点,点de ( , )x y 处的函数值 由下式定义: ( , )P x y

 0 1 0 1( , ) (0, ) (0, ) ( , ) ( , )x x x xP x y h F y h mF y g F m y g mF m y
m m m m

       ′= + + +       
       

′  (10) 

x

其中: 由式(1)定义; 为边 de 的长度. 0 1 0 1( ), ( ), ( ), ( )h t h t g t g t m
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Fig.6  Triangle v1v2v3 
图 6  三角形 v1v2v3 

当边 位于边 ov 的上面和下面时,式(10)中的 有不同的定义,从而使得函数 在边 上沿 方

向的导数不连续,因此式(10)定义的 要加上一个误差函数,设该误差函数为 C x
de 2 m ( , )TP x y

( , )y
2ov y

( , )P x y 0φ ,其中 

 2( , ) ( )2x y x x mφ = −  (11) 
根据边界的连续性可以得到: 
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2
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其中, 1 1 2ctg , ctgC Cα α= = . 

这样,由式(10)~式(12)得到边-边四次精度方法定义的曲面如下: 
 0( , ) ( , ) ( , )TP x y P x y C x yφ= +  (13) 

3.2   四算子插值方法 

四算子插值方法[27]由 4个插值算子的组合构造插值三角曲面片.4个算子为 1个内部插值算子和 3个点边
算子[14],内部插值算子不仅考虑了三角形边界,而且考虑了三角形内部的曲面形状,所生成的三角曲面片具有四
次多项式插值精度.点边算子用来使构造的三角曲面片满足给定的边界曲线和跨界导数. 

构造内部插值算子的基本过程如下:对于 T上的任意一点 ( , )x y=q ,设 ( , )i i ix y=q 是 和iv q 的连线与边 的

交点, ,从 到

is
1,2,i = 3 iv iq 的单位向量记为 , 1,2,i i 3τ = ,如图 7 所示.设点 q 处的函数值已知,设为 ,则由点

,

( , )P x y

iv q 和 iq 处的函数值F(vi), 和F(q( , )P x y i),沿 iτ 方向的一阶偏导数
( )i

i

F v
τ

∂
∂

和
( )

i

i

F q
τ

∂
∂

可构造一条四次多项式曲线

( )if t .令 和 分别表示点 v 到il id i q 和 iq 的距离,则曲线 ( )if t 的定义如下: 
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l l d

−
= + −

−
, i=1,2,3 (14) 2

其中, ( )iN t 是由式(1)定义的满足端点 vi和 iq 处给定插值条件的三次 Hermite插值曲线. 
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F(v1)  v3 q1 

 
x q2 v2q 

 
q3 

v1 
Fig.7  Curve fi(t) with interpolation condition of passing by vi, P, qi 

图 7  过 vi,P,qi处插值条件的曲线 fi(t) 

曲线 ( )i if l 过点 , i( , )P x y 1,2,3= ,如果 3条曲线在同一曲面上,则 3条曲线在点 处相切.由 3条曲线在
点 处的切线共面,可得如下方程: 

( , )P x y
( ,P x y)

1 1 2 2 3 3

1 2 3

( ) ( ) ( ) 0.df s df s df s
d d dτ τ τ

  
× ⋅  

   
=  

解上式即可求出内部算子 . ( , )P x y
曲面 一般不满足给定的插值条件 ,但在三角形的内部具有较好的逼近精度 .可通过点-边插值方   

法

( , )P x y
[14]构造另外 3个插值算子,通过 4个算子的组合构造三角曲面片  ( , ),TP x y

 1 1 2 2 3 3( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )T cP x y w P x y w N x y w N x y w N x y= + + +  (15) 

其中, . 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 2 3 2 3 3 1 1 2 1 2 3/ , / , / , 27 / , 27t t t c t tw L L W w L L W w L L W w L L L W W L L L L L L L L L= = = = = + + +

3.3   四算子插值方法的改进 

文献[28]对四算子插值[27]方法做了改进,把式(15)中的 ( , ), 1,2,3iN x y i = 换成四次多项式曲线.该四次多项式
曲线由顶点 处的函数值,一、二阶偏导数,iv iq 处的函数值,一阶偏导数来定义, 1,2,3i = . 

4   五次精度插值方法 

本节介绍的两种方法的插值精度均为五次多项式. 

4.1   布尔和插值方法 

布尔和插值方法[1]是四边形域上的Coons插值方法的直接推广.对 T中的点 ( , )x y=q ,设过点 q 与边 平行

的直线 和三角形 T两条边的交点分别为 , ,如图 8所示,则 
3s

3e 3
2S 3

1S
3 3
2 3 3 3 1 1 2 2 2(1 ) ,  (1 )S L v L v S L v L v= + − = + − 3 . 

满足点 和点 处给定的插值条件的三次 Hermite 插值曲线记为 ,令 ,3
2S 2

1S 1 ( , )PF x y 3 31d L= − / is∂ ∂ 表示沿边
的方向求导,则 ie

 
3 3

3 32 2 2 2 2
1 0 2 3 1 0 1 3 1

3 3 3 3 3

( ) ( )( , ) ( ) ( ) 1

3

L L F s L L F sPF x y h F s l h g F s l g
d d s d d

       ∂
= + + +       

∂ ∂        s
∂  (16) 

其中: 由式(1)定义; 为点 到 的距离. 0 1 0 1( ), ( ), ( ), ( )h t h t g t g t 3l
3
2S 3

1S

点 q 为三角形 T中任意一点,由三次Hermite插值曲线的性质可知, 在边 和 上满足给定的插值1 (PF x,y) 2s 1s
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2
1S

条件,但在边 上一般不满足给定的插值条件.设过点3s q 与边 平行的直线 和三角形 T两条边的交点分别为

和 和 可用与式(16)类似的方法得到.令
2s

2 21 ,d L
2e

2
3S 2

1 .S 2
3S 2

1S 则对点 和点 处给定的插值条件插值的三

次 Hermite插值曲线 定义如下: 

2
3S 2

1S

2 ( , )P F x y

2 2(3
1

2

) 1

2

( , ) L F

2
1

1 2P

P F x y

1, ( )g t

F s
d

2 1 ( ,F x

l

)y

g


+ 


0 1,( )h t ( )h t , g

1 ( ,x

1PF
)y
( ,x

2

)y
( , )x y ( , y)

2 2F F
s s

∂ ∂
∂

3
5

2(F s

P

2

( ,

)

)x y

3 3(F s

221

  

  

F

)

2 2(s F

1

( ,TP x y

1 1 410
2 2

2 3 230 1
2 2
1 2 3 1

) (L A

1v

4
20

(F

( ,TP x

3
2 2

3 1

)

)

L1

3

)L

A L A

L L A

= +

+

5)

L L

( 1i

A

+

+

v v

,2,3

L

)(ijk j+ + k = =

(P x )y

(i iP )−s s ( ) ( )i i

i i

F P
τ τ

∂ ∂
−

∂ ∂
s s ( , )x y

= −

 
2 2

3 3 3 3
2 0 3 2 1 0 2 1

2 2 2 2

( ) ( )( )L s L L F sh F s l h g
d d s d

      ∂
= + +      

∂ ∂      
 (17) 

s
∂

其中, 由式(1)定义; 为点 到 的距离. 0 ( )t 2l
2
3S S

 v3
 
 

s2  

q

v1 v2s3S3
2 

3
1S3

2S

∂/∂s1∂/∂s2  
 
 

s1 
 
 
 

∂/∂s3 
Fig.8  Triangle T (Boolean interpolation) 

图 8  三角形 T(布尔和插值) 

三角形 T上的布尔和插值曲面片定义如下: 
 ( , ) ( , ) ( , )F x y PF x y F x y P P= + −  (18) 
其中: PF 和P F 分别用式(16)和式(17)定义; P P 为先对F x 用式(16)构造插值曲面 )PF ,
然后再对 用式(17)构造插值曲面 . 

2 1 ( , )F x y 1 ( ,x y

2 1 ( , )P PF x y

如果给定的插值条件满足相容性,则式(18)定义的曲面满足给定的插值条件.在实际应用中给定的插值条
件一般不满足相容性.所谓给定插值条件在点 v 处满足相容性是指以下条件成立: 1

2 1 3 1

2 3 3 2

( ) ( ) ,
s s

=
∂ ∂ ∂

v v  

其中, 和 分别表示在边 和 上给定的插值条件. 2s 3s
在实际应用中, )F 和 一般由不同的曲面定义,因此很难在点 处满足相容性.布尔和插值方法有

两个缺点:不对称性和点 v 邻域的曲面偏平. 
3 3( )s

4.2   基本曲面加附加曲面方法 

基本曲面加附加曲面方法[29]在三角形 T 上构造的曲面片由基本曲面和附加曲面组成.其中,基本曲面是一
个五次多项式,而附加曲面由 Neilson 的点-边插值方法产生.基本曲面和附加曲面在构造三角形面片 中

起着不同的作用,前者使 以五次多项式的精度逼近插值条件,后者则使 满足给定的插值条件. 
( , )TP x y

) )y

基本曲面由下式定义: 

 

5 4 2 2 5
2 401 3 1 320 2 02 3 311 2 3 041 3 140 1 2

3 2 2
03 131 1 3 2 3 3 104 1 014 2 023 2 113 1 2 3

( ) ( ( )

( ) ( ) ( (

L A L L A L A L A L L A L A L L

L A L L L F A L A L A L A L L L

A L

+ + + + + +

+ + + + + + +v
2 2 2 2

22 1 2 3 212 1 2 3L L L A L L L+

 (19) 

4

3)

+

+

其中, A i 由以下条件确定:在三角形 T 的顶点 ( , )i i ix y=v 处, 满足给定的插值条件;

在 T的边界上, 逼近给定的插值条件. 

( , )P x y

,
由于给定插值条件的任意性,曲面 一般不满足给定的插值条件.这样就需要构造一个满足误差条件

和

( , )P x y

( )F ,3)的附加曲面.附加插值曲面 N 由点边插值方法[14]产生. ( 1,2i =
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三角形 T上的三角曲面片 定义为 ( , )TP x y

  (20) ( , ) ( , ) ( , )TP x y P x y N x y= +

因为 以五次多项式的插值精度逼近 T上给定的函数 ,( , )P x y ( , )F x y ( , )N x y 是插值 T上 连续的误差边界

条件 的附加函数 ,所以 对 的形状有较大的影响 ,而

1C
)( , ) (y P x− , )F x y ( , )P x y ( , )TP x y ( ,N x y 可以被看作是使

满足给定插值条件的误差面片. 算子具有五次多项式的插值精度,因此,如果 是五次多项

式曲面 ,则 T 上的 误差边界条件满足 和

( ,TP x )y ( ,P x y) ( , )yF x

1C ( ) ( )iF P− =s s 0i
( ) =0,i( )i i

i i

F P
τ τ

∂ ∂
−

∂ ∂
s s 1,2,3= ,所以 .因

此, 与 具有相同的多项式插值精度,也即具有五次多项式的插值精度. 

( , ) 0N x y =

( ,TP x ( , )y)y P x

5   方法的比较 

高光线[30]已被证明是评价曲面质量的有效工具.本节将使用高光线模型对现有方法进行比较.第 2节~第 4
节中的三次、四次和五次多项式插值精度方法分别称为方法 3-1[14]、方法 3-2[5]和方法 3-3[26],方法 4-1[18]、方

法 4-2[27]和方法 4-3[28],方法 5-1[1]和方法 5-2[29].由 Franke 提出的 6 个双变量函数用作比较的实例[31],6 个函    
数是: 

  (21) 

2 2 2
1

2 2 2 2

2

3

( , ) 3.9exp[ 0.25(9 2) 0.25(9 2) ] 3.9exp[ (9 1) / 49 (9 1) /10]

  2.6exp[ 0.25(9 7) 0.25(9 3) ] 1.04exp[ (9 4) (9 7) ],
( , ) 5.2exp[18 18 ]/(9exp[18 18 ] 9),

( , ) 5.2[1.25 cos(5.4 )

F x y x y x y

x y x y
F x y y x y x

F x y y

= − − − − + − + − +

− − − − − − − − −
= − − +

= + 2

2 2
4

2 2
5

2 2
6

]/[6 6(3 1) ],

( , ) 5.2exp[ 81(( 0.5) ( 0.5) ) /16]/3,

( , ) 5.2exp[ 81(( 0.5) ( 0.5) ) / 4]/ 3,

( , ) 5.2sqrt[64 81(( 0.5) ( 0.5) )]/ 9 2.6

x

F x y x y

F x y x y

F x y x y






+ − 
= − − + − 
= − − + − 
= − − + − − 

+

)

文献[31]提出的有 33个点的点集被用来生成三角形网格,并采用Lawson[32]提出的最大-最小标准对点集做
三角划分,结果如图 9所示. 

用来作比较的插值条件是三角形上的边界曲线和跨界导数,这些
插值条件取自上面的曲面 ~ .对 6 个曲面比较的结果如图
10~图 12 所示.对 和 ,5 种方法的插值效果与对 和

的插值效果在视觉上基本类似,对 ,5 种方法的插值效果
与对 的插值效果在视觉上基本类似,所以,在图 10~图 12 中只给
出了对 和 的比较结果.在图 10~图 12中,三次多项

式插值精度的 3种方法中只以方法 3-1为代表给出了比较结果,因为从
逼近角度看,三次插值精度的方法明显要比高于三次插值精度的方法
的逼近精度差.而方法 4-3是对方法 4-2的改进,本质上没有明显的差别,
因此方法 4-3 的比较结果也没有给出.在图 10~图 12 中,每个曲面实例
都以它们的高光线模型给出.确切地说,图 10中的曲面实例是高光线模
型在 xy 平面上的正投影.比较结果说明,5 种方法对曲面 ~ 的插值效果在视觉上有明显的差别,而
对 和 的插值效果在视觉上没有明显的差别,其形状都是比较理想的. 

1( , )F x y

4( ,F x

5( , )F x y

6 ( , )F x y
)y3( , )F x y

2 ( , )x y

)y

1( ,F x y

( , )y 4

2( , )F x y

5

5( ,F x

6 ( , )F x y
( , )F x y

1( ,F x

)y

),y F

6 ( ,F x
1F x ( , )F x y

Fig.9  33-Point-Triangled mesh 
图 9  33个点的三角化网格 

参数曲面的第 1 步是对插值条件作统一性处理,使 3 条边界上的插值条件定义在相同的参数空间.文献
[16,17]对文献[14]中的方法进行了推广,提出了构造几何三角形面片的方法,但没有给出一般性的方法来确定
三次Hermite插值曲线端点处切向量的长度.文献[16,17]中建议取单位向量显然不是一个很好的选择,当三角形
T 的面积较大时,取单位向量将使构造的曲面中间部分扁平;当三角形 T 的面积较小时,取单位向量将使构造的
曲面中间部分过分凸起. 
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(f) F1(x,y) (e) Method 5-2 

(d) Method 4-2 (c) Method 3-1 

(b) Method 5-1 (a) Method 4-1 

Fig.10  Surface F1(x,y) and its approximation surfaces 
图 10  曲面 F1(x,y)及其逼近曲面 

(f) F2(x,y) (e) Method 5-2 

(d) Method 4-2 (c) Method 3-1 

(b) Method 5-1 (a) Method 4-1 

Fig.11  Surface F2(x,y) and its approximation surfaces 
图 11  曲面 F2(x,y)及其逼近曲面 
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(f) F5(x,y) (e) Method 5-2 

(d) Method 4-2 (c) Method 3-1 

(b) Method 5-1 (a) Method 4-1 

Fig.12  Surface F5(x,y) and its approximation surfaces 
图 12  曲面 F5(x,y)及其逼近曲面 

作为例子,我们把式(21)中的 改成如下参数形式: 5 ( , )F x y

 
5

5
2 2

5

( , ) ,
( , ) ,  

( , ) 5.2exp[ 81(( 0.5) ( 0.5) ) / 4]/3

x u v u
y u v v

Z u v u v

=


= 
= − − + − 

 (22) 

然后,用式(22)在如图 9 所示的三角形网格上定义插值条件,插值条件是三角形上的边界曲线和跨界导矢.
直接推广方法 4-1、方法 5-1、方法 3-1、方法 4-2和方法 5-2构造参数曲面,其中把在边界上的跨界导矢取成
单位长度,5种方法对式(21)的插值效果如图 13所示.图 12说明,5种方法对曲面 的插值效果和 在

视觉上没有明显的差别,其形状都是比较理想的.而图 13 则说明,当 用参数形式定义时,5 种方法对曲面
的插值效果和 在视觉上有明显的差别,插值曲面明显不光顺.图 13 说明,现有的超限插值方法不

能直接被推广到构造参数三角曲面片上. 

5 ( , )F x y 5( , )F x y

5( , )F x y

5( , )F x y 5( , )F x y

在 CAGD,CG和自由曲面造型中,曲面一般是定义在单位参数域上的,因此,在参数情况下的超限插值,三角
形 T 的 3 条边界一般定义在单位长参数区间上.如何重新定义 3 条边界对应的参数区间长度,并重新定义给定
的插值条件使其定义在同一参数空间,是把现有超限插值方法直接推广到用来构造超限插值参数三角曲面片
的关键,是一个有待解决的重要问题. 
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(f) F5(x,y) (e) Method 5-2 

(d) Method 4-2 (c) Method 3-1 

(b) Method 5-1 (a) Method 4-1 

Fig.13  Surface F5(x,y) and its parameter approximation surfaces 
图 13  曲面 F5(x,y)及其参数逼近曲面 
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