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Abstract: The escape time algorithm cannot render the convergence region of mapping, so there are some black 
regions in escape time fractal. In this paper, a novel method is presented to construct fractal image, which is named 
the distance ratio iteration method. This method performs iteration on two points and render fractal image by using 
their distance ratio convergence times. Taking complex mapping z←zα+c as example, the generalized Mandelbrot 
and Julia sets are constructed based on distance ratio and their visual properties are analyzed. The result fractal 
image has complex and self-similarity structure in inner convergence region. It is proved that the boundary of 
distance ratio fractal is the same as M-J set when α>0, and some visual structure of it with various exponent α are 
discussed. When α<0, the generalized Mandelbrot and Julia set based on distance ratio have some complex 
structures which M-J set does not have. 
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摘  要: 由于逃逸时间算法不能绘制函数收敛区域,所以现有的分形图大都存在大片的黑色区域.提出一种新的
构造分形图的方法:距离比值迭代法.该方法采用两点迭代,利用其距离比值的收敛次数来绘制分形图.利用距离比
值迭代法绘制了复映射 z←zα+c的广义M-J集并分析其构图性质.距离比值广义M-J集的内部收敛区域具有复杂的
细节和自相似结构,当 α>0时其外部边界与经典M-J集一致,当 α<0时能够绘制出经典M-J集所没有的复杂结构. 
关键词: 分形;复映射;Julia集;Mandelbrot集;距离比值 

自从 Mandelbrot[1]用计算机绘制出第一张 M 集图后,分形图就以其复杂、美丽的结构吸引了许多科学家
的注意[2].人们对于Mandelbrot集以及与之密切相关的多项式的 Julia集进行了广泛的研究[3−5].王兴元等人讨论
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了负实数阶广义 M-J 集的构图性质[6,7]并将其推广至复指数映射[8];陈宁等人探讨了复指数映射构造的 M-J 集
性质[9,10]并提出了快速绘制算法[11].目前绘制 M-J 集图的主要方法是逃逸时间算法,但其很难绘制某些复映射
的迭代分形图,如指数小于 0 的多项式映射等.因此需要改进或寻找新的绘制算法对其迭代性质进行深入的  
研究. 
逃逸时间算法是常用的分形绘制方法,该方法根据迭代点的轨道随时间变化是否逃逸出指定范围来绘制

分形图.逃逸时间算法一般仅可以绘制收敛区域和逃逸区域的边界,还不能较好地表现收敛区域和逃逸区域的
必要细节或所关心的性质,不利于对分形的多方面观察和深入理解.由于逃逸时间算法不能绘制映射的稳定区
域,所以其绘制的 M-J 集图中存在着很多空白.为了研究这些空白区域的迭代性质,Hooper[12]提出ε正交法和星
迹法绘制 M 集内部结构;Philip[13]提出区域分解和角度分解方法,用来研究 Mandelbrot 集的外部结构.王兴元推
广了以上两种方法,提出了等势线法和色彩调配法[6],并研究了 M-J 集非边界区域的结构特征[14];同时还讨论了
Lyapunov指数和周期点查找技术构造广义 M集的方法[15],避免了逃逸时间算法中结果图依赖于逃逸半径选取
的缺点.但以上这些方法大多基于逃逸时间算法,对迭代点采用简单函数进行分类,从而绘制映射稳定区域,其
缺陷在于不能结合到迭代过程中去,不能反映点的迭代特性.绘制的分形图缺乏自相似性和细节,与分形边界很
不协调. 
本文提出了一种构造分形图的新方法:距离比值迭代法.该方法采用两点迭代,利用其距离比值的迭代收

敛速度来绘制分形图.不同于逃逸时间算法,距离比值迭代法绘制的广义 M-J 集在映射稳定区域内具有丰富的
细节 ,并且能够绘制一些逃逸时间算法无法绘制的映射分形图 .将采用距离比值迭代方法生成的广义
Mandelbrot集和 Julia集称为距离比值广义M集和距离比值广义 J集,如图 1和图 2所示.与逃逸时间算法相比,
距离比值迭代方法绘制的广义 M-J 集的内部区域也具有分形性质,其边界和逃逸时间算法绘制的 M-J 集一致,
所以该算法可以作为逃逸时间算法的替代,是复映射迭代性质的更好的可视化方法. 
本文首先给出了距离比值的定义及其迭代性质,然后研究了生成距离比值分形图的迭代算法.采用该算

法,我们以复映射 z←zα+c 为例,绘制了若干典型指数的距离比值分形图并研究其构图性质.本文讨论了距离比
值广义 J集的构图性质及其与 Julia集的区别;研究了距离比值分形广义M集的性质和构图特征,说明其与逃逸
时间算法生成的 M集之间的联系和区别. 

                                      

             Fig.1  DRJ for z←z3+0.4+0.5i                     Fig.2  DRM for z←z−3+c 
     图 1  复映射 z←z3+0.4+0.5i的距离比值广义 J集    图 2  复映射 z←z−3+c的距离比值广义 M集 

本文第 1 节给出距离比值的定义及其迭代性质.第 2 节讨论距离比值广义 J 集的绘制方法及其性质,并与
经典 Julia集作比较.第 3节讨论距离比值广义 M集的绘制方法及其性质,说明与 M集的联系和区别.第 4节总
结全文. 

1   距离比值及其迭代 

令 f:C→C为复解析函数,记 f n(x)=f o f n−1(x), f  0(x)=x,n为正整数.对于任意 z1≠z2∈C,定义距离比值 L(z1,z2)为 
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对初始点 z1,z2进行迭代,定义迭代后的距离比值为 
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如果映射 f是压缩的,由压缩映射定理可知对初始点 z进行迭代会收敛到映射的不动点 z*.同样地,对距离比
值进行迭代也会收敛,如下列命题所述: 

命题 1. 如果映射 f存在不动点 z*,吸引域为 A(z*),那么 ,有*
1 2, (z z A z∀ ∈ ) .)(),(lim *

21 zfzzLk

k
′=

∞→
 

命题 2. 令ε为一个任意小实数, ,存在自然数 k*
1 2, (z z A z∀ ∈ ) *,如果 k>k*,则 .)(),( *

21 ε<′− zfzzLk  

命题 1说明了对距离比值进行迭代必然收敛;命题 2说明了对于给定的迭代阈值ε,距离比值将在有限次数
内收敛.基于上述命题,可以给出一个基于迭代点距离比值收敛特性的迭代算法.该方法有异于逃逸时间算法计
算迭代点是否逃逸,而是计算迭代点的距离比值是否收敛于不动点处的导数值,从而能够体现映射稳定区域的
迭代性质,称这种算法为距离比值迭代法.在 z平面使用该方法可以得到与 Julia集类似的分形,称为距离比值广
义 J集(distance ratio Julia set,简称 DRJ),其定义如下: 

 { }{ }*
1 2 1 2, :  lim ( , ) ( )k

k
DRJ z z C L z z f z

→∞
′= ∈ →  (3) 

由于距离比值由两个点计算得出,所以等式(3)给出的是四维集合.为了在二维复平面上研究其构图性质,我
们令其中一个点为 z*,只研究另外一个点的变化规律,将等式(3)给出的定义修改如下: 

 { }{ }* *:  lim ( , ) ( )k

k
DRJ z C L z z f z

→∞
′= ∈ →  (4) 

下面给出迭代点的分类定义. 
设 z是一迭代点,ε是迭代阈值,我们称 z是 k阶的,如果 z满足以下条件: 

 εε ≤′−>′−− )(),( ,)(),( ****1 zfzzLzfzzL kk  (5) 

即 k阶的点最快用 k次迭代使距离比值收敛.我们将所有 k阶的点归为一类,称为 k区域,记为 zone(k).那么,距离
比值分形广义 J集就由若干个 k区域构成: 

  (6) 
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k
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命题 3. 如果映射 f存在逆映射,那么对于 zone(k+1)中任意点 z, ),(kzonez ∈′∃ 使得  .)(1 zzf =′−

证明:对于任何 z∈zone(k+1),由定义可得: 

 ,)(),()()),(()(),( **1**1** ε>′−′=′−′=′− −− zfzzLzfzzfLzfzzL kkk  

. )(),()()),(()(),( ****11**1 ε≤′−′=′−′=′− −++ zfzzLzfzzfLzfzzL kkk  

由此可见,z′满足 zone(k)的定义,故 z′∈zone(k).  □ 
推论 1. f  −1(zone(k))=zone(k+1). 
命题 3 说明对 zone(k)中的点进行逆迭代后会生成 zone(k+1)中的点,这样,就可以由 zone(k)逆迭代求出

zone(k+1).推论 1说明了图像中存在嵌套拓扑分布结构,当 k→∞时,图像具有无穷嵌套的自相似几何结构. 

2   距离比值广义 J集 

根据命题 3及推论 1,可以由 zone(k)逆迭代求出 zone(k+1).我们首先求出 zone(1)的范围,然后对其不断进行
逆迭代,可以得到 zone(2),zone(3),…,直至 zone(n),n 为最大迭代次数,所有这些区域合并起来就可以得到完整的
距离比值广义 J集图像. 

根据式(5),zone(1)中的点满足不等式 ,)(
)()(

*
*

*

ε≤′−
−

−
zf

zz

zfzf
解之即可得出 zone(1)的范围. 

按照以上的讨论,从 zone(1)开始不断做逆迭代,将不同的 zone(k)按不同颜色绘制到复平面上,可以得到彩色
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的距离比值分形图.我们称这种生成分形图的方法为逆向迭代算法,详细步骤如下: 

(1) 令 k=1,n=10 000,计算 zone(k); 
(2) 对 zone(k)中所有的点作逆迭代得到 zone(k+1); 
(3) 如果 k<n,那么 k=k+1,转(2); 
(4) 将 zone(1),zone(2),…,zone(n−1),…,zone(n)按照不同的颜色绘制到复平面上,即可得到距离比值广义   

J集. 
图 3(c)是采用逆向迭代算法绘制的复映射 z←z2−1.001−0.05i的距离比值分形图,图 3(a)和图 3(b)分别为其

局部放大区域.图 5(a)是相应的采用逃逸时间算法绘制的 Julia集.对比二者可以看出,DRJ和 Julia集的边界轮廓
一致,但采用距离比值迭代方法绘制的分形图在映射收敛区域有着丰富的细部结构,具有明显的自相似性,而
Julia集由于不能绘制映射收敛区域,相应的部位是大片的黑色区域. 

 

(a)(a) (b)(b)

(c)(c)

Fig.3  DRJ for complex mapping f (z)=z2−1.001−0.05i 
图 3  复映射 f (z)=z2−1.001−0.05i的距离比值广义 J集 

由图 3可以看出,DRJ内部区域存在着明显的层次结构,越靠近边界,细节趋于复杂.图中存在两种结构特征,
分叉和芽孢结构.分叉结构如图 3(b)所示,越靠近边界,其细节趋向于穷.图 3(c)沿边界生长着若干芽孢,具有层次
自相似结构.这些层次对应着不同的 zone(k),其中的点经过 k次迭代收敛.这种层次覆盖结构也验证了推论 1的
结论,即不同区域之间存在着嵌套迭代的自相似结构. 
采用距离比值迭代方法绘制的 DRJ与逃逸时间算法绘制的 Julia集边界一致,可以给出以下结论: 
命题 4. 当α>0时,DRJ为映射 f的非无穷吸引不动点的吸引域,其边界是相应的 Julia集,zone(∞)=J( f ). 
根据距离比值的定义,如果距离比值收敛,其必要条件是迭代点收敛到不动点,所以,距离比值分形中所有

的点都在映射的吸引域中,而迭代发散的点显然不能使距离比值收敛,所以,DRJ与映射的吸引域相同.由于 Julia
集为映射吸引域的边界,所以DRJ的边界与 Julia集完全相同.二者的区别在于迭代方式的不同,DRJ能够按照收
敛次数绘制图像,从而构造出收敛区域的复杂结构. 
从这个角度来看,当α>0时,距离比值迭代方法可以看作是一种绘制 Julia集内部结构的方法.与以往绘制内

部结构的方法[12−14]相比,距离比值迭代算法能够生成具有无限细节和自相似性的内部结构,该结构与 Julia集边
界共同构成距离比值分形结构. 
当α<0 时,复映射 z←zα+c 的吸引域发生了改变,所以迭代图形也有很大的变化.文献[16,17]分析了当α<0

时 Julia 集的特性.采用逃逸时间算法并不能很好的绘制出这种情况下的迭代图像,原因在于绘制结果强烈依赖
于逃逸半径,当逃逸半径增加时,图像逐渐稀疏,所以逃逸时间算法绘制的 Julia集并不稳定. 
当α<0时,距离比值方法能够绘制出丰富的图像.图 4是复映射 z←z−2+0.001+0.3i的距离比值广义 J集及其

放大图像.与图 5(b)中相应的 Julia 集相比,二者形状基本一致,但 DRJ 具有更加细腻的细节,可以绘制整个复平
面上的迭代结构,而 Julia 集只能粗糙地表现逃逸区和稳定区的边界.在这种意义上,DRJ 是对 Julia 集的细化和
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精化,能够表现 Julia 集无法绘制的细节.距离比值迭代方法克服了逃逸时间算法的缺点,其迭代图形保持稳定,
不随着迭代阈值的变化而变化. 

b
 

Fig.4  DRJ for z←z−2+0.001+0.3i and zoomed image 
图 4  复映射 z←z−2+0.001+0.3i距离比值广义 J集及其部分放大图像 

   
                                 (a) z←z2−1.001−0.05i         (b) z←z−2+0.001+0.3i 

Fig.5  Julia sets generated by escape time algorithm 
图 5  采用逃逸时间算法绘制的 Julia集 

3   距离比值广义M集 

对于含参映射 fc,不同的参数 c 使映射 f 有不同的迭代性质.将所有能够使映射 fc的距离比值收敛的参数 c
归为一个集合,称为距离比值广义 M集(distance ratio Mandelbrot set,简称 DRM),其定义如下: 

 { }{ }* *: lim (0, ) ( )k
ck

DRM c C L z f z
→∞

′= ∈ →  (7) 

注意等式(7)中距离比值迭代的初始点选为点(0,0)和不动点 z*,这是因为点(0,0)是复映射 fc(z)=zα+c 的临界
点,不动点 z*在迭代过程中保持不变,这样就可以绘制出完整的距离比值广义 M集的结构. 
距离比值迭代收敛,等价于每次迭代后距离比值不断缩小,最终得到一个稳定值.所以可以给出 DRM 的等

价定义: 

 { }{ }1 * *: , (0, ) (0, )k k
c cDRM c C k N L z L z ε+= ∈ ∃ ∈ − ≤  (8) 

按照等式(8)可以得出绘制 DRM 的方法,其基本思想是搜索要绘制的区域,计算其中迭代点的距离比值的
收敛次数 k,根据 k选择相应的颜色在复平面上绘制迭代点,最终得到一个彩色分形图.令绘制区域 D为中心在
原点的长方形区域,算法的具体步骤如下: 

1. 令最大迭代次数 n=10000;迭代阈值ε=0.0000001;k=1. 
2. 在要绘制的区域 D中选取迭代点 c,构造映射 f(z,c);令 z1=(0,0),z2为映射 f(z,c)的不动点 z*. 
3. 如果 k<n,做迭代 f  k(z1)= f ( f  k−1(0,c)), f  k(z2)= f ( f  k−1(z*,c)),否则转步骤 6. 

4. 计算距离比值:
1 1

1 2 *

(0) ( )
( , )

(0) ( )

k k
k

k k

*f f z
L z z

f f z

+ +−
=

−
. 

5. 如果|Lk(0,z*)−Lk−1(0,z*)|>ε, k=k+1,转步骤 3. 
6. 根据迭代次数 k获取相应的颜色,在复平面上绘制点 c. 
7. 重复过程 2~6,直到穷尽区域 D内的所有点,即可获得映射 f的距离比值广义 M集. 
图 6(a)是复映射 z←z−2+c的距离比值广义 M集,将其放大可以看出其中存在复杂的结构,如图 6(b)所示.图
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6(c)和图 6(d)分别是α=5 和α=1.4 时的图像.观察这些图像,与 M 集图比较,其边界完全相同,但在内部收敛区域
存在复杂的嵌套层次结构.这些层次代表了迭代点距离比值的收敛速度,内层收敛速度较快,外层收敛速度较
慢,边界处的收敛次数趋向于无穷.每层由若干个类似花瓣的小区域构成,如图 6(a)的中心部分.内层芽孢尺寸较
大,数目较小;外层芽孢数目逐渐增多,直至无穷. 

DRM 的典型特征之一就是这种层次花瓣结构.该结构反映了参数平面上映射收敛性的分布情况,DRM 也
可以看作是参数平面上非扩张映射的迭代收敛速度的可视化图像. 
将图 6与文献[18]所绘出的 M集图相比,可以发现二者形状完全一致.所以,当α>1时,距离比值迭代方法也

可以作为一种绘制 M集内部结构的方法. 
由于 DRM 与 M 集存在着内在的联系性,所以对于 M 集构图性质的很多结论,如对称性,旋转性等,都可以

适用于 DRM,详细关于这方面的资料可以参见文献[19,20]. 

   
                    (a) α=2          (b) Zoomed image for α=2          (c) α=5             (d) α=1.4 
                    (a) α=2             (b) α=2的放大图像             (c) α=5             (d) α=1.4 

Fig.6  DRM for z←zα+c 
图 6  复映射 z←zα+c的距离比值广义 M集 

当α<0时,采用距离比值迭代法绘制的 DRM克服了逃逸时间算法的缺点,能够生成稳定复杂的分形图. 
采用距离比值迭代方法绘制的 DRM图像克服了逃逸时间算法的缺点,能够生成稳定复杂的图像.图 7给出

了当α=−2时的 DRM及其局部放大图像.可以总结 DRM的构图特征如下: 
1. 稳定区域包含着不稳定区域.DRM 图中彩色部分是稳定区域,表示了距离比值的收敛速度.中心黑色的

部分表示不稳定区域.不稳定区域被稳定区域包围在原点附近区域. 
2. 稳定区域包括两种结构特征:外层的花瓣结构,内层的星群结构. 

 

(a)(a) (b)(b)

(c)(c) (d)(d)

Fig.7  Distance ratio fractal image for complex mapping z←z−2+c 
图 7  α=−2时的 DRM及其局部放大图像 z←z−2+c 

图像外部分布着层次覆盖的花瓣结构,并且向中心区域逐渐缩小,最终形成类似曲边 n 边形的结构,其中
n=1+|α|.曲边 n 边形中心部位存在核心行星,在其外围依次分布着二级卫星以及更小的卫星.这些卫星逐级排列
并逼近外围多边形的角点.中心行星的边界存在 n个弧状突起,与外围多边形相切于各边中点.将图像放大可见,
内部星群结构和外部花瓣结构并不接触,二者中间被不稳定区域分隔. 
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图 8给出了当α=−2时的M集图像,与图 7(a)相比,其外部轮廓与DRM中的曲边三角形一致.将M集和DRM

绘制到一张图像上,得到图 9.可以看出,除中心卫星部分重叠外,逃逸时间算法生成的M集和距离比值迭代方法
生成的广义M集完全吻合.如果将逃逸时间算法的逃逸半径增大,中心行星的尺寸会缩小.此时 DRM与M集互
为补集,完整的覆盖了复平面区域.从这种意义上说,当α<0时,距离比值迭代方法可以作为绘制M集外部结构的
方法.基于以上讨论,给出以下猜想: 

                               

               Fig.8  Mandelbrot set for α=−2        Fig.9  DRM and M-set for α=−2 
                 图 8  α=−2时的 M集图像       图 9  α=−2时 M集与 DRM混合图像 

猜想:当α<0时,DRM图像有两部分组成:外层曲边多边形和中心行星.曲边多边形有|α|+1条边,其外层覆盖
着层次芽孢结构,并向外扩展;中心行星有|α|+1个突起,与外层曲边逼近于其中点;中心行星周边有|α|+1个卫星,
卫星周围又由若干更小的卫星,形成自相似结构;DRM与 M集互为补集,二者共同覆盖了整个复平面. 

4   结束语 

本文提出了一种构造分形图的新方法:距离比值迭代方法,并使用该方法绘制了广义 M-J 集图.距离比值迭
代方法采用两点的距离比值进行迭代,可以克服逃逸时间算法的缺陷,绘制复映射收敛区域的分形图.距离比值
迭代方法可以绘制大多数解析复映射的迭代分形图,如三角函数、指数函数等,从而反映这些映射的迭代收敛
性质. 
采用距离比值迭代方法绘制的广义 M-J 集与逃逸时间算法绘制的 M-J 集既有联系又有区别.当α>1 时,距

离比值广义 M-J集在映射收敛区域有着复杂的自相似结构,可以作为绘制 M-J集内部结构的算法;当α<0时,距
离比值广义 M集是 M集的补集,其内部轮廓与 M集吻合,二者完整的覆盖了整个复平面. 
本文仅讨论了复平面上的距离比值迭代分形.按照距离比值的定义,完整的距离比值分形应是四维集合.可

以借鉴四元数三维 Julia 集的绘制方法,结合计算机图形学中的真实感绘制技术,研究高维距离比值迭代分形的
绘制方法和构图性质,拓展三维分形物体的应用范围. 
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