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Abstract:  B-spline basis is widely used in construction of curves and surfaces for its excellent property of being 
totally positive and locally adjustable. Uniform B-spline as a special case of B-spline is also worth researching for 
its convenience in operation in industry modeling. In 2003, Delgado and Peña had given another new form of curve, 
which is constructed by a new totally positive basis (DP-NTP basis). This kind of curve shows obvious advantage in 
computing, for the reason that it has linear complexity. Meanwhile, it has good shape preserving property. But 
regretfully it is not locally adjustable as how B-spline curves do. As to achieve the advantages of both, and as well 
make exchanging and transferring data possible between various systems, the conversion between uniform B-spline 
curves and DP-NTP curves is presented. Examples show that this result can be widely used in efficient evaluation of 
locally adjustable curves and surfaces. 
Key words:  DP-NTP basis; uniform B-spline basis; dual basis; explicit conversion matrix 

摘  要: B样条基以其标准全正性和局部支柱性的长处,在曲线曲面构造中被广泛应用.而作为其特殊情况的均匀
B样条,又因其操作简便等长处,对其的研究在工业造型设计方面也十分有意义.2003年,Delgado和Peña提出了另一
类用标准全正基(DP-NTP基)构造的新曲线表示形式,这种曲线在求值运算中具有线性时间复杂度的明显优势,同时
像 B样条曲线那样具有模拟或保持控制多边形形状的保形性质,但没有形状局部可调性.为了使它们实现优势互补,
并在不同的造型系统之间进行数据的交换和传递,给出了均匀 B样条曲线与 DP-NTP曲线的相互转换.实例表明,其
结果可在 CAD系统中,尤其在曲线曲面需要快速求值或形状局部可调的场合得到相当广泛的应用. 
关键词: DP-NTP基;均匀 B样条基;对偶基;显式矩阵转换 

众所周知,在计算机辅助几何设计(computer-aided geometric design,简称 CAGD)领域,自由曲线曲面的造型
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设计经常用控制顶点与相应调配基函数的乘积和来实现.通常比较常见的调配基函数有 Bernstein 基,B 样条基
等等.由于不同类型的基具有各自不同的特征,所以由其构造的曲线也会有其特有的性质.因此在 CAGD中为了
充分利用各类基的几何与代数特性,又为了在不同的设计系统之间进行数据的交换和传递,需要对给定的曲线
曲面进行形式的转换,这种转换的公式与方法一直是研究的热点问题之一. 

研究表明,在 CAGD中,基的几何特性主要有标准全正(normalized totally positive,简称 NTP))性和局部支柱
性,基的代数特性主要有次数的阶梯递减性;由于 TP 矩阵的变差缩减性,基的 NTP 性保证了生成的参数曲线能
模仿或保持其控制多边形的形状,即具有保形性;基的局部支柱性保证了生成的参数曲线具有形状局部可调性;
而基的次数递减性则保证了生成的参数曲线具有计算敏捷性. 

B样条基具有 NTP性和局部支柱性,由 B样条基构造的 B样条曲线既拥有 Bézier曲线的保形性,又拥有形
状局部可调及连续阶数可调等 Bézier曲线所没有的特性,因此在实际应用中被广泛采用. 而其中均匀 B样条又
因其操作简便等长处经常被应用在造型设计中.不过当广义 Ball 基面世以后,在计算敏捷性方面它似乎稍逊 
一筹. 

新颖的 Ball 基与广义 Ball 基因其特有的次数递减性,在近年来开始引人注目.1974 年,英国数学家 Ball 在
为前英国航空公司开发的CONSURF系统中,建立了机身造型的三次曲线模型[1].王国瑾与Said分别在三次Ball
基的基础上独立地推导出两种广义 Ball基[2−4].其后,奚梅成及 Othman分别独立地对 Ball基函数的对偶基及其
应用进行了研究[5,6].邬弘毅提出了介于Wang-Ball曲线与 Said-Ball曲线之间或 Bézier曲线与 Said-Ball曲线之
间的两类新的广义 Ball曲线[7,8].2000年,泰国学者 Phien等进一步应用 Wang-Ball曲线理论来进行 Bézier曲线
求值计算[9],指出 Wang-Ball曲线的递归求值算法和 Bézier曲线的 de Casteljau求值算法相比,时间复杂度可以
从曲线次数的平方降低到线性.实际上由于曲线求值是通过基函数进行的, 而广义 Ball 基不同于 Bernstein 基,
它的次数呈现阶梯变化的递减,这就减少了大量乘法运算[9−11]. 

曲线求值是图形显示及绘制的一项基本和经常的操作,随着图形工业对实时交互要求的日益增强,随着虚
拟现实技术对画面刷新频率指标的日益看重,曲线或曲面求值已成为整个系统高速运行的一个“瓶颈”.所以,有
否较低的计算时间复杂度,对参数曲线而言是至关重要的.然而 Wang-Ball 曲线虽然具有线性的计算时间复杂
度,但却不是由 NTP基生成[12],故无法完全满足曲线设计中十分重要且基本的保形性要求.所以,是否由 NTP基
生成,对参数曲线而言同样是至关重要的. 

2003 年,Delgado 和 Peña 提出一类新的 NTP 基,DP-NTP 基[12].由于这类基同时具有次数递减性,因此由它
生成的参数曲线,DP-NTP曲线,既拥有 Bézier曲线或 B样条曲线的保形性,又拥有广义 Ball曲线的计算敏捷性.
然而,一个不容忽视的事实是,DP-NTP基缺乏类似于均匀 B样条基的局部支柱性,反过来,均匀 B样条基又缺乏
类似于 DP-NTP基的次数递减性.所以,为了在几何造型中应用这两种曲线时实行优势互补,互利双赢,又为了在
不同的造型系统之间进行数据的交换和传递,有必要找到 DP-NTP 基与均匀 B 样条基的互化关系.本文将得到
上述两种基相互转换的表示;同时用理论分析及实例显示表明,这种转换为把均匀 B 样条曲线转换到 DP-NTP
样条曲线来加快求值速度,以及把 DP-NTP样条曲线转换到均匀 B样条曲线来局部调整形状提供了可能.所以,
本文结果可在 CAD系统中,尤其在曲线曲面需要快速求值或形状局部可调的场合得到相当广泛的应用. 

1   DP-NTP基函数及均匀 B样条基函数 

1.1   DP-NTP基函数 

定义 1. 任意给定正整数 n ,在区间 [ ]1,0 上,我们称由 Delgado 和 Peña 所给出的[12]一类新的 n 次标准全正

基为 DP-NTP基.它可表示为如下形式: 
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其中 表示不大于 的最大整数, 2/n  2/n  2/n 表示不小于 的最小整数,下同. 2/n

DP-NTP基函数具有一系列类似于 Bernstein基函数的性质,如非负性,对称性,递推性等等. 

1.2   均匀B样条基函数 

定义 2. 设 为以整数)(tN n
j 1,...,1, +++ njjj 为节点的 次( 1n +n 阶)均匀 B 样条函数,将其分段平移到区间
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2   均匀 B样条基到 DP-NTP基的转换 

2.1    均匀B样条基到Bernstein基的转换 

引理 1. 存在 次均匀 B样条基 到同次 Bernstein基n { }n
i
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其证明可由对均匀 B样条基作相应的二项展开得到. 

2.2   Bernstein基到DP-NTP基的转换 

引理 2. 存在 次 Bernstein基n { }nin
i tB 0)( = 到同次 DP-NTP基 { }n
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若 为偶数,则 n
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若 为奇数,则 n
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其余的 . 0, =jie

证明:该引理可通过 Bernstein基函数与 DP-NTP基函数之间的多项式转换显式得证. 
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此时即得到式(6)中   ijni ≤≤−≤≤ 1,12/1 一部分.其他情况可一一推导出,不再赘述. □ 

2.3   均匀B样条基到DP-NTP基的转换 

根据前面给出的均匀 B样条基到 Bernstein基的转换以及 Bernstein基到 DP-NTP基的转换,我们可以很自
然地得到均匀 B样条基到 DP-NTP基的转换公式. 
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3   DP-NTP基到均匀 B样条基的转换 
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3.2   DP-NTP基到均匀B样条基的转换 
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应用式(12)中 B样条基的对偶基,可得 
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4   转换矩阵的应用与实例 

在实际工业造型设计中大量用到次数不太高的样条曲线.此时我们可以事先将前一节所示的各类低次的
(诸如 3~6次)基函数之间的转换矩阵计算好,存储在系统中以备调用,以加快实时效应. 

4.1   转换矩阵(11)及(16)的实例 

利用转换矩阵公式(11)与(16)可分别得到三次均匀 B样条基函数到三次 DP-NTP基函数的转换矩阵W 与

三次 DP-NTP基函数到三次均匀 B样条基函数的转换矩阵
44×

4 4×
H 为 

44×W =
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4.2   转换关系(10)及(15)的应用 

4.2.1   时间复杂度分析 
下面我们就均匀B样条曲线及DP-NTP曲线求值算法的时间复杂度做个简单的分析.容易知道这两种割角

求值算法中所需加法次数各为其乘法次数之半.假设在一段 次均匀B样条曲线及DP-NTP曲线上求一点之值
共需执行的乘法次数分别为 , ) ,则根据均匀 B样条曲线求值的 de Boor算法及DP-NTP曲线求值的

割角算法

n
)(BM (DPM

[12]易知 
)1()( +×= nnBM                                     (18) 
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由此可见,若利用DP-NTP曲线求值具有线性复杂度这一特性来对工业设计中大量应用的均匀B样条曲线
进行求值,可以大大降低计算复杂度. 
4.2.2   应用实例 

B 样条曲线因具有局部形状可调等特点,在设计领域一直得到相当广泛的应用;而 DP-NTP 曲线因具有保
形及求值的线性复杂度等特点,近年来在曲线求值计算中也受到了相当的重视.本文的研究结果正是将两者优
势充分结合起来.具体地说,基于B样条曲线的局部形状可调性,当改变某个控制顶点时,只有相应的子曲线会发
生变化,而其余的子曲线不变.利用该特性,当B样条曲线控制顶点发生改变时,我们只需更新相应发生变化的子
曲线的DP-NTP表示的控制顶点,而其余段子曲线对应的DP-NTP的控制顶点无须做任何改动.该特性可有效地
应用于造型系统实时交互设计应用中.下面我们给出一个例子来做进一步的说明. 

图 1曲线(实线)所示是一条以{{1,0},{0,2},{1,4},{3,4},{4,0},{10,4},{4,5}}为控制顶点的 4次均匀 B样条曲
线,它由 3段子曲线组成.由(11)可知,4次均匀 B样条基到四次 DP-NTP基的转换矩阵为 
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利用这一矩阵,可求得转换所得的 3段 DP-NTP子曲线的控制顶点(图 2实线表示相应的控制多边形),具体
数值如下: 

DP-NTP子曲线 1: 
{{0.625,2.91667},{−0.166667,2.33333},{1.16667,3.66667},{2.83333,4.33333},{2,3.75}} 
DP-NTP子曲线 2: 
{{2,3.75},{1.16667,4.66667},{2.83333,3.33333},{4.16667,0.666667},{3.66667,2.16667}} 
DP-NTP子曲线 3: 
{{3.66667,2.16667},{2.16667,2.66667},{4.83333,1.33333},{9.16667,2.66667},{6.70833,2.20833}} 
对该曲线进行局部形状调整,即把第 2个控制顶点调整为{−3,1},则此时 4次均匀 B样条曲线的控制顶点变

为{{1,0},{−3,1},{1,4},{3,4},{4,0},{10,4},{4,5}}.图 1虚线表示新的控制多边形与新的曲线. 
基于 B 样条曲线的局部形状可调性,可知此时仅有第一、二段子曲线发生变化,其余子曲线保持不变,因此

只需重新计算第一、二段 DP-NTP 子曲线的控制顶点(见图 2 虚线控制多边形),而其余无须再计算,最后得到
DP-NTP的控制顶点为: 

新 DP-NTP子曲线 1: 
{{−0.75,2.45833},{−2.66667,1.5},{0.666667,3.5},{3.33333,4.5},{1.875,3.70833}}} 
新 DP-NTP子曲线 2: 
{{1.875,3.70833},{1.16667,4.66667},{2.83333,3.33333},{4.16667,0.666667},{3.66667,2.16667}} 
新 DP-NTP子曲线 3:保持不变. 
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Fig.1  Uniform B- spline curve of degree 4 and its      Fig.2  DP-NTP spline curve of degree 4 and its 

control polygon                               control polygon 
图 1  4次均匀 B样条曲线及控制多边形          图 2  4次 DP-NTP样条曲线及控制多边形 

5   结  论 

本文推导出了 DP-NTP 基与均匀 B 样条基的互换表达式.众所周知,DP-NTP 基与均匀 B 样条基都是 NTP
基,它们所生成的参数曲线都具模拟控制多边形形状的保形性.DP-NTP 样条曲线与均匀 B 样条曲线所不同的
是,前者具有求值仅为线性复杂度的敏捷性,但没有形状局部可调性;后者具有形状局部可调性,但没有求值敏
捷性.因此利用求出的互换矩阵,既可使均匀 B样条曲线能够加快求值速度,又可使 DP-NTP样条曲线能够局部
调整形状,还可在不同的造型系统之间进行数据的交换和传递,在工程实际中大有用武之地.本文结果无疑可全
部推广到 DP-NTP样条曲面与均匀 B样条曲面的场合. 
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